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2 Heinz RUTISHAUSER, AMBROS SPEISER und EDUARD STIEFEL ZAMP 


§ 4. Vorbereitung von Rechenplänen 


Wie bereits in $ 1 dargelegt, müssen der Maschine vor Beginn der Rechnung 
in Form sogenannter «Befehle» ausführliche Instruktionen erteilt werden, nach 
denen sie arbeiten soll. Es soll nun eingehend behandelt werden, wie man einen 


solchen Rechenplan aufstellt. 


4.1. Allgemeiner Gang der Vorbereitung 


Die Vorbereitung eines Problems für die Durchrechnung auf einer programm- 
gesteuerten Rechenmaschine schließt folgende Phasen ein: 

a) Das Problem, das dem Rechenbüro in sehr allgemeiner Form (technisch- 
physikalische Formulierung) gegeben wird, muß mathematisch formuliert 
werden. Zum Beispiel wird die Bestimmung der kritischen Drehzahl einer 
Turbine mathematisch zu einer Eigenwertaufgabe. 

b) Für das nun mathematische Problem muß ein wohldefiniertes numerisches 
Verfahren angegeben werden (numerische Formulierung). Beispielsweise 
kommt für die Lösung des Eigenwertproblems das Ritzsche Verfahren in 
Frage, welches auf die Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix hinaus- 
läuft, welche nach einem der bekannten Verfahren ausgeführt werden kann. 

c) Wenn auch das angegebene Verfahren alle zur Lösung des Problems not- 
wendigen Angaben enthält, ist zur wirklichen Lösung mit einem Rechen- 
automaten eine Zergliederung der numerischen Formeln in die einzelnen 
arithmetischen Operationen notwendig, wie es ja auch für die Durchrech- 
nung auf einer Bürorechenmaschine gemacht werden muß. Außerdem wer- 
den hier die sogenannten logischen Operationen eingefügt (vgl. $ 4.3), welche 
die fehlende Entschlußkraft der Maschine ersetzen sollen. 

Arithmetische und logische Operationen faßt man unter dem Sammelnamen 
Recheninstruktionen zusammen; ihre Gesamtheit ist das Rechenprogramm des 
Problems. Es ist dies im Grunde genommen nichts anderes als eine so ausführ- 
liche Beschreibung der numerischen Lösung, daß sie selbst einem ganz unin- 
telligenten Rechner — und dies ist ja die Maschine — die Durchführung der 
Rechnung ermöglicht. 

d) Das Rechenprogramm muß noch in die Sprache der Maschine übersetzt 
werden, indem man für jede Recheninstruktion den entsprechenden Befehl 
(evtl. mehrere) in verschlüsselter Form auf Lochstreifen oder Stahlband 
«schreibt». Man erhält so die zum Problem gehörige Befehlsreihe in linearer 
Anordnung, die man in die Maschine einführt. Erst dann ist die Rechen- 
maschine startbereit. 

Zur Abgrenzung der Begriffe «Rechenprogramm» und «Befehlsreihe» (letz- 
tere auch Rechenplan genannt, englisch: coded sequence) sei nochmals hervor- 
gehoben, daß das Rechenprogramm die durch Formeln und Vorschriften aus- 
gedrückte, noch sehr allgemein gehaltene numerische Lösung der gestellten 
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Aufgabe ist, die an sich für jeden Automaten paßt; demgegenüber bezieht sich 
die Befehlsreihe immer auf eine spezielle Rechenmaschine. 


4.2. Struktur eines numerischen Problems 


Die meisten umfangreichen Rechenprobleme sind zyklisch, das heißt, es 
handelt sich im wesentlichen darum, dieselbe Gruppe von Formeln immer 
wieder auszuwerten, wobei sich einzig die einzusetzenden Zahlen ändern. Die 
auszuführenden Rechenoperationen sind damit bei jeder Auswertung dieselben, 
so daß die Befehle für eine wiederholt auszuwertende Formel nur einmal auf- 
gestellt werden müssen. 

Zwei triviale Beispiele sollen den Sachverhalt etwas näher beleuchten: 

a) Tabellierung des Polynoms y =} a, x* für gegebene x-Werte: x,, X, ..., An 
b) Numerische Integration der Differentialgleichung y’ = /(x, y) mit folgendem 
Näherungsverfahren: 


Views = Vn + Zu fa, Va), 


wobei A die Länge des Integrationsschrittes bedeutet und y, ftir y(x,) = v(k h) 
steht. Es ist dabei vorausgesetzt, daß am Anfang — etwa vermöge der mit- 
gegebenen Anfangsbedingung — y, und y, bekannt seien. 

Beiden Fällen ist gemeinsam, daß sehr oft dieselbe Formel auszuwerten ist; 
aber es besteht doch ein fundamentaler Unterschied: Im Fall a ist die Berech- 
nung von y, = 2 ar x" von der Berechnung von y, völlig unabhängig; man 

2 
kann also, wenn die Formel a, x" beispielsweise in p Einzeloperationen zer- 
fällt, zuerst einmal für alle x, die erste dieser Operationen ausführen, dann 
wieder für alle x, die zweite Operation usw. (anstatt für ein x die ganze Formel 
durchzurechnen und dann das nächste x aufzugreifen). 

Man kann also die ganze Rechnung für sämtliche x-Werte parallel durch- 
führen, weshalb wir das Problem a parallel-zyklisch nennen wollen. 

Dagegen ist im Fall b die Berechnung von y,,, wesentlich von y, abhängig, 
indem ja direkt y, in der Formel auftritt. Somit kann die Berechnung von 
Ye, nicht vor Beendigung der Berechnung von y, begonnen werden; man muß 
also die einzelnen Integrationsschritte nacheinander ausführen, weshalb das 
Problem b serie-zyklisch genannt werden soll. 

Die programmgesteuerten Rechenmaschinen eignen sich nun vorzüglich für 
serie-zyklische Probleme und sind damit universal, da man ein parallel-zykli- 
sches Problem natürlich ebensogut in Serie rechnen kann. Dagegen eignen sich 
die Lochkartenmaschinen nicht für das Rechnen in Serie, sie sind vielmehr 
darauf angewiesen, ein Problem für viele Parameterwerte parallel durchzu- 
rechnen (nämlich immer eine Einzeloperation mit sehr vielen Lochkarten). 

Da also der Unterschied zwischen serie- und parallel-zyklischen Problemen 
bei programmgesteuerten Rechenmaschinen dahinfällt, wollen wir die Auf- 
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merksamkeit andern Fragen zuwenden. Zuvor jedoch eine kleine Rentabili- 
tätsbetrachtung: 

Der Einsatz einer programmgesteuerten Rechenmaschine lohnt sich um so 
eher, je häufiger jeder Befehl des Rechenplans im Mittel ausgeführt wird, weil 
dann die relativ hohen Kosten der Vorbereitung weniger ins Gewicht fallen. 
Tatsächlich ist der Aufwand für die Aufstellung eines Rechenplans wesentlich! 
größer als die einmalige Durchrechnung aller Befehle desselben auf einer Büro- 
rechenmaschine. Es wäre also ganz abwegig, für ein völlig unzyklisches Problem 
eine programmgesteuerte Rechenmaschine heranzuziehen. 


4.3. Die Sprungbefehle (vgl. auch $ 1.2) 


Im allgemeinen werden die Recheninstruktionen in der Reihenfolge nieder-! 
geschrieben, wie sie später von der Maschine ausgeführt werden sollen. Sol 
aber ein Ausschnitt aus einem solchen Rechenprogramm — etwa aus den 
Instruktionen J», msn ++ Jmır_ı bestehend — zyklisch sein, das heißt mehr 
mals durchlaufen!) werden, so bedarf es einer besonderen Instruktion, um dies 
zu erreichen: Man fügt nach /J,,,,_, die Instruktion 


Tex: Gehe nach 7, 


in das Rechenprogramm ein; alsdann wird bei /„.. die normale Reihenfolg 
unterbrochen, und es kommt als nächste Instruktion nicht /,,,::4, sondern J, 
zur Ausführung (nachher geht es normal weiter nach J,,.,, Jm+sUSW.). Eine solch 
Instruktion wie /,,,, heißt aus naheliegenden Gründen ein unbedingter Sprung 
befehl (unconditional call, unconditional transfer order). 

Wie man aber sieht, müßte so ein einmal eingeleiteter Zyklus unendlich of 
durchlaufen werden; es muß daher noch die Möglichkeit geschaffen werden 
den Zyklus auch wieder zu verlassen. Zu diesem Zweck wurde außer dem un 
bedingten noch ein bedingter Sprungbefehl (conditional call, conditional transfe 
order) eingeführt, der wie folgt formuliert werden kann: 


Jm;r: Gehe nach J,,, falls eine gewisse, in der Maschine errechnete Zahl Cd 
positiv ist?), andernfalls gehe normal weiter zur Instruktion Jy:r:13)- 


Die kritische Zahl, welche den weiteren Fortgang der Rechnung entscheidend 
beeinflußt, ist in Anlehnung an die englische Pgh irene « en call» immex 
mit Cc bezeichnet. 


Wenn man diesen bedingten Sprungbefehl nach /,,:3_, einsetzt, so hat os 
die Möglichkeit, die Zahl Cc, welche zunächst positiv sein muß, negativ ode 
gleich Null zu machen, sobald der Zyklus genügend oft durchlaufen wurde 


1) «Durchlaufen» steht im folgenden immer als Abkürzung für: «die Instruktionen der Reiheff 
nach ausführen». 
?) Bei einer Maschine, die mit B-Komplementen arbeitet, lautet die Sprungbedingung zweck. 
aber «Falls eine gewisse Zahl nicht negativ ist.» 
3) Der Zusatz «Andernfalls gehe normal weiter...» wird künftig immer weggelassen werden 
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alsdann beginnt die Rechnung nicht wieder bei J,,, sondern geht weiter nach 
are: 

Ist die Zahl N der Wiederholungen eines Zyklus vorausbestimmt, wie etwa 
bei der schrittweisen Integration einer Differentialgleichung, wo jedem «Um- 
lauf» des Zyklus ein Integrationsschritt entspricht, kann man beispielsweise 
die folgende Anordnung treffen: 


Ji 

Beginn der Rechnung, Einführung der Anfangsbedingungen. 
Im-2 

(EAS Cc = N setzen. 

Im 

- | Auswertung der Formel für die Integration 
| (zum Beispiel nach RUNGE-KUTTA). 

Im+r-2 

Versen Cc um 1 verkleinern. 

ER Gehe nach J,,, falls Ce positiv ist. 

Pair Schluß der Rechnung. 


Cc ist dann am Anfang und während des 1. Umlaufes des Zyklus = N, wird 
also am Ende des 1. Umlaufes N — 1; entsprechend am Ende des N-ten Umlaufes 
= 0 (erstmalig nicht mehr positiv), so daß die Rechnung genau nach N Umläufen 
abgebrochen wird. 

Dagegen muß der Zyklus bei einem Iterationsprozeß so lange durchlaufen 
werden, bis die angestrebte Genauigkeit erreicht ist. Man setzt in diesem Falle 


Ce =|0| -r, 


wobei r eine gewisse vorgegebene Toleranz, à die Differenz von zwei aufeinan- 
derfolgenden Approximationen des gesuchten Grenzwertes ist. Wie man sieht, 
wird Cc negativ — und damit die Iteration abgebrochen — sobald diese Diffe- 
renz kleiner als die gegebene Toleranz r ist. 

Mit Hilfe der Sprünge können übrigens auch Fallunterscheidungen gemacht 
werden, die ja in der Mathematik eine außerordentlich wichtige Rolle spielen ; 


zum Beispiel: 


Ju: Gehe nach J,,, falls x positiv ist. 
/ Gehe nach /J,,, falls —x positiv ist. 


J 52: 
Ieee eon! (Ole 
Hae Gehemachw ff. 


Jos: {Formel (2)). 
Vroe Gore were fie 
Her dPEOLIQEL (oie 


In diesem Fall wird zwischen /,, und /,, Formel (2), (1) oder (3) ausgewertet, 
je nachdem x > 0, x = 0 oder x < 0 ist. 


6 Heinz RUTISHAUSER, AMBROS SPEISER und EDUARD STIEFEL ZAMP 


4.4. Das Strukturdiagramm!) I 


ein zyklischer een aus einem en tritt in diesem Schema | 
dann als geschlossene Schleife auf. Beispielsweise erhält man so für das in} 
§ 4.3 erwähnte Beispiel (Instruktionen Jm, Jui, ---, Jmix-1 Jm+r): | 


nach Ina kof 


Es ist evident, daB eine Schleife so oft durchlaufen wird, als die kritische 
Zahl Ce noch positiv ist. Als Variante kann aber der bedingte Sprung auch 
an den Anfang der Schleife gesetzt werden, so daß diese gar nicht erst durch- 
laufen wird, falls Cc schon am Anfang negativ ist. 


von dm _ zZ Ce<0 nach Imst 
Ta} 
1Ce>0 
! In | 
| 
Imek-1 Inet 


Mit der Konstruktion des Strukturdiagramms verfolgen wir den Zweck, die | 
Aufstellung des Rechenprogramms zu erleichtern. Dazu muß ein Verfahren 


1) Die hier entwickelten Gedanken stammen zum großen Teil von H. H. GOLDSTINE und J. von 
NEUMANN [24]. 
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gefunden werden, welches erlaubt, das Strukturdiagramm direkt aus der nume- 
rischen Formulierung und nicht erst aus dem fertigen Rechenprogramm herzu- 
stellen. Zur Lösung dieser Aufgabe verhilft uns die folgende Feststellung: 

Jeder Schleife im Strukturdiagramm entspricht genau ein laufender Index 
in der numerischen Formulierung. 

Zum Beispiel haben wir bei der Tabellierung des Polynoms y = a + b x + cx? 
für die vorgeschriebenen Argumentwerte x, x, --., *» den einzigen laufenden 
Index k: y, — a + b x, + cx?; das Gerippe des Strukturdiagramms muß des- 


halb wie folgt aussehen: 


(4) Vorspann Auslauf = 


Fig.7 


Es besteht neben dem einzigen Zyklus aus einem nichtzyklischen Vorspann 
(welcher die einmalige Einführung der Werte a, b, c, M in die Maschine besorgt) 
sowie aus einem Auslauf. Werden in Fig. 7 noch die Recheninstruktionen!) 
eingefügt, so ergibt sich das fertige Strukturdiagramm: 


I I I 


X, in die Maschine 


3,0,c, M in die 7 y ca — +— — 
Maschine einführen le it) einführen 
arb +042 = % 
À Y Schréibmaschine 


1) Der Begriff der Recheninstruktion wird gelegentlich etwas allgemeiner aufgefaßt, indem eine 
solche nicht nur eine Operation, sondern eine ganze Formel enthält. 


Fig. 8 


CO 
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Die Kästchen II, V und VII dienen dazu, über den laufenden Index «Buch 
zu führen», so daß man in jedem Zeitpunkt die vollständige Übersicht über den 
Stand der Rechnung hat. 


II: Es wird ein Index k eingeführt und sein Anfangswert festgesetzt, wofür 
in diesem Beispiel von anderen Autoren (insbesondere [24]) auch die Be- 
zeichnung 0 +k verwendet wird. 


V: Der Index k wird um 1 vergrößert, das heißt der alte Indexwert k + 1 wird 
von nun an mit k bezeichnet (bei von NEUMANN und GOLDSTINE [24]: 
k +1 Rk). Diese Substitution von k + 1 durch k hat unter anderem den 
Effekt, daß eine dem Indexwert À = 3 zugeordnete Größe Q, beim Ver- 
größern von k von 3 auf 4 ihre Bezeichnung von Q, in Q;_, abandert. 


VII: Der Kreisproze ist beendet, der Index À hat seinen Endwert erreicht. 
Dieser Endwert ist hier M + 1, weil À am Ende des letzten Umlaufes 
nochmals um 1 erhöht wurde. 


Solche Kästchen, wie II, V und VII, dienen oft rein informatorischen 
Zwecken und liefern dann keinen expliziten Beitrag zum Rechenprogramm. 

Aus dem Strukturdiagramm (Fig. 8) läßt sich nun mit Leichtigkeit das 
Rechenprogramm aufstellen: 


if Ss 1. Fiihre die Werte a, b, c, M in die Maschine ein. 
IT > 2 Setzeh —= 0! 


Il ss 3. Führe x, in die Maschine ein. 
ane CS = )R 
| 5.2) + b= 2, 
IV > Gren Aas 


| 7. 2, + 4 = Vy, 
8. Y, > Schreibmaschine. 
Vo 9. Vv eee kum 1. 
LOMME Ce. 
| 10. Gehe nach Instruktion 3, falls Ce positiv ist. 


12. Rechnung beendet, Maschine stop. 


Im allgemeinen aber wird das Strukturdiagramm aus mehreren Schleifen 
bestehen (das Problem ist mehrfach zyklisch; vgl. $ 4.7). 


4.5. Verschiedene Arten der Befehlsgebung 


Wie schon in $ 4.1 erwähnt, muß das Rechenprogramm noch in die Sprache 
der Maschine übersetzt werden, indem man für jede Recheninstruktion die 
entsprechenden Befehle (das sind Einzeloperationen vom Standpunkt der Ma- 
schine aus gesehen) in Form von Zahlengruppen angibt und diese dann mit 
Hilfe eines besonderen Geräts verschlüsselt auf Lochstreifen oder Stahlband 


1) 25, 21, 2, sind Hilfsgrößen, denen später beim Aufstellen der Befehlsreihe ebenso wie den gege- 
benen Konstanten a, b,c, M und Xp, Vp Speicherzellen zugeordnet werden. 
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«schreibt», und so schließlich in die Maschine einführt. Dabei ist die Beziehung 
zwischen Rechenprogramm und Befehlsreihe (auch Rechenplan genannt) stark 
von der zugrunde gelegten Maschine abhängig, was zu Klassierungen der pro- 
grammgesteuerten Rechenmaschinen bzw. Rechenautomaten nach verschiede- 


nen Gesichtspunkten Anlaß gibt. 


4.51. Ein- und Mehradreßmaschinen 


Diese Fallunterscheidung bezieht sich hauptsächlich auf die Art der Aus- 
führung der arithmetischen Operationen. 


a) Dreiadreßmaschinen 


Diese führen die arithmetischen Operationen A op B — C in der Regel 
mit einem einzigen Befehl!) aus, welcher das Ablesen der beiden Operanden 
vom Speicherwerk, das Ausführen der die beiden verknüpfenden Operation und 
die Rückführung des Resultats ins Speicherwerk befiehlt. Er muß daher außer 
der Art der Operation die Adressen?) der drei Größen A, B, C enthalten und 
sieht damit etwa wie folgt aus (2 sei das Zeichen für die Multiplikation): 


370 2 146 2893). (4.2) 


Der Befehl besagt, man solle die Zahlen in den Speicherzellen 370 und 146 
miteinander multiplizieren und das Produkt in Zelle 289 speichern. Falls schon 
eine Zahl in Zelle 289 war, wird diese vorher gelöscht. 

Der Befehl (4.2) ist insofern noch unvollständig, als den beiden Operanden 
keine Vorzeichen zugeordnet sind, wie das bei den Dreiadreßmaschinen gewöhn- 
lich gemacht wird. Zur Vervollständigung werden deshalb noch zwei Ziffern 
(eine für jeden Operanden) mit folgender Bedeutung beigegeben (zum Beispiel 
bei Mark III): 


= + SN ans, 5= abs 


Der Befehl 
2, a ee er, (4.3) 


wobei 1 das Operationszeichen für die allgemeine Addition ist, bedeutet dann: 
Subtrahiere die in Zelle 146 stehende Zahl vom Absolutwert der Zahl in 370 und 
speichere das Resultat in Zelle 289. 


1) Über den detaillierten Ablauf der Operationen siehe $ 3. 
2) Adresse = Nummer einer Speicherzelle. Pee 
3) Wir haben hier also dreistellige Adressen, welche für eine Speicherwerkskapazitat von 1000 


Zahlen ausreichen. Die Adressen werden analog den eigentlichen Rechengrößen dual verschlüsselt. 
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b) Einadreßmaschinen | 


Bei diesen werden die arithmetischen Operationen noch in ihre Bestandteile J} 
zerlegt, und zwar so, daß jeder Befehl immer nur einen Operanden verarbeitet. | | 
Es braucht also mehrere Befehle zur Durchführung einer arithmetischen Ope- |! 
ration, zum Beispiel für die Multiplikation (370) x (146) = 289 [Dreiadreß- |] 
befehl (4.2)]: | 


1. Befehl (A ablesen) Ab: 370 | 
2. Befehl (B ablesen und mit A verknüpfen) x 146 (4.4) 
3. Befehl (Resultat speichern) Sp 289 | I 


Man wird sich leicht überzeugen, daß diese Arbeitsweise ganz dem Rechnen 
mit einer Büromaschine entspricht. 

Wenn aber ein Rechenresultat als Operand in der nächsten Rechenoperation 
auftritt, wie dies zum Beispiel bei der Summation vieler Einzelposten der Fall 
ist, ist eine Speicherung der Zwischenresultate unnötig, so daß man hier — im ||} 
Gegensatz zu den Dreiadreßmaschinen — einige Befehle einsparen kann. | | 


Zum Beispiel braucht es zum Addieren der in den Zellen 100 bis 105 stehenden 
Zahlen und Speicher der Summe in Zelle 106 nur zwei Befehle mehr als bei einer 
Dreiadreßmaschine: 


Einadreßmaschine Dreiadreßmaschine 
Ab 100 DON ee A 
+ 101 ea OP NO ears 
+ 102 OR NE 2 
SHOE Oy lah) Er (4.5) 
+ 104 Ox IR OOS a0, 
+ 105 (x = beliebige Speicherzelle + 
Sp 106 102, 103, 104, 105) 


c) Zweiadreßmaschinen 


Die im Anfang der Entwicklung (1944/45) gebauten Maschinen (Mark I und 
ENIAC) sind weder Ein- noch Dreiadreßmaschinen. Vielmehr sind bei diesen 
alle Speicherzellen (20 bei ENIAC, 72 bei Mark I) akkumulativ, so daB ein | 
Additionsbefehl etwa wie folgt lautet?) : | 


54 39 +  (Addiere die Zahl in Zelle 54 zu der in Zelle 39 


stehenden Zahl; das Resultat bleibt in Zelle 39). | 


| 
| 
| 


Multiplikation und Division werden dagegen wie bei den Einadreßmaschinen | 
ausgeführt, wofür diese beiden Maschinen noch besondere Rechenwerke auf- I 
weisen. 


1) Siehe Manual of Mark I [1]. 
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Diese Art der Organisation der Rechenmaschinen scheint die Addition sehr 
zu erleichtern, jedoch hat man sie infolge verschiedener Nachteile wieder ver- 
lassen. 

d) Vieradreßmaschinen 


Bei einigen neuern Maschinen), welche die Befehle im Zahlenspeicher auf- 
bewahren, wird jedem Befehl noch eine vierte Adresse beigegeben, welche 
angibt, in welcher Speicherzelle der nächste auszuführende Befehl zu finden 
ist. Die Befehle brauchen also nicht notwendigerweise in der Reihenfolge ge- 
speichert zu werden, wie sie nachher ausgeführt werden, wenn nur die Maschine 
jeweils durch die vierte Adresse richtig geleitet wird. Der Grund für dieses 
Vorgehen, das doch wohl die Vorbereitung der Befehlsreihe kompliziert, indem 
jeder Befehl zu einem Sprungbefehl wird, liegt darin, daß man eine bessere 
Kontrolle über die Funktion der Maschine hat. Im übrigen aber besteht kein 
Unterschied zwischen den Drei- und Vieradreßmaschinen. 


4.52. Befehlsstreifen und Befehlsspeicherung 


Hinsichtlich der Art und Weise, wie die Befehle dem Leitwerk der Maschine 
zugeführt werden, um diese in der gewünschten Weise zu steuern, sind nun sehr 
verschiedene Wege beschritten worden: 

a) Bei der ENIAC mußte das Rechenprogramm ursprünglich auf einem 
Schaltbrett ausgesteckt werden, was an die bekannten Lochkartenmaschinen 
erinnert, aber sonst sind die Befehle bei allen nicht zu schnellen Maschinen auf 
Lochstreifen, die durch gewisse Ablesestationen der Maschine laufen, wobei die 
Befehle der Reihe nach abgetastet und ausgeführt werden. 

Genauer ausgedrückt: alle Befehle eines Zyklus des Strukturdiagramms 
werden auf denselben Lochstreifen gelocht, welcher durch Zusammenkleben 
seiner Enden zyklisch gemacht wird; für einen solchen Befehlsstreifen hat sich 
die Bezeichnung Unterplan (subsequence) eingebürgert. Ferner bilden Vorspann 
und Auslauf zusammen einen Lochstreifen, welchen man als Hauptplan (main- 
sequence) zu bezeichnen pflegt (siehe Fig. 9). 


@ @) (A) Hauptplan @) 
2 


1) Unter andern beim Rhaytheon Computer [15], [16]. 


Fig. 9 
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Es sei noch vermerkt, daß bei Mark I kurze Unterpläne ebenfalls auf einem 
Schaltbrett ausgesteckt werden. 

b) Bei einigen neueren Rechenautomaten!) ist die Rechengeschwindigkeit 
zu groß, als daß noch Lochstreifen für die Befehlsgebung in Frage kämen. 
Man ist deshalb dazu übergegangen, alle Befehle schon vor Beginn der eigent- 
lichen Rechnung in die Maschine einzugeben und dort während der ganzen 
Rechnung aufzubewahren, sei es, daß wie bei Mark III ein besonderes Befehls- 
speicherwerk zur Aufnahme der Befehle vorhanden ist, sei es, daß die Befehle 
im gleichen Speicherwerk wie die Zahlen aufbewahrt werden. 

Die einzelnen Zyklen des Strukturdiagramms treten dabei nicht so auffällig 
hervor, aber die Methode ist flexibler. 

Wenn nun die Maschine nach a mit Lochstreifen gesteuert wird, braucht 
jeder Unterplan einen Abtastmechanismus für den betreffenden Lochstreifen, 
die Zahl der zulässigen Unterpläne (Zyklen des Strukturdiagramms) ist also 
durch die vorhandenen Abtaster begrenzt, wogegen die Zahl der Befehle keiner- 
lei Einschränkung unterliegt. 

Im Falle b hingegen ist die Zahl der zulässigen Befehle durch die Kapazi- 
tät des Speicherwerks begrenzt, währenddem die Zahl der Zyklen an sich unbe- 
schränkt ist. 

Entsprechend den zwei Hauptarten der Befehlsgebung haben auch die 
Sprünge verschiedene Bedeutung: Im Falle amuß man immer zu einem andern 
Unterplan springen, im Falle b erfolgt der Sprung zu einem bestimmten Befehl. 
In beiden Fällen mag der Sprungbefehl (zum Beispiel für eine Einadreßma- 
schine) wie folgt lauten: 

x [CA (unbedingter Sprung), 
x Cc (bedingter Sprung). 

Dabei bedeutet die Adresse x im Falle a die Nummer des Abtasters, in 
welchen der aufgerufene Unterplan eingespannt ist; im Falle b ist x die Spei- 
cherzellennummer des Befehls, der als nächster auszuführen ist. 

Da der bedingte Sprungbefehl das Umschalten nur bewirkt, falls die Zahl 
Cc positiv ist, muß diese vorher vom Speicherwerk in das Leitwerk übertragen 
werden. Bei einigen Maschinen (insbesondere bei Einadreßmaschinen) ist Ce ein- 
fach das Resultat der unmittelbar vorangehenden Rechenoperation [vgl. auch 
das Beispiel (4.8)]. 


4.6. Rechnen mit Befehlen (vgl. $ 1.2) 


Eine weitere durch die programmgesteuerten Rechenmaschinen realisierte 
Operation, welche kein Gegenstück beim Arbeiten mit Bürorechenmaschinen 
hat, ıst das Ablesen einer Zahl vom Speicherwerk, deren Adresse zuvor durch 
die Maschine selbst errechnet wurde. 


1) Mark III, BINAC, EDSAC, IAS, Raytheon usw. 
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Die Notwendigkeit einer solchen Operation, die für das programmgesteuerte 
Rechnen von außerordentlicher Bedeutung ist, soll am folgenden Beispiel klar- 
gemacht werden: ; 


Es sei die Summe a, zu bilden, wobei die Zahl a, in der Zelle 10 + i des 
ED 


Speicherwerks der Maschine gespeichert sei. Man könnte natürlich alle für diese 
Summation notwendigen Additionsbefehle aufstellen, was aber wegen der evtl. 
großen Zahl x unbequem werden könnte; außerdem wäre ein solcher Rechen- 
plan nur für ein spezielles » gültig. Es ist daher naheliegend, die Berechnung 
der Summe gemäß dem Algorithmus | 


N 


HN, eu EX; y, ) by == 56 (Ga 
sh 
mit einem zyklischen Rechenplan (laufender Index 7) zu versuchen. 
Dabei sind im zyklischen Teil: x, = a, + x,_, wohl die Rechenoperationen 


für jedes 7 dieselben, aber die Adresse von a, variiert mit 7, so daß es sich hier 
nicht um eine Wiederholung derselben Befehle handeln kann. Vielmehr müßte 
die Instruktion 4; + x, _, = x, mit jedem Umlauf so abgeändert werden, daß 


die Adresse des 1. Operanden um 1 erhöht wird!), womit sich folgendes Struk- 
turdiagramm ergibt: 


VE 


(A) X,=0 selzen eee er ee 
Beginne miti=1 0 pow 
N 


Werden die Befehle im Zahlenspeicher der Maschine aufbewahrt, so ist die 
Erhöhung der Adresse relativ einfach: man faßt den abzuändernden Befehl vor- 
übergehend als Zahl auf und addiert zu dieser eine geeignete Konstante. Zum Bei- 
spiel wird im Befehl (4.3), welcher, als Zahl aufgefaßt, 0,237011146289 beträgt, 
durch Addition der Konstanten 0,0001 die Adresse des 1. Operanden um 1 erhöht. 

Falls aber die Maschine mit Lochstreifen gesteuert wird, können natürlich 
ge Befehle nicht mehr abgeändert werden. Statt dessen hat H. H. AIKEN?) 


uy Par die x, muß eine solche Vorsorge nicht getroffen werden, da diese nur vorübergehend 
gebraucht werden. Man kann deshalb alle x, in der gleichen Zelle speichern, wobei dann %,_ 1 
durch die Speicherung von x, gelöscht wird. (@ ) bedeutet die Zahl in Zelle a. 

2) Das i-Register kam erstmals bei Mark III [4] zur Anwendung. 
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ein sogenanntes «i-Register» eingeführt, welches wie eine gewöhnliche Spei- 
cherzelle eine berechnete Zahl aufnehmen kann. Sodann kann in einem Befehl 
statt einer a priori bekannten Adresse ein spezielles Zeichen (das wir J nennen 
wollen) eingesetzt werden, welches dann das Leitwerk veranlaßt, die fehlende 
Adresse aus dem erwähnten 7-Register zu entnehmen. Damit wird die dem 
Strukturdiagramm in Fig. 10 entsprechende Befehlsreihe für eine Einadreß- 
maschine, die ein solches 7-Register besitzt: 
Liste der Speicherungen vor Beginn der Rechnung: 


0 in Zelle 1, 
lin Zelle 77) 


lonZelle 33), 
n in. Zelle 41). 


Ferner ist die Zelle 5 während der Rechnung für den Index 7 reserviert, Zelle 
10 Tür.die Werte + 


Hauptplan | 

Ab ie) 

Sp 10) | (= 0 gesetzt). 

Ab ZN ee 

Sp se (2 = 1 gesetzt). 

C 1 (Gehe zu Unterplan 1 über) (unbedingter Sprung), 

STOP 

Unterplan 1 

Ab 5) | oa uae 

a 3 Die Adresse von a,, welche z + 10 ist, wird ins :-Re- 

Sp | gister übertragen. (4.8) 

Ab if 

a 10 | ya ee 

Sp mw | 

Ab 5) 

+ 2 | i wird um 1 vergrößert. 

Sp 3 

= 4 1 — n wird berechnet. 

Ce 0) Gehe zum Hauptplan (Unterplan 0) zuriick, falls die 
soeben berechnete Summe positiv ist,, andernfalls 
gehe zum nächsten Befehl weiter?). | 


1) Ganze Zahlen, wie diese Indizes ja sind, werden gewöhnlich als Einheiten der letzten Stelle 
behandelt, die gespeicherten Zahlen sind also in Wirklichkeit n (n= eine Einheit der letzten Stelle 
vgl. $ 3.5) in Zelle 2, 11 7 in Zelle 3 usw. Natürlich ist beim Rechnen darauf zu achten. 

2) Da ja der Lochstreifen mit dem Unterplan an seinen Enden zusammengeklebt ist, ist in 
diesem Fall der nächste Befehl wieder der erste Befehl des Unterplans. dé 
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Es ist klar, daß es vorteilhaft wäre, mehrere solcher i-Register zur Verfü- 
gung zu haben, um insbesondere bei Dreiadreßmaschinen gleichzeitig mehrere 
Adressen substituieren zu können. 

Zusammenfassend sei festgestellt, daß die beiden grundsätzlich verschie- 
denen Verfahren, mit Adressen zu rechnen, zwar praktisch ebenbürtig sind, 
doch bietet die Verwendung eines 7-Registers den Vorteil größerer Rechen- 
sicherheit, denn es kann nicht bestritten werden, daß das Rechnen mit Befeh- 
len, die als Zahlen aufgefaßt werden, ein gewisses Risiko einschließt. Man kann 
sich leicht vorstellen, daß ein Rechenfehler, der sich beim Rechnen mit Befeh- 
len einschleicht, eine ungleich größere Verwirrung zur Folge hat als ein Rechen- 
fehler beim gewöhnlichen Zahlenrechnen. Es ist dies auch der Grund, warum 
H. H. AIKEN Zahlen und Befehle streng getrennt speichert und das Rechnen 
mit Befehlen ablehnt, solange nicht die Zuverlässigkeit der zur Verwendung 
kommenden Schaltelemente ganz erheblich gesteigert werden kann. 


4.7. Beispiel einer Befehlsrethe 


Es soll hier die Vorbereitung des Rechenplans für die Multiplikation zweier 
quadratischer Matrizen beliebiger Reihenzahl ausführlich behandelt werden, 
indem zuerst das Strukturdiagramm und das Rechenprogramm aufgestellt 


werden. Dann schreiten wir zur Aufstellung 
der Befehlsreihe, wobei wir eine hypothe- 0 (a) 
tische Maschine zugrunde legen, welche aber 


die wesentlichen Merkmale von bestehenden 
oder im Bau befindlichen Maschinen hat. 
Dadurch ist es möglich, eine verwirrende 
Fülle von Einzelheiten wegzulassen. 


Aufstellung des Strukturdiagramms 


Die Produktmatrix C = BA ist be- 
kanntlich durch 


N 


Cin = vs Ais Dix (4.9) 
1 
definiert. Da diese Formel für alle © und 
k auszuwerten ist, ist das Problem dreifach 
zyklisch, das Strukturdiagramm muß also 
drei Schleifen aufweisen. Fig. 11 
Man kann zum Beispiel so vorgehen, 
daß man nacheinander alle Zeilenvektoren c, der Matrix C berechnet, indem 
man für jede Zeile nacheinander die Elemente c,, bestimmt, wofür dann jedes- 
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mal, das heißt für jedes 7 und k gemäß (4.9), nach j zu summieren ist. Folg! 
lich ist die j-Schleife der k-Schleife und diese wieder der i-Schleife unterge- 
ordnet, wie Fig. 11 zeigt. Nach Einsetzen der Rechenoperationen erhält mat 
sodann das fertige Strukturdiagramm (Fig. 12). Der Einfachheit halber ist an! 
genommen, die Elemente der beiden Matrizen seien bei Beginn der Rechnung 
schon in der Maschine gespeichert. 


J unt 


vergrössern 


Here 


Rechenprogramm : 


1. Beginne mit ı (DE 
2. Setze k = 1 (II). 
3. Setze g, = 0 (ei) 
4. Setzej = 1 (IV). 
I. ay X by, = h | 

We 
= ME J (M) 


Vergrößere 7 um 1 (VI) 
Beginne mit Instruktion 5, falls a+1-7>0 (VAUT 


ioe) 
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9. Cin = En (IX). 

10. Vergrößere kum 1 (N). 

11. Beginne wieder mit Instruktion 3, falls n+ 1— 2 > 0 (OS); 
12. Vergrößere à um 1 (XIII). 

13. Beginne wieder mit Instruktion 2, falls # + 1—:>0 (XIV). 
chee SO EERO. 


Für die nun folgende Aufstellung der Befehlsreihe werde eine zwölfstellig 
dezimale Dreiadreßmaschine zugrunde gelegt, welche die Befehle im Zahlen- 
speicher aufbewahrt und also auch mit diesen rechnen kann. 


Liste aller Befehle, die die Maschine ausführen kann 


Ein Dreiadreßbefehl ist durch 12 Dezimalen dargestellt, welche sich wie 
folgt verteilen [vgl. auch (4.3)]: 


1. Operand Operations- 2. Operand Resultat 
Vorzeichen Adresse zeichen Vorzeichen Adresse Adresse 
0 527 2 À zul 395 


Als Zahl aufgefaßt, ist dieser Befehl = ‚052721711395, wenn man das Komma 
vor der ersten Ziffer denkt. Eine Einheit der 1. Adresse hat also den Wert von 
10-4, die entsprechenden Beträge für die 2. und 3. Adresse sind 10-° und 
HOT, 

Die Vorzeichen!), die den Operanden zugefügt werden, sind unabhängig 
vom Vorzeichen der Operanden selbst, vielmehr sollen sie Operationen wie 
(— a) + (— b) und (— a) x b usw. ermöglichen, wobei die aus dem Speicher- 
werk abgelesenen Zahlen a und 5 selbst noch positiv oder negativ sein können. 
Die im Befehl kommandierten Vorzeichen sind also ein Bestandteil der Rechen- 
operation. 

Das Operationszeichen hat folgende Bedeutung: 

1 = Allgemeine Addition (schließt dank der oben erwähnten Vorzeichen auch die 

Subtraktion ein). 

2 = Multiplikation. 
3 = Division. 
4 = Unbedingter Sprungbefehl: x xxx 4 x xxx 035: 

Führe den in Zelle 035 gespeicherten Befehl aus?). 
5 = Bedingter Sprungbefehl: 0 7395 x #%% 035: 

Führe den in Zelle 035 gespeicherten Befehl aus?), falls die Zahl in Zelle 739 

positiv ist, andernfalls gehe in normaler Weise weiter. 
6 = Stop: # xxx 6 x XX xxx. 


Diese Liste, obwohl sie alle für die Matrizenmultiplikation erforderlichen 


Befehle enthält und damit für unsere Zwecke genügt, ist natürlich noch unvoll- 
ständig, zum Beispiel fehlen die Befehle für die Verbindung mit der Außenwelt. 


I) ey al ; 2= + abs.; 8 = — abs. 
2) Nachher kommen die Befehle bis zum nächsten Sprungbefehl wieder der Reihe nach zur Aus- 
führung, also 036, 037, 038 usw. Mit x bezeichnete Dezimalen sind gleichgültig. 


ZAMP 11/2 
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Verteilung der Speicherzellen 


Wir nehmen an, die Elemente der Matrix A seien vor Beginn der Rechnung! 
in den Speicherzellen « bis « + n? — 1 gespeichert, so daß sich das Element di | 
in der Zellea + n1+7—"- “4 befindet. Entsprechend seien die Elemente der 
Matrix B in den Zellen B bis B -- 2 — 1, und die zu berechnenden Elemente der 
Matrix C sollen in den Zellen y bis y + 1? — 1 gespeichert werden. Die Zahlen | 
%,ß,y, seien bekannt. | 

Adreßänderungen | 

Die einzigen variabeln Adressen kommen in den Instruktionen 5 und 9 vor, 
denn die g, können alle in derselben Zelle gespeichert werden. In 9 muß immerf 
jeweils die Adresse von c,, um 1 erhöht werden, weil die Elemente c,, der Reih 
nach, wie sie berechnet werden, zu speichern sind. Es ist dem der Instruktion 
entsprechenden Befehl also jedesmal 10-1? zu addieren. | 

In dem der Instruktion 5 entsprechenden Befehl hat man hingegen zwei 
Operanden, deren Adressen insgesamt von 7, 7, k abhängen, nämlich + in 
+j-n—1 und B+y7n+k—n-—1. Ihre Änderungen können aus dem 
Strukturdiagramm abgelesen werden: 

a) Kästchen VI befiehlt eine Erhöhung von j um 1 und bewirkt also eine Ände 

rung von + lin der ersten und von + n in der zweiten Adresse, somit mu 

10-4+ 10-8 zum Befehl addiert werden. 

Kästchen X befiehlt eine Erhöhung von k um 1, aber außerdem wird 7 bei 

jedem Umlauf in diesem Zyklus um n erniedrigt (nämlich von n + 1 auf 1). 

Folglich muß bei jedem Umlauf die erste Adresse um #, die zweite Adresse 

um #?— 1 erniedrigt werden, was insgesamt einer Subtraktion von! 

10-4 + 10°? (n®— 1) entspricht. Dies ist auch dann richtig, wenn die 

k-Schleife nicht mehr bis zum Kästchen IV durchlaufen wird, sondern bei} 

Kästchen XI der Abgang zur :-Schleife erfolgt, weil der Sprung in Instruk 

tion 11 nicht wirksam wird. Wenn nämlich die Rechnung je wieder in die 

7-Schleife einlenkt, so muß gemäß Kästchen IV doch wieder mit 7 = 1 be- 
gonnen werden, die Reduktion der Adresse für diesen Fall ist dann bereit 
ausgeführt. 

c) Kästchen XIII befiehlt eine Vergrößerung von 7 um 1, aber bei jedem. 
Umlauf in der 7-Schleife ist À um n zu vermindern, so daß insgesamt die 
erste Adresse um n zu vergrößern, die zweite aber um n zu verkleinern ist, 
was durch eine Addition von 10-4 — 10-9 bewirkt wird. | 
Diese Änderungen müssen beim Aufstellen der Befehlsreihe in Betracht ge- 

zogen werden, deshalb müssen wir vor Beginn der Rechnung noch folgende 

Konstanten in der Maschine speichern: | 


0 in Zelle 089 (020 in Zelle 092, 
1 in Zelle 090 10-4 n + 10-° (n?2— 1) in Zelle 093, 
n in Zelle 091 1054 n — 10-9 in Zelle 094. 


= 


: Se Eee bee 
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Außerdem bleiben reserviert: 


Zelle 095 für den Index z, 
Zelle 096 für den Index 7, 
Zelle 097 für den Index k, 
Zelle 098 für die Größe h, 
Zelle 099 für g,- 


So ergibt sich schließlich der Rechenplan: 


Adresse des - 

Befehls __ EN 

000 0 089 1 0 090 095 (ti wird = 1 gesetzt) 
DULTENT0OSITTEOZUSNE0I TEE ward —l vesertze) 
002707089772.07 039709997 (2g, = 0) 

003 0 089 1 0 090 096 (7 wird =1 gesetzt) 

004 0-& 20 B 098 (a;; X b;, = h, dieser Befehl wird später abgeändert) 
005 0'098 1.0 099 099 (k+ g,_,= ¢,) 

006 0 096 1 0 090 096 (7 wird um 1 vergrößert) 

007 0 004 1 0 092 004 (Adreßänderung a) 

008 0 091 1 1 096 100 (x +1 — / berechnen) 

009 0 100 5 0 000 004 Sprungbefehl (Kästchen VII) 
010 . 0 099 1 0 089 y  (c,, wird gespeichert) 

011 0 090 1 0 010 010 (Adreßänderung bei Befehl 010) 
012 0 097 1 0 090 097 (k wird um 1 vergrößert) 

013 0 004 1 1 093 004 (Adreßänderung b) 

014 0 091 1 097 100 (x + 1 — À berechnen) 

015 0 100 5 0 000 002 Sprungbefehl (Kästchen XI) 
016 0 095 1 0 090 095 (zi wird um 1 vergrößert) 

017 0 094 1 0 004 004 (Adreßänderung c) 

tse 070917 ts 18.095 00 7 (Rz beresinen)) 

019 0 100 5 0 000 001 Sprungbefehl (Kästchen XIV) 
020 0 000 6 0 000 000 STOP. 


Es sei abschließend nochmals darauf hingewiesen, daß dieser Rechenplan 
die Multiplikation zweier n-reihiger quadratischer Matrizen leistet, wobei # 
beliebig ist, sofern nur die vorgeschriebenen Konstanten gespeichert werden 
und das Speicherwerk alle auftretenden Zahlen (es sind insgesamt deren 
3 n? + 33) fassen kann. 

Es ist von Interesse, die gesamte Dauer der Matrizenmultiplikation abzu- 
schätzen. Dazu muß zunächst untersucht werden, wie oft die einzelnen Befehle 
ausgeführt werden. Aus dem Strukturdiagramm kann abgelesen werden, daß 
die j-Schleife (Befehle 004 bis 009) n°-mal, die k-Schleife (Befehle 002, 003, 
010 bis 015) n2-mal, die i-Schleife (Befehle 001, 016 bis 019) n-mal und Vorlauf 
ur.d Auslauf (Befehle 000 und 020) einmal durchlaufen werden. 

Bezeichnet man die Additionszeit mit « — die Sprungbefehle und der Stop 
pflegen meist ungefähr gleich lang zu dauern — ferner die Multiplikationszeit mit 
4, so erhält man für die Gesamtrechenzeit offenbar: 


(5a+ pw) n?+8an?+5an+ 2a. 
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Für eine moderne Maschine (x = 0,5 ms, «u = 3ms) und n — 10 erhält man | 
demnach eine totale Rechenzeit von zirka 6 s. | 


4.8. Behandlung der Funktionen 


Es muß hier nochmals ausdrücklich betont werden, daß die programm- fj 
gesteuerten Rechenmaschinen grundsätzlich mit denselben Rechenoperationen | 
arbeiten wie etwa eine vollautomatische Bürorechenmaschine; nur ausnahms- 
weise sind sie für das direkte Ziehen der Quadratwurzel eingerichtet!). | 

Die übrigen Funktionen — unter die wir also auch Vx und für einige Ma- | 
schinen, die nicht direkt dividieren können: 2) auch y = 1/x rechnen müssen — 
müssen daher durch geeignete Methoden aus den vier Grundoperationen auf- 
gebaut werden, was in endlich vielen Schritten nicht mathematisch exakt 
möglıch ist. 

a) Bei einigen Funktionen, vorab 1/x, Vx, 1/V x, kann man die Funktionswerte 
nach dem Newtonschen Verfahren als Nullstellen von Polynomen bestim- 


und Multiplikation, bei ) x außerdem noch die Division in die Formeln ein- 


gehen: 
y=f(x)=limy,, wobei | 
n—> CO 

ao, 5 A 

für RR: Ye in Em 
4.10 

ee A (4.10) 

NET Vn+1 => (+ in Ne 

2 Vn 
ed eal 3 1 5 
(OR a an (= Sy y?) 


b) Für die Funktionen arctg x, In x und elliptische Integrale 1. Gattung gibt 
es ebenfalls iterative Methoden zur Bestimmung der Funktionswerte (arith- 
metisch-geometrisches Mittel3)): Durch die Formeln 


1 
An+1 ir (a, nr bas buy = = V by x ia 


ist eine Folge von Wertepaaren definiert, die gegen denselben Grenzwert | 

konvergieren; dieser ist | 
x 

arctg x ? 

1) ENIAC, Bell Computer, Rechengerät von Zusr. 


2 


2) Mark II, Mark III, EDSAC. 


ON Wael, 1 Ka Das Grenzgebiet der elementaren und höhern Mathematik (K. F. Koehler, 
Leipzig 1936), S. 44 ff. 
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d) 


falls man die Iteration mit a= 1,6, =V1 + x2 einleitet, oder 


falls man a) = 1 + x?, b, = 2 x setzt. 


Taylor-Entwicklung. In der Regel wird keine Taylor-Entwicklung fiir das 
ganze in Betracht kommende Intervall genügend gut konvergieren, so daB 
man die Funktion stiickweise durch Taylor-Reihen darstellt!), wobei man 
die Taylor-Koeffizienten, die von Intervall zu Intervall verschieden sind, 
in der Maschine speichern muB?). Die Bestimmung des Intervalls, in welchem 
ein vorliegender x-Wert liegt, geschieht durch geeignete Befehlsgebung oder 
durch speziell für diesen Zweck in die Maschine eingebaute Vorrichtungen 
(«function sensing register» bei Mark III). 


Interpolation mit gleichmäßigen Argumentintervallen. Es werden die ein- 
fachsten Interpolationsformeln (NEWTON-GREGORY oder NEWTON-GAUSS) 
verwendet, wobei die unabhängige Variable zweckmäßig linear transformiert 
wird, so daß die Teilpunkte die ganzen Zahlen werden. Man muß dann also 
die Funktionswerte /(m), f(m + 1), ..., (M) in der Maschine speichern, und 
zwar am besten in aufeinanderfolgenden Speicherzellen, deren Adressen 
A+m,A+m+i,..., À + M seien. 

Zur Berechnung von beispielsweise /(126,79) wird das Argument 126,79 
in seinen ganzen Teil 126 und seinen gebrochenen Teil ,79 zerlegt?). Die 
Zahl 126 dient dann zum Aufsuchen der richtigen Funktionswerte, während- 
dem der gebrochene Teil ‚79 als / in die Interpolationsformel eingeht. Soll 
mit 3.Ordnung (es werden noch dritte Differenzen berücksichtigt) inter- 
poliert werden, so braucht man die Größen /(125), /(126), /(127) /(128), aus 
denen die Maschine zunächst die in der Interpolationsformel auftretenden 
Differenzen berechnet. Deren Adressen sind hier A + 125, A + 126, A + 127 
A + 128, oder im allgemeinen Fall: 


A + (ganzer Teil von x) + k, 


wobei k für die vier Punkte bzw. —1, 0, 1, 2 zu setzen ist. 
Es liegt hier also ein typisches Beispiel für das Rechnen mit Adressen 


Vor. 


1) Vgl. HARRISON [27]. 1 
2) Bei der SSEC (IBM, New York) sind die Tavlor-Koeffizienten nebst den Argumentwerten für 


jedes einzelne Intervall auf Lochstreifen, welche durch spezielle Ablesestationen der Maschine 


laufen. Die Maschine sucht das richtige Intervall, währenddem der Lochstreifen durch diese Ablese- 


stationen läuft, und liest dann die Taylor-Koeffizienten ab. 


3) Vgl. hierüber $ 3.5. 
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Es sei noch vermerkt, daß man, um weniger Funktionswerte in der Ma-' 
schine speichern zu müssen, dahin tendiert, mit möglichst hoher Ordnung, 
zu interpolieren?). 

e) Durch Interpolation mit reziproken Differenzen und allgemein durch Ket- 
tenbruchentwicklungen. 

Bis jetzt scheinen Kettenbruchentwicklungen für programmgesteuerte 


Rechenmaschinen wenig verwendet worden zu sein, obschon sie zweifellos ff 


ein wirkungsvolles Hilfsmittel darstellen. 


Alle die beschriebenen Verfahren kommen nun dergestalt zur Anwendung, 


daß wenn an einer bestimmten Stelle des Rechenprogramms ein Funktionswert 


verlangt wird, die Maschine durch einen geeigneten Sprungbefehl auf einen! 


Unterplan umgeschaltet wird, der die Berechnung übernimmt. Dabei sind 
für die wichtigsten Funktionen die zur Berechnung der Funktionswerte not- 
wendigen Befehlsfolgen ein für allemal vorbereitet und stehen der Maschine 
permanent zur Verfügung, so daß der das Problem Vorbereitende in dieser 
Hinsicht entlastet ist 

Zum Beispiel sind bei Mark III insgesamt zirka 400 Zellen des Befehls- 
speicherwerks für die Behandlung der Funktionen 1/x, 1/V x, log19 x, 10”, cos x 
arctg x reserviert. Das Planfertigungsgerät zu Mark Im (coding machine) ist 
nun so gebaut, daß man bei der Aufstellung der Befehlsreihe am erwähnten 
Gerät lediglich die Art der Funktion, die Adresse des Arguments sowie die für 
die Speicherung des berechneten Funktionswerts vorgesehene Speicherzelle 
einstellen muß. Alles andere, insbesondere das Einsetzen des Sprungbefehls 
für das Aufrufen der Befehlsreihe für die Berechnung des Funktionswerts, geht 
automatisch vor sich. 


4.9. Rechenkontrollen 


Es kann nicht bestritten werden, daß die programmgesteuerten Rechen- 
maschinen infolge Versagens ihrer Bauelemente (Relais, Elektronenröhren, 
Widerstände, Kondensatoren, mechanische Teile usw.) gelegentlich Rechen- 
fehler begehen. Diese liegen in der Natur der Sache; durch geeignete Konstruk- 


tion der Maschine kann lediglich ihre Häufigkeit vermindert werden (bei gut | 


eingearbeiteten Maschinen ist mit einigen Fehlern pro Woche zu rechnen). 
In bescheidenem Maße sind also Rechenfehler durchaus tolerierbar, aber sie 


müssen unter allen Umständen entdeckt werden, wozu die im folgenden aufge-! 


führten Kontrollverfahren dienen: 


a) Sind die errechneten Rechenresultate Funktionswerte einer hinreichend 


glatten Funktion, so treten Rechenfehler durch Differenzenbildung zutage. 


1) Diesem Bestreben ist durch die Stellenzahl und die Geschw indigkeit der Maschine eine # 


Grenze gesetzt. 


ï 


Vol. II, 1951 Programmgesteuerte digitale Rechengeräte 23 


Entsprechend können auch andere mathematische Eigenschaften (Symme- 
trie einer Matrix usw.) zur Kontrolle verwendet werden. 


Durch geeignete Befehlsgebung wird jede Rechenoperation zweimal, aber 
auf verschiedene Arten, ausgeführt, was sich beispielsweise auf das Rechen- 
programm 


Se b=c 
2 6 a= a 
30 — b= @ 


wie folgt auswirkt: Jeder Wert wird grundsätzlich zweimal gespeichert, 
zum Beispiel in Zelle m und in Zelle C + m, wobei C eine geeignete Konstante 
ist. Die Werte 4, b, c, d, e treten dann in je zwei Exemplaren auf, De 


1 
b,, ..., und das Rechenprogramm lautet dann: 

1 Gee On GF 

2 Ct Oe 

3 BL en 

4 Ga En Ch 

See Oy ee 

6. —b, + d, = & 

Tes Es — €) = 0 

> |6|— t= Ce 

9. Wenn Cc > 0, dann Maschine STOP, Alarm. 


Wenn nun infolge eines Versagers die Zahlen e, und e, ungleich werden, 
das heißt, wenn ihre Differenz eine gewisse Toleranz r überschreitet, so 
wird Cc positiv, und die Maschine stoppt. 

Wenn so auch die meisten Fehler entdeckt werden dürften, so besteht 
doch die Möglichkeit, daß der gleiche Fehler wiederholt wird, so daß e, und 
e, trotzdem übereinstimmen. 


Nach einem andern Verfahren wird jede ausgeführte Rechenoperation, oder 
eine Folge von solchen, sogleich wieder rückgängig gemacht, indem man aus 
dem Resultat die Ausgangswerte rückwärts berechnet und vergleicht, zum 
Beispiel: 


a 16; 
dd 

Br de DE 
De ed 
By GL Ba 
Gr CRS we 
DCE a0 
8. | éd|—t= Ce 


9. Maschine STOP, wenn Cc > 0. 


Dies Verfahren ist etwas sicherer als das unter b genannte, weil doch 
eine ganz andere Operationenfolge zur Kontrolle dient. 
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Wie man sieht, ist den Verfahren b und c gemeinsam, daß der Rechenauf- f 
wand und damit die Fehlererwartung rund verdreifacht wird, was zweifellos |] 
unerwiinscht ist. AuBerdem wird auch die Vorbereitungsarbeit erheblich ver- 
größert, weshalb man zu den unter d und e erwähnten Kontrollverfahren ge- N 
griffen hat: | 
d) Statt die Rechnung in der gleichen Maschine zweimal nacheinander auszu- ff 

führen, kann man sie gleichzeitig mit 2 identischen Rechenmaschinen (Zwil- | | 

lingsmaschinen) durchführen und entsprechende Rechengrößen in den beiden ff 

Maschinen beständig vergleichen). 

Ohne Zweifel wird so eine weit größere Rechensicherheit erreicht als mit 
den Verfahren b und c, so daß man sich ernsthaft fragen kann, ob sich die ||] 
Aufwendungen für die Duplikation der Maschine durch die sicherere und ein- |] 
fachere Bedienung auf lange Sicht nicht bezahlt machen. 


e) Im Raytheon Computer [15], [16] wird jede Rechenoperation vermöge einer 
verallgemeinerten Quersumme, die zu diesem Zweck mit jeder Zahl mitge- 
führt wird, in einem speziellen Rechenwerk nachgeprüft, und der Transport 
der Zahlen vom und ins Speicherwerk unterliegt ebenfalls einer solchen 
Kontrolle. Es handelt sich im Prinzip um nichts anderes als um die bekannte 
Neunerprobe, welche aber bei dieser Maschine, welche im Dualsystem ar- 
beitet, als Einunddreißigerprobe ausgeführt wird (31 = LLLLL). 

Auf diese Weise ergibt sich dieselbe Rechensicherheit wie unter d, aber 
mit nur zirka 25% Mehraufwand. 

f) Durch die im Bell Computer [6] verwendete Verschlüsselung der Dezimal- 
ziffern (vgl. Fig. 13) kann die Rechensicherheit ebenfalls gesteigert werden. 


0 —0L 0000L 
1—>0L 000L0 
2 > OL „00E00 
3—>0L 0L000 
4+0L  LO000 
5 + LO 0000L 
6 LO 000L0 
7 LO 00L00 
8 + LO OLO000 
9 + LO L0000 


Fig. 13 


Wie man sieht, ist jede Ziffer immer durch genau 2 Dual-Einsen und |} 
> NT a hat à . KE D . + | 
5 Dual-Nullen dargestellt. Diese Anordnung wird natürlich durch einen Ver-. 


) Mark II und die BINAC sind Zwillingsmaschinen, sie können auch einzeln verwendet werden. ! 
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JQ 


sager sofort gestört, worauf ein Fehler gemeldet wird. Eine Kompensation 
durch zwei simultane Versager ist äußerst unwahrscheinlich und kann 
außer Betracht gelassen werden. 


In neuester Zeit wurde in den Bell Telephone Laboratories ein Zusatzgerät 
zu Rechenmaschinen gebaut, welches Fehler aufdecken und sogar verbessern 
kann. 

Zu diesem Zweck werden einer Folge von Dualziffern, welche eine reine 
Dualzahl oder eine verschlüsselte Dezimalzahl darstellen können, noch 
einige spezielle Kontrollziffern zugefiigt!). 

Beispiel: Die vierstellige Dualzahl a = a,a,a,a, wurde durch Einfügen 
von drei weiteren Dualziffern b, 6,6, zu einer siebenstelligen Dualzahl 
b=b,b,b,b,b, b, b, ergänzt: 


6, = a, + a, + a, (mod 2), 
b, = 4, + a, + ad, (mod 2), 
bs = Gi 


bg =: Gp + 43 + a, (mod 2), 


Dre, 
bg = 43, 
I — 

ed; 


so daß man aus der Zahl 5 jederzeit die ursprüngliche Zahl a herauslesen 
kann. Wird nun in der Ziffernfolge b, ... b, fälschlicherweise eine Dualziffer 
verändert, so kann man diese wie folgt lokalisieren: Man bildet die dreistel- 
lige Dualzahl x — 2% %» %: 


x, = di +b; + bg + b, (mod 2), 


Xo = by + bs + b,+ db, (mod 2), 


X3 = 0, +-b, + ds + D; (mod 2). 


Falls nun x = 0 ist, und nur in diesem Fall, ist die Zahl 5 unverändert 
richtig, falls aber x +0 ist, ist die Dualziffer b, falsch und kann durch Um- 
kehren, das heißt Ersetzen durch 1 — b,, richtiggestellt werden. 

Bei mehr als vierstelligen Dualzahlen ist die Zahl der notwendigen Kon- 
trollziffern größer, zum Beispiel 1 Kontrollziffern für eine (2" — n — 1)- 
stellige Zahl. Le 
Schluß folgt in ZAMP 11/2. 


1) Vgl. R. W. Hamming [26], ferner: A. Lion, A utomatische Fehlerkorrektur für Rechenmaschinen, 


Neue Zürcher Zeitung, 19. Juli 1950, Blatt 4. 
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Beitrag zur Statik des Balkens von endlicher Breite 
(Statik plattenartiger Träger) 
Von H. ScHÜrch, Zürich!) 


(I. Teil) 


1. Einleitung 


Durch die Entwicklung von gewichtsparenden Bauweisen im Flug- und 
Fahrzeugbau sowie im Maschinen- und Hochbauwesen werden in immer ver- 
mehrtem Maße grundsätzlich flächenhaft ausgedehnte Bauelemente zur Auf- 
nahme und Weiterleitung der Betriebslasten und der Eigengewichte herangezo- 


gen. Solche Bauelemente sind nicht nur in vielen Fällen statisch günstigerals | 


eine Kombination von linearen Baugliedern (einfache Balken, Fachwerke), 
sondern erfüllen daneben häufig den zusätzlichen Zweck der Verkleidung oder 
des Abschlusses und ersparen damit zusätzliche Bauteile (Oberflächen von 
Flugzeugflügeln, Fußböden in Fahrzeugen und Hochbauten, Fahrbahnplatten, 
Behälter- und Gehäusewandungen usw.). 

Von besonderem Interesse sind dabei die plattenartigen Träger, welche 
dadurch gekennzeichnet sind, daß sie eine grundsätzlich ebene Mittelfläche 
aufweisen und durch Kräfte belastet werden, die normal zu dieser Mittelfläche 
wirken. Ein solcher plattenartiger Träger kann als ein Balken aufgefaßt werden, 
dessen Breite gegenüber der Länge nicht mehr als klein angenommen werden 
darf. 

Für Platten von konstanter Dicke aus homogenem isotropem Material be- 
steht eine gutentwickelte Theorie [1], [2], [3], [4]?), welche für einfache Rand- 
bedingungen bei einigem Rechnungsaufwand gute Resultate liefert. Schon bei 
schiefwinkliger Perandung von derartigen Platten ergeben sich jedoch sowohl 
für analytische wie auch für numerische Näherungsverfahren [5], [6] bedeu- 
tende Schwierigkeiten, während Platten mit beliebig veränderlicher, lokaler 
Steifigkeit oder mit anisotropen elastischen Eigenschaften einer genaueren 
rechnerischen Behandlung mit Hilfe der bekannten Verfahren kaum zugäng- 
lich sind. 


Für die Berechnung von Flugzeugtragflächen von geringem Seitenverhält- 


nis auf der Grundlage einer Plattentheorie [7] mußten jedoch veränderliche I 
lokale Steifigkeit, anisotropes elastisches Verhalten sowie schiefwinklige und À 


1) Institut für Flugzeugbau an der ETH. 


?) Die Zahlen in den eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 34. 
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krummlinige Berandungsformen grundsätzlich in Betracht gezogen werden. 
Es wurden daher die Voraussetzungen der klassischen Plattentheorie zunächst 
in geeigneter Weise erweitert und für die sich ergebende Ditferentialgleichung 
zwischen Belastung und Verformung gangbare Lösungsmethoden gesucht. 

Die dabei entwickelten Berechnungsverfahren sind auch für andere Anwen- 
dungen von «breiten Balken» und eigentlichen Platten von Interesse, wo 
schwierige Randbedingungen, variable Steifigkeit oder Anisotropie auftreten 
und wo eine Berechnung mit Hilfe der bekannten Streifenrostmethode als zu 
ungenau, oder aber, bei statisch hochgradig unbestimmtem Streifenrost, zu 
umständlich erscheint. 


2. Erweiterung der Voraussetzungen: Der « Schichtträger » 
Fig. 1a zeigt ein schematisches Modell eines verallgemeinerten platten- 


artigen Trägers, welcher infolge seines Aufbaus aus Schichten von verschieden- 
artiger elastischer Wirkung als «Schichtträger» bezeichnet sei. 


Biel 


Der grundsätzliche Aufbau der einzelnen «Schichten» ist in Fig. 10 er- 
läutert. Man unterscheidet dabei: 

A Schwach gekrümmte Scheiben, welche sowohl Normal- als auch Schub- 
spannungen aufzunehmen imstande sind. 

B In verschiedenen Winkeln &,,%, ..., a; zur x-Achse verlaufende Systeme 
von linearen Längskraftelementen (Versteifungen), die nur Normalspan- 
nungen in ihrer Längsrichtung aufnehmen können. 

C Ein alle anderen Schichten durchdringender kontinuierlicher Schubverband. 
Dieser übernehme keinerlei Längskräfte in Ebenen parallel zur (x, y)-Ebene, 
sei jedoch in allen Ebenen normal zur (x, y)-Ebene völlig schubstarr. Ein 
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solcher Schubverband läßt sich zum Beispiel durch ein System sich kreu- | 


zender, dichtliegender dünnwandiger Stege darstellen. 

Über die Verteilung der tragenden Querschnitte der Schichten A und B 
über die Trägerflächenkoordinaten x und y werden keine Voraussetzungen 
getroffen, hingegen soll die Neigung der Deckscheiben und Stringer gegenüber 
der (x, y)-Ebene überall so gering sein, daß diez-Komponenten ihrer Spannungen 
vernachlässigbar klein bleiben. 

Im weiteren werden vom Schichtträger die in der Plattentheorie gebräuch- 
lichen Voraussetzungen gemacht, nämlich: 

a) Die belastenden Kräfte sollen normal zur Mittelebene des Trägers wirken. 
b) Die Dicke der Scheiben und der Versteifungen soll so gering sein, daß ın 
diesen mit einem zweidimensionalen Spannungszustand gerechnet werden 
darf, andererseits soll die Gesamtdicke des Trägers so groß sein, daß sich 
unter Querbelastung kein Membranspannungszustand einstellt. 

Die Punkte einer Normalen zur Mittelebene des unverformten Trägers 
(Flächennormale) sollen nach der Deformation auf einer Normalen zur ela- 
stischen Fläche liegen (diese Bedingung erfordert den kontinuierlichen, 
schubstarren Schubverband). 

Es wird vorausgesetzt, der Schichtträger enthalte eine neutrale Fläche 
(n, n), welche bei jeder Querbelastung sich zwar verforme, dabei aber unver- 
zerrt bleibe. Endlich werden die üblichen Voraussetzungen der klassischen 
Elastostatik getroffen, nämlich: 

e) homogenes, isotropes Material und 

f) Proportionalität von Spannung und Dehnung (Hookesches Gesetz). 

Das so definierte, innerlich statisch unendlich unbestimmte Verbundsystem 
des Schichtträgers sei im folgenden als ein Kontinuum von besonderen elasti- 
schen Eigenschaften aufgefaßt. Es wird dadurch möglich, durch Betrachten 
der Kräfte und Verformungen an einem Differentialelement des Trägers eine 


Q 
LE 


es) 
er 
= 


für den gesamten Träger gültige Differentialgleichung zwischen Belastung und | 


elastischer Wirkung abzuleiten. 


3. Die Differentialgleichung der elastischen Fläche 


Die folgenden Ableitungen sind analog zu den Überlegungen, welche zur 
Formulierung der Plattengleichung führen. 


Fig. 2 zeigt ein aus der Trägerfläche geschnittenes Element von der Seiten- 


länge dx = dy = 1. Die an diesem Element angreifenden Spannungen (Fig. 2b) 


lassen sich zu Spannungsmomenten und Querkräften zusammenfassen. Die | 
positiv definierten Momente und Kräfte sind in Fig. 2c dargestellt, die Mo- 
mente werden dabei durch einen Doppelpfeil normal zur Wirkungsebene | 


symbolisiert. 
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Die Spannungsmomente erhält man aus der Integration der Spannungen 
an den Scheiben und Versteifungen (zur Vereinfachung wurde nur eine Schar 


von parallelen, unter dem Winkel a, zur x-Achse verlaufenden Versteifungen 
eingezeichnet): | 


y 
= z dz ERE x 
My = | On 2 dz + x (cos? %, / 04,2 dz) 
F, Fa; 
> 1 > 
| EN or Dre 
My = | O,zdz+ » (sin x; | BR dz) | (1) 
F, Pia; | 
» a > N 
Wie, Wi | U BAS AP ) (sin %; COS &; | 0 2 dz) 
Fi Fix; | 
Dabei bedeutet 
ae Querschnittsflache der Scheiben pro Langeneinheit, 
IB Querschnittsfläche der Versteifungen pro Langeneinheit, 
Ox, Op Tyy: Innere Spannungen in den Scheiben, 
Cx: Langsspannung in den Versteifungen. 


Aus der Betrachtung des Kräfte- und Momentengleichgewichtes am Ele- 
ment von der Seitenlänge dx und dy (Fig. 3) erhalten wir die Spannungs- 
momente und Flächenbelastung verknüpfende Beziehung!) 


Om, OM yy Mn 
DA Doro pp 7 Pow (2) 


Diese ist von Aufbau und Materialeigenschaften des Trägers unabhängig. 
Um nun die Belastung #,, mit der Verformung des Trägers zu verknüpfen, 


1) In Fig. 3 sind zur besseren Übersichtlichkeit nur die für das Kräftegleichgewicht in z-Rich- 
tung und die für das Momentengleichgewicht um die y-Achse maßgebenden Größen eingezeichnet. 
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müssen die in der Beziehung (2) enthaltenen Momente m,, m, und #,, durch | 
die Spannungsintegrale (1) und die darin enthaltenen Spannungen mit Hilfe J 
des Elastizitätsgesetzes durch die Dehnungen ausgedrückt werden. 


By | 


Neufrale Flachél 
_—_ , | 


der Verformu 


Neutrale Flache 
nach der Verformung 


Fig. 3 Fig. 4 


Kräftegleichgewichtam Schichttragerelement. Verformung des Schichtträgers. 


Das Elastizitätsgesetz ist für die Scheiben zweidimensional, für die Ver- 
steifungen eindimensional anzuschreiben : 


: E a E | P 
Gasen a (ee, Oy = er: (Ey + M En) , 

E l ey 
Toy.” G Vay = Ze Yay » \ ) 
O Bess Lo, (CO de 172510, Cou, cr ee 


Die Beziehung zwischen den Dehnungen und den uns zunächst interessie- | 
renden Durchsenkungen w der elastischen Fläche wird durch die geometrische 
Deformationsbedingung «Erhalten der Flächennormalen» gegeben (siehe Vor- 
aussetzung c), die durch den starren Schubverband erzwungen wird. 

< 

Figur 4 zeigt das Entstehen der Verschiebung v, = /e,dx in x-Richtung 

infolge der Durchsenkung w der neutralen Fläche. | 


Wir erhalten damit 


Ov, „ Ôd?w 
ge Ox? * 
analog ae 2 
ru LD (4) 
und R dv, , Ody d2w 
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Aus den Beziehungen (1), (3) und (4) erhalten wir für die Spannungs- 
momente: 


d?w 0?w 
„ei ete OS NN re 
M R | 0x? Ù LH Oy? | LT (cos % Rz; O;) ’ 
dde. i 0?w 0?w [a ee 
U | Oy? nr u a PE, (sin % xz i) , (la) 
Mey = — (1l-u)R goes ui (sina,cosa,k,,©,) 
id 5 OxÔy mw © os 
wobei 
2 d?& : d?w ; O2w . 
[0] = = s2 AT 2 eu S “+ a er S 2 q 
( ape COS? a dx dy COS Sina; +, sin 2) 
mit den lokalen Steifigkeiten 
E À 
k= — a? ae 
1— u? # az, 
L F, 
22 
ee = E,, / £ dz 
ee; 


Eingesetzt in die Beziehung (2), ergibt sich folgende, die Belastung und 
Verformung des Schichtträgers verknüpfende Differentialgleichung: 


DE 07m . d?w m: DE ‘ 0?2w \ 
bon = aga (our + ee) + 20 — 4) (® Seon) 


Ox? Ox Oy Ox Oy 
02 7, / dw 02w \ lo: 
=e mis as vas 2e atl BI 24. : 
alter een © 
2 DEREN, 
Br (cosa, sina; k,, O;) + Dy? (sin?a, R,, ca] : 


Im Spezialfall des «orthotropen Trägers» sind die Versteifungen parallel zur 
x- bzw. v-Achse, als Versteifungswinkel treten lediglich x = 0° und = 90° auf. 
Mit 


RER, RE: 


0° 


vereinfacht sich die Differentialgleichung (5) zu 
0? / 0?w 0?w ‘ Of ORs 
Pry = 0x2 (sar Ry + u dy? i) + 2 (1 — m) Ox 0y ee Oy k) | 


OF Oe SEN 
Foy (aya hy + aya k). | 


Für den isotropen, das heißt unversteiften Träger von konstanter Steifigkeit k, 
erhält man endlich die innerhalb der Berandung gültige, aus der Platten- 
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theorie bekannte biharmonische Differentialgleichung: 


04w rw rw 
ne ( ae eee ah 


4. Lösungsmethoden für die Verformungsdifferentialgleichung 


Die Gleichungen (5) geben den Zusammenhang zwischen der Belastung fp, 
und der Verformung w,, der Schichtträger. Bei bekannten Randbedingungen | 
kann zu jeder Belastung die zugehörige Verformung durch Auflösen von (5) 
gefunden werden. Aus der Verformung w kann man die Spannungsmomente | 
m,, m, und m,, nach (la) berechnen und aus diesen die an jeder Stelle wirken- 
den Spannungen ermitteln. Damit ist die statische Aufgabe «Berechnung von 
Verformungen und Beanspruchung für eine vorgegebene Belastung» gelöst. 

Es zeigt sich nun, daß eine direkte Lösung der partiellen Differentialglei- |} 
chung (5), welche von 4. Ordnung ist und im allgemeinen nichtkonstante Koef- 
fizienten aufweist, praktisch außerordentlich zeitraubend und schwierig ist. Es 
versagen insbesondere auch die numerischen Methoden der Differenzenrech- | 
nung, wie sie in der Plattenberechnung mit Erfolg angewendet werden, wenn 
nicht weitgehende Symmetrieeigenschaften und einfache Randbedingungen 
den Rechnungsaufwand auf einen Bruchteil reduzieren. 

Um ein in allen Fällen brauchbares Näherungsverfahren zu entwickeln, 
wurde die Berechnung von plattenartigen Trägern auf Grund einer indirekten 
Lösung der Gleichung (5) angestrebt. Dieses Verfahren lehnt sich an die be- 
kannte Theorie der Statik des einfachen, biegsamen Balkens an und kann daher 
als «Statik des breiten Balkens» bezeichnet werden. 


5. Exkurs über die Statik des einfachen Balkens 


Der einfache Balken als Biegeträger kann als Sonderfall eines Schichtträ- 
gers betrachtet werden, der lediglich aus « Versteifungen», das heißt Längsfasern 
in Richtung « = 0° und aus dem Schubverband besteht. Die Differentialglei- 
chung zwischen Belastung und Verformung reduziert sich dann zu 


0? d?w 
Day = x? Le aa) ; 
Durch Integration der Flächenbelastung #,, über die Balkenbreite à erhält 
man die resultierende Linienbelastung P, 


5 0? i 02w 
/ Pay dy =a Py — sat | (Ban a) dy 
b 


Für die Verformung w,, wird nun ein vereinfachender Ansatz gemacht, und | 
zwar wird angenommen, daß w eine von y unabhängige Funktion /, von x sei. | 
‘ | 
Damit kann der Verformungsterm 02w/0x? vor das Integral gesetzt werden. | 


Vol. Ir, 1951 Beitrag zur Statik des Balkens von endlicher Breite 38 


Von der Belastung #,, wird demnach angenommen, sie sei so verteilt, daß die 
Verformung w mit sämtlichen Ableitungen nach x über die Balkenbreite 5 un- 
veränderlich bleibe. 

Strenggenommen müßte gesagt werden: Wir betrachten die Verformung 
des Balkens unter einer fiktiven Belastung #,,,, welche die Eigenschaft hat, eine 
von y unabhängige Verformung /, zu erzeugen. Diese fiktive Belastung soll mit 
der tatsächlichen (#,.) insofern übereinstimmen, als sie die nämliche Linienbela- 
stung P, ergebe. 

Mit dem Ausdruck für die Biegesteifigkeit 


0 WV = E,_y | dy | dz =F, J 


a= 0° 
b b Fig 


ergibt sich die bekannte Differentialgleichung für die elastische Linie des bieg- 
samen Balkens bei vernachlässigter Schubverformung: 
: ts de (a 
| Pry = | Pry dy = FH = ee ( ay E,-0 J) D 


Durch zweimalige Integration über x, von einem zweckmäßig gewählten Null- 
punkt aus, erhält man endlich den Ausdruck für das im Balkenquerschnitt 
übertragene, negativ definierte Biegemoment 

x x 


M=- | dx | Pyadx = - ss aaa 


v 


6. Statik des breiten Balkens 


Die Berechnung eines vollständigen Schichtträgers soll nun in analoger 
Weise durchgeführt werden. Es werde eine fiktive Belastung p,, in Betracht 
gezogen, welche eine durch Ansatz vorgegebene Verformung w erzeugt. Der 
Ansatz für die Verformung soll dabei, wenn möglich, so viele Freiwerte ent- 
halten, daß die statische Wirkung der dazugehörigen Belastung ?,, sich nur 
noch unwesentlich von der statischen Wirkung der tatsächlichen Belastung D. 
unterscheidet. Wo diese Forderung zu übermäßigem Berechnungsaufwand 
führen würde, soll zumindest die nicht zu vernachlässigende Differenzbelastung 


Say — Pau — Pay 


über beschränkte Bereiche des Trägers Gleichgewichtssysteme bilden, so daß 
der Einfluß von g,,, wenn notwendig, mit Hilfe von Näherungsmethoden (Strei- 


fenmethode) berechnet werden kann. 
Als Verformungsansatz eignet sich eine Potenzreihe in der Form 


i eV EN ee (6) 


ZAMP 11/3 


; || 
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Es sollen dabei die Koeffizienten fs, ..., f, von y unabhängige Funktionen von | 
x sein. | 

Der Ansatz (6) zeichnet die x-Richtung in dem Sinne aus, als die Verfor- || 
mung in dieser Richtung noch völlig freigelassen wird, während für die Ver- | 
formung in y-Richtung bei einer endlichen Anzahl von Funktionen f schon 
bestimmte, einschränkende Vorschriften gemacht werden. Im folgenden soll 
die Verformung in x-Richtung als «Längsverformung», die Verformung in 
y-Richtung als « Querverformung» bezeichnet werden. Der Schichtträger wird 
auf diese Weise als «breiter Balken» aufgefaßt. 

Die Koeffizienten /,, ..., /„ erhalten damit auch direkt anschauliche Bedeu- 
tung: 

Betrachten wir die Verformung eines Querschnittes x — const (Fig. 5), so 
bedeutet /, die Durchsenkung und /, den Verdrehwinkel des Querschnittes 


gegenüber der unbelasteten Ruhelage, während die höheren Funktionen fy, ..., fn 
Koeffizienten der Formänderung des Querschnittes selber darstellen. 

Durch Einsetzen von (6) in die Verformungsdifferentialgleichung (5) erhält 
man die zur angesetzten Verformung w zugehörige Belastung ?,, als Funktion 
der Koeffizienten /,, ..., /„ . Es ist dabei ohne weiteres ersichtlich, daß dadurch 
die partielle Differentialgleichung (5) in eine gewöhnliche Differentialgleichung 
für die linearen Koeffizientenfunktionen übergeht, welche eine Erweiterung 
der im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Biegegleichung des elastischen 
Balkens darstellt. 
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Die Lautzeit, Elektronenbahnen, Kathodenfeldstärke und 
Potential der Raumladungsdiode für jede Anfangs- 
geschwindigkeit, Antangsrichtung und Strom 


Von Asım O. Barut?) 


Einleitung 


Es ist für sehr hohe Frequenzen von besonderem Interesse, die Laufzeit der 
Elektronen im partiellen Raumladungsgebiet zu kennen. Im Falle der vorbe- 
schleunigten oder Sekundärelektronen müssen nichtvernachlässigbare Anfangs- 
geschwindigkeiten mitberücksichtigt werden. Für die richtige Erfassung der 
Elektronenbahnen beim Vorhandensein der Raumladung ist ferner auch die 
Anfangsrichtung in Betracht zu ziehen (zum Beispiel in Sekundärelektronen- 
vervielfachern). 

Das Potential der ebenen Diode im Raumladungsgebiet mit homogener An- 
fangsgeschwindigkeit wurde von verschiedener Seite behandelt?). Je nach dem 
Wert des Stroms spielen sich physikalisch ganz verschiedenartige Vorgänge ab 
(Potentialminimum, virtuelle Kathode usw.). PAGE und ADAams?) haben kürzlich 
eine Lösung des Potentials für jede Anfangsgeschwindigkeit (normal zur Ka- 
thode) und Strom angegeben. H. F. Ivey‘) hat die Feldstärke auf der Katho- 
denoberfläche unter Vernachlässigung der Anfangsgeschwindigkeiten für par- 
tielle Raumladung berechnet. Die Kenntnis der Kathodenfeldstärke ist für 
Schottky-Emission und für Feldelektronenemission besonders wichtig. Durch 
lie bisherige Methode ist es nicht möglich, die Elektronenbahnen mit Berück- 
sichtigung der Anfangsgeschwindigkeit und -richtung zu ermitteln. Eine Me- 
thode zur Bestimmung der Elektronenbahnen in Raumladungsfeldern hat 
B. MELTZER?) angegeben. 


1) Institut für Technische Physik an der ETH. 

2) C.E. Fay, A. SAMUEL und W. Snuockrey, On the theory of space charge between parallel 
slane electrodes, Bell Syst. Techn. J. 17, 49-79 (1938). 

G. Prato, W. KLEEN und H. Rorue, Die Raumladungsgleichung für Elektronen mit Anjangs- 
reschwindigkeit, Z. Phys. 101, 509-520 (1936); 104, 711-723 (1937). 

M. J. ©. Srrurr und A. VAN DER ZIEL, On electronic space charge with homogeneous initial eleciron- 
elocity between plane electrodes, Physica 5, 705-717 (1938). 

3) L. PAGE und N. I. Apams, Diode space charge for any initial velocity and current, Phys. Rev. 
6, 381 (1949). 

4) H.F.Ivev, Cathode field in Diodes under partial space-charge conditions, Phys. Rev. 76, 
54 (1949). 

5) B. MELTZER, Electron flow in curved paths under space-charge conditions, Proc. Phys. Soc. | B} 
2, 431 (1949). 
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Durch den in dieser Arbeit eingeschlagenen Weg wird nicht nur die Gesam1 
heit der Lösungen für das Potential, sondern auch explizite Ausdrücke fü 
Laufzeit, Feldstärke und Elektronenbahnen für jeden Strom und jede Anfangs 
geschwindigkeit in Funktion von zwei reduzierten Parametern gewonnen. 


1. Geschwindigkeitsvektor v 


Im stationären Zustand ist die Geschwindigkeit Ÿ eines Teilchens (Elektrons 
in einem elektrostatischen Felde eine Funktion der Ortskoordinaten x, y, 4 
ihr Wert hängt vom Potential U(x, y, z) und von der Anfangsgeschwindigke: 
ab. Für den eindimensionalen Fall — unter Berücksichtigung einer Antangs 
geschwindigkeitskomponente in y-Richtung — kann man schreiben: | 


5 — /(x) à + tosinp}, | 


wobei g die Anfangsrichtung des Elektrons mit der Normalen und v, die A 
fangsgeschwindigkeit bedeutet. Führt man die Voltgeschwindigkeit U, ein, 
gilt als Anfangsbedingung 


a /2e 
Ti4=0) = | m. U; COS @ 


mit e — Elektronenladung und m — Elektronenmasse (bzw. Ionenladung u 
-masse). Man kann nun nach den allgemeinen Bedingungen suchen, denen d 
Funktion /(x) in einem Felde mit dem Potential U(x) und die Raumladung 
dichte o(x) genügen muß. Im Raumladungsfeld gelten die Grundgleichunge 


ae — a 


joe —prad U, (4 


> 


divE = < (4 


|| 


und die Kontinuitätsgleichung: 
div(9v) =0. (| 


und E sind durch die Bewegungsgleichung des Teilchens verknüpft. U 
relativistisch gilt: | 


— > 


mv=—eE, (¢ 
Setzt man (1) in (6) ein, so folgt: 
ENT df 


ed ( 
| 
Die Gleichung (3) verlangt, da U ein Skalar ist, daß | 


rot E = (() (| 
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‚sei. Mit (7) ist diese Bedingung erfüllt. Ferner folgt aus (4) und (5) die zweite 
Bedingung 


> _ 


div (v divE) —0, (9) 
‚welche mit (1) und (7) für /(x) die folgende Differentialgleichung liefert : 


ee ry (10) 


Die Größen 9, E, U und die Stromdichte J lassen sich in Funktion von /(x) 
‚und seinen Ableitungen wie folgt ausdrücken: 


M Eo 


ner: (11) 

De (12) 

| U= f+, (13) 
3 55 M Ey oem , 

P=pv=-— Mae): (14) 


S pP 


wobei U, eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. 


Lösung der Differentialgleichung für f(x) 
Drag GR 


x ist explizit nicht enthalten, deshalb kann die Umkehrfunktion x = x(f) gefun- 
den werden. Setzt man #(f) = f(x), so folgt: 


POP APS ne 0: 


Diese Gleichung kann durch Substitution u(/) = p'/p auf eine allgemeine 
Riccattische Differentialgleichung zurückgeführt werden: 


‘ 4 - 
u' + 2 u? + “+= = 0: 


/ / 


Substituiert man ferner » — # + (1/f), so erhält man die Differentialgleichung 


1. Ordnung 
= =2 yr; 


welche die Lösung 


besitzt. Macht man nur die Substitutionen rückgängig, erhält man für die 
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Umkehrfunktion: 
1 2 
4p (3 


x= (2f+a)?—2a(2f+a)?| + y. 


Die Funktion f(x) ist also die Lösung der kubischen Gleichung 


(2 f+ a)? —3a(2fta)? + 68 (y — x) =0. us] 


«,ß,y sind Integrationskonstanten. Es wird gezeigt, daß diese bestimmte 
physikalische Bedeutungen haben. 
Aus Gleichung (15) können viele der gesuchten Beziehungen abgeleite f 


werden, bevor man sie nach f auflöst. Für die Ableitungen ergibt sich: | 


/ / 


u of+x 
I =p f3 z | 


4 


(2 f + a)? 
piel | | 
(16 


2. Stromdichte / 


Aus (14) und (16) folgt: 
= x = +728 pe. (17 


Für die Diode mit dem Kathodenpotential U, (Anfangsgeschwindigkeit de 
Elektronen), Anodenpotential U, für x = 0 bzw. x — d kann aus (13), (15) unc 
(17) durch Elimination von y der allgemeinste Ausdruck für / gewonnen wer 
den. Führt man, um dimensionslose Größen zu erhalten, die relative a | 
geschwindigkeit 


c= (DE) cose Ais) 


sowie ein «relatives Potentialminimum» 


x 1 1 / Up, \w2 
Y= 3" [(2elm) U7? ~ 2 | U, (19) 
ein, so folgt: 
I \ı2 OR: . x 
| 1.) lH IT IE 2a, (20) 


wobei Js, den Sättigungsstrom ohne Anfangsgeschwindigkeit nach LANGMUIR- 
CHILD bezeichnet: | 


4 [2e \12 ee | 
ER (21) 


m 


für y = ¢ = 0 wird I = Is, (siehe Fig. 1). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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3. Kathodenfeldstärke E, 


Aus (12) und (16) ergibt sich 
= m 


E=--ZPB(2f+ a! (22) 


und auf der Kathodenoberfläche für x = 0 mit den Abkürzungen (18) und (19) 


Ey 4 Zu In 
ig tale) C+ pr (23) 


wobei Fo, die Kathodenfeldstärke ohne Raumladung ist, 2, = U,/d. Oder mit 
(20) 


E, 4 Ba Be 2 
Es = [AH —2y) (H+wyp (+ yp)? —- (C-—2y) (C+ wy)]. (23a) 


Es ist y zwischen (20) und (23a) zu eliminieren, um E, = /(Z) zu erhalten!). 


Für £ = 0, also ohne Berücksichtigung der Anfangsgeschwindigkeiten, erhält 
man als Spezialfall die von IVEY?) angegebene Gleichung: 
RS Pree Pa ie E, \\12 3 
Lis, 7 2 : ‘à à 4 ke | (1 à Eoo ) | j ee 
Für = —C ist E = 0. Die Raumladung ist so groß, daß die Feldstärke auf der 


Kathode Null wird: diesen Fall bezeichnen wir als «vollständige Raumladune». 
fo) fo) 


4. Laufzeit 


Nach (1) gilt 

dx ; "ds 
an oder / ee (25) 
Durch eine Substitution Vf = u gelingt es mit Hilfe von (16), die Integration 
auszuführen, ohne / explizit zu kennen. Man bekommt: 


2); 


21) u du u / me ) 12 + C 
= 7) (Zu? + aie oder — | aT (eZ / + a) Î ; 
Daraus folgt nach einigem Rechnen die Laufzeit 7 zwischen Kathode (x = 0) 
und Anode (x = d): 


foo (1 + gp) — (C + y)i? 26 
Zp. sey NC EI (Cc — 2 y) 2 


1) A.O.Barut, Phys. Rey. 81, (1951) (im Druck). | 
2) H.F. Ivey, Cathode field in Diodes under partial space-charge conditions, Phys. Rev. 76, 


554 (1949). 


40 Asım O. BARUT ZAMP 


wobei +, die Laufzeit ohne Berücksichtigung der Anfangsgeschwindigkeit bei 
«vollständiger Raumladung» bezeichnet: 


3 al 


2 
ee e/m) U, © (40a) 

Für y = —¢ (vollständige Raumladung) erhält man 
De (26b) 


5. Das Potential 


Für die ebene Diode mit dem Kathodenpotential U, und Anodenpotential 

U, ergibt sich aus (13) U, = 0. Führt man analog zu (18) und (19) ein redu- 
ziertes Potential ein 

U(x) \1/2 : ss 

1 3 (a) (27) 

& V(2e/m) U, 


a 


so liefert die Umformung der Gleichung (15): 


NP NE SE 


I‘ ; I \12 > ; 
NT NEA SE 2 


In Fig. 1 ist 7/74, in Funktion von y für verschiedene Werte des Parameters ¢ 


eingezeichnet. Für y= —£ (vollständige Raumladung) erhält man eine Grenz- 
I | 
N | 
G 
/ 


brenzkurve 


&=- | 
( vollständige Raum 


10 


= —> 
40 -95 GA 0 05 40 18 20 


Fig. 1 
Verlauf der [7 = f(p)]-Kurven. 
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kurve, auBerhalb derer J imaginär wird. Es wurden nur die Werte von € Zwi- 


i schen 0 und +0,5 beriicksichtigt. 


Aus (28) ergibt sich eine Beziehung zwischen y und y für jeden Wert des 
Stromes; wenn man x = d setzt (7 = 1): 


y=alı- EN" + yy? 2). (29) 


Die kubische Gleichung (28) hat für y < 1/3 eine reelle Lösung und für 
y > (© + 1)/4 drei reelle verschiedene Lösungen. Dazwischen gibt es für einen 
bestimmten Wert von x drei reelle Lösungen, von denen mindestens zwei 
identisch sind. 

Das Potential im Falle einer einzigen reellen Lösung berechnet sich zu 


f x — y\2 SR I \We/a—y py 2 fx = pre 3 |1/2\1/3 
m= w+ y. d Ne i, | d IE a ch | 


D eo I x — y\2 „11/2)1/3 
Lee 


J 
(30) 
Vor Ausbildung der virtuellen Kathode entsteht an der Stelle x = y ein Poten- 
tialminimum: 


Orrin LE 
N min > 2 y — ( 5 | » (31) 


daher die Bezeichnung «relatives Potentialminimum» für y. Die Werte von w 


sind für gegebene £ und J der Fig. 1 zu entnehmen. Im Falle, daß drei reelle 
Lösungen existieren [y > (£ + 1)/4], ist die Formel (30) zweckmäßig durch 
die trigonometrische Schreibweise zu ersetzen!). 


6. Elektronenbahnen 


Für ein unter dem Winkel  austretendes Elektron gilt die Bahngleichung: 


j= eC 3 u) sin p / ni ; (32) 


welche für eine Anfangskoordinate y, nach längerer Rechnung ergibt: 


< yf N [2 D 6s Jo 
y—-n=3dtepc() [ty — (C+ y)""]- (33) 


Und der Endpunkt der Bahn auf der Anode hat dann die Koordinate: 


ee 
is Vir ots 3d tg pe AS (34) 
0 
1) Siehe zum Beispiel Cubic equations in: HoDGEMAN, Handbook of Chemistry and Physics, 
31. Aufl. (Chemical Rubber Publishing Comp., Cleveland, O., 1949). 


Schlußwort 


| 
| 
| 
| 
| 
42 Asım O. BARUT ZAMPI 
i 
| 
| 
| 


Für ganz große Geschwindigkeiten muß die Bewegungsgleichung (6) durch} 
eine relativistische ersetzt werden. Die Bedingungen (8) und (9) bleiben erhalten. | 
Um das wirkliche Verhalten der Diode zu erfassen, sollte man eine Anfangs-| 
geschwindigkeits- und Richtungsverteilung beriicksichtigen, zum Beispiel nach f 
einer Maxwell- und Kosinusverteilung. 

Man kann ferner die Bedingungen (8) und (9) für ein zweidimensionales } 
Vektorfeld | 


- 


0 = f(x, v) t+ hl, y)7 


| 
formulieren. Es entstehen komplizierte Differentialgleichungen, die man für 
gewisse krummlinige Felder lösen kann. | 


Summary 


The basic equations of the space charge field yield for the x-component of the 
electron velocity-vector in a planar diode a non-linear differential equation of the 
third degree and third order. This differential equation and its solution can be 
used to calculate—without the integration of the Poisson equation—the transit 
times of electrons, the cathode field, the potential and the electron paths as a 
function of two reduced parameters alone for all values of the initial velocity 
and current under partial and complete space charge. The generality of the 
solution is discussed and other applications of the new method used are stated. 


(Eingegangen: 3. 6. 1950.) 


ee u 


Vol. II, 1951 43 


eRe eee 


Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


Zur Theorie der Wechselstromschaltungen fiir Entladungslampen 


Von ARTHUR STERN, Zürich!) 


1. Einleitung 


Die folgenden Berechnungen beschränken sich auf die einfachste und am 
haufigsten angewendete Schaltung: die induktive Strombegrenzung mit cos g- 
Kompensation (vgl. Fig. 1). Die von anderen Verfassern?) schon durchgeführten 


Fig. 1 


Induktive Strombegrenzung mit cos g-Kompensation. (G = Entladungslampe; R = Verlustwider- 
stand der Drosselspule oder evtl. zusätzlich eingeschalteter Widerstand.) 


theoretischen Untersuchungen werden erweitert, indem der Einfluß verschiedener 
von ihnen vernachlässigter Faktoren aufgezeigt wird. Durch die Aufzeichnung 
der wichtigsten Kurvenscharen soll der Anschluß an die Praxis hergestellt werden. 


2. Berechnung der Schaltung 
2.1. Der Verlauf des Entladungsstromes 


Die Speisespannung w(t) sei sinusförmig: u(t) = UY2sin(» { + à). Es wird an- 
genommen, daß die Brennspannung der Entladung wp(t) innerhalb einer Halb- 
periode eine linear abnehmende Funktion der Zeit ist. Diese Annahme stimmt 
mit der Wirklichkeit ziemlich gut überein. (Der schematische zeitliche Verlauf 
der verschiedenen Größen ist in Fig. 2 dargestellt.) 

Der Entladungsstrom i(¢) ergibt sich aus der Gleichung: 

IB 7 + Ri + up(t) = UY2sin(ot+ a). (1) 


Bezeichnet man den zeitlichen Mittelwert der Brennspannung mit U, und ist k 
ein Maß für die Abnahme der Brennspannung in einer Halbperiode, so ist 


U k\ = 
ug(t) = — oe ot-+ (3 + 3 U: (2) 


TT 


1) Vormals Ingenieur bei der Firma Jaeger AG., Basel, gegenwärtig am Elektrotechnischen 


Institut der ETH. 
2) E. G. DorGELo, Wechselstromschaltungen für Entladungslampen, Philips techn. Rdsch. 2, 
103 (1937). — W. UYTERHOEVEN, Elektrische Gasentladungslampen (Berlin 1938). — J. DE Féricr, 


Eclairage par fluorescence en basse tension (Paris 1947). 
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Der Strom i wird Null bei wi = 0 und wt= x. Die erste Bedingung ergibt als 
Lösung von (1) den Entladungsstrom im Bereich 0 < wt< x: 


= [SE (1 2 | 2x) uy2 


cos (% + 0) e-otldQ 


R 2 TE Ryı ae Q? (3) 
7 4 4 ER ? v En 2 

Up (1 55 oh | note. pis ot— [ - cos (x + 0 + wi). | 

RR 2 Tt Ie Gr RV1+ 02 


Fig. 2 
Schematischer zeitlicher Verlauf der Speisespannung (2), der Brennspannung der Entladung up(?) 


und des Entladungsstromes 7(t). (U,,, = Wiederzündspannung; Up = Mittelwert der Brennspannung.) 


Dabei ist tg Ô = 1/0 = R/(œ L). Die zweite Randbedingung liefert die Bestim- 
mungsgleichung für «: 


ll RON TA Em R 
cos(«+ 6)=mV1+Q LC ee ) teh br = 5 3 (4) 
Dabei ist m — Ug/(U V2). Ist Q nicht allzu klein, so kann geschrieben werden: 
1 TT TC 1 NE 
It 2 () o I Se ea Th ee 
Yo) Fa teh (35) 240 Et) 


Es ist dann: 


Tt ae: ka Gr 
cos (x 8) = m= (1+ sor) (1- Do ro 


Die Ausdrücke in den Klammern sind von 1 nur wenig verschieden, so daß man 
schreiben kann: 
TT 
OS D = LE = 
cos (x + 0) me (1 


Rx m2 — 6G\ . 
Dar (6) 
20 1202, 

Spezialfall: Ist der Verlustwiderstand der Drosselspule sehr klein und die 
Brennspannung konstant, so ergibt eine Reihenentwicklung von (3): 


UV2 


= [cosa — cos(mt+ a) = moti. jj 
(a \ ) à (7) 


a 


: ae of ae ee 
NOt ARE He] Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications breves 45 


Die Bestimmungsgleichung für « wird einfach 


UWE IT 
COS à = m =” (8) 


eine bereits von anderen Verfassern angegebene Formel. 
29 


Die unverzögerte Wiederzündung 


Bei der obigen Berechnung wurde vorausgesetzt, daß der Entladungsstrom 
für © = 0 und w {= a Null wird, daß jedoch die W iederztindung der Entladung 
sofort, ohne Verzögerung stattfindet. Diese «unv erzögerte Wiederzündung» ist 


— 5/17 a 


Fig. 3 


sin & in Funktion von m = Up/(U V2), mit Q als Parameter. Die vollausgezogenen Kurven beziehen 
sich auf k = 0, die strichpunktierten auf k = 0,6. Für Q = © fallen die beiden Kurven zusammen. 


für die Qualität des von der Entladungslampe ausgestrahlten Lichtes von aus- 
schlaggebender Bedeutung: Strompausen bewirken ungleichmäßiges und, je nach 
der Länge der Pausen, mehr oder weniger flimmerndes Licht. Damit die Wieder- 
zündung sofort erfolgt, muß die zur Zeit = 0 an der Entladung liegende Span- 
nung größer als die Wiederzündspannung U,,, der Entladung sein. (NB. Die Wie- 
derzündspannung einer Gasentladung bei Wechselstromspeisung ist kleiner als 
die statische Zündspannung U,. Es ist selbstverständlich, daß die Erstzündung 
nur erfolgen kann, wenn Uy2 > U, ist.) 
Es wird also die Forderung aufgestellt 


OV2sna il (9) 

Der Winkel « kann nach (6) berechnet werden (vgl. auch Fig. 3). Definiert man 
nun: À, = U „„/UB, so ist: 

U: = Ry Us = mk„UY2, (10) 


w 
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so daß man (9) auch folgendermaßen formulieren kann: 
sina —mky: (Ged) 


Dies ist die Bedingung für unverzögerte Wiederzündung. Es ergibt sich für ver- 
schiedene Werte von Q, k und k,, ein kritischer Wert von m (als m,, bezeichnet), 
der nicht überschritten werden darf, wenn eine unverzögerte Wiederzündung ge- 
währleistet sein soll. In Fig. 4 ist m,„in Funktion von k,, mit Q als Parameter dar- 
gestellt (der Einfluß von k ist gering). 


x 96 

Ss 
04 Ass 
/ a 
=o 

03 
TOR LE D TT ee: 
=k 


Fig. 4 


my, in Funktion von k,, mit Q als Parameter. 


Aus den durchgeführten Berechnungen geht hervor, daß die Größe der Induk- 
tivität L (und darum auch die Krümmung der Magnetisierungskurve) die Wieder- 
zündverhältnisse nicht beeinflußt. Die Hysteresis des Drosseleisens hat jedoch 
eine gewisse Bedeutung. 

Ist der Wicklungswiderstand der Spule klein und k = 0, so läßt sich die Dif- 
ferentialgleichung der Schaltung für eine beliebige Magnetisierungskennlinie fol- 
gendermaßen anschreiben: 
d® 


7 Ug = UV2sin(wf+ a) (12) 


w 
(w = Windungszahl der Spule; ® = magnetischer Fluß). 
Daraus ergibt sich (Randbedingungen: für ot=0 ist ®= — ©, und für 


oat=mist D=@,, wobei D, den Remanenzfluß bedeutet): 


U V2 
w P(t) = Y - 


[cos x — cos(@ t+ a)| — Cis t— w D, (13) 
und 
IT mM Ww = 
COS & = Fy) —— "pe 1 
D U V2 0 ( 4) 


Je größer der Remanenzfluß ist, um so kleiner wird « und um so weniger wird 
die unverzögerte Wiederzündung gewährleistet. 
2.3. Die verzögerte Wiederzündung 


Im Zeitpunkt ¢= 0 liegt die gesamte momentane Speisespannung U V2 sina 
an den Entladungselektroden. Reicht diese Spannung zur Wiederziindung nicht 
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aus, so tritt ein Unterbruch des Stromflusses ein, und die Wiederzündung erfolgt 
erst bei w ¢ = ß,danämlich die an derEntladung liegende Spannung Uy2sin (a+ B) 
die Größe der Wiederzündspannung erreicht. (NB. U,,, ist Funktion von ß!) 

Es sei der Einfachheit halber Q = oo und À = 0 gesetzt; dann ist der Entla- 
dungsstrom im Bereich B< wi< x: 
U V2 
o L 


= 


COS (« + B) — cos (æw { + à) + m (B — wi)]. (15) 


Im Bereich 0 < w #< fist i = 0. Die Bestimmungsgleichung für « lautet: 


Bo — B 
a hs j de) 


cos | x - 
Es ist andererseits 
U V2 SI D) = On 17) 


oder, unter Berücksichtigung von (10), 


sin(« + B) = mk,, . 18) 


Die beiden Winkel « und f können mit Hilfe der Gleichungen (16) und (18) 
bestimmt werden. 
2.4. Die wichtigsten Beiriebsgrößen 


Bei der Berechnung der Betriebsgrößen kann man Q = co und k = 0 setzen. 
Der Entladungsstrom ist dann durch (7) gegeben. Der der Spannungsquelle ent- 


nommene Gesamtstrom ist à = 7 + ic. » 
Die Entladungsleistung ist 
LL De2V2.]6H 
N= — [—— — m? . 19 
ol | Sti ( ) 


Der effektive Entladungsstrom 


2 


U / 24 — x? ’ 
ia Va f 20 
y} =, |: m 6 (20) 


Als Verzerrungsfaktor der Entladung bezeichnet man das Verhältnis 
N/(Up J) = y, das heißt die durch die Entladung hervorgerufene virtuelle 
Phasenverschiebung. Es ist: 


_ 22 | a, (21) 


> 1 1 — [(24 — n2)/6] m? 


Der Leistungsfaktor des induktiven Zweiges, definiert als cosp = N/(U/), ist: 


m | iL a. (22) 


le — [(24 — n2)/6] m? * 


Der Kondensator, ein lineares Schaltelement, kann selbstverständlich nur die 
Grundharmonische kompensieren. Der cos der Anordnung beträgt bestenfalls 
»twa 0,98. Die Grundharmonische wird minimal, wenn 


Get ae). (23) 


48 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves ZAM] 


Von Beleuchtungszwecken dienenden Anordnungen wird gefordert, daß die der 
Netzspannungsschwankungen ‚entsprechenden cn (bzw. dié 
Schwankungen der Entladungsleistung) möglichst klein sein sollen. Durch Dif] 
ferentiation von (19) erhält man: 

aN ( m? NET 

N (4/2?) = m?) U 
Die Formel berücksichtigt die Stromabhängigkeit der Induktivität nicht und 
gilt daher nur für nicht allzu hohe Sättigungswerte. 


2.5. Die Oberwellen 


Das Problem der im Entladungsstrom enthaltenen höheren Harmonischeï 
hat mit der allgemeinen Verbreitung der Gasentladungslampen an Bedeutun 
gewonnen. Da die dritte Harmonische überwiegend ist, muß der Schaltungsar 
der Transformatoren in Dreiphasennetzen Aufmerksamkeit geschenkt werder 

Der Einfluß von Q und k auf den Oberwellengehalt ist gering. Der prozentuell 
Anteil der Harmonischen am Gesamtstrom wurde berechnet (vgl. Fig. 5). Dil 


0/ 
/ 


Prozentueller Anteil der Summe der höheren Harmonischen (voll ausgezogen, 1) und der drittc# 
Harmonischen (strichpunktiert, 2) am Gesamtstrom i, in Funktion von m, für den Fall, daß Gleif 
chung (23) erfüllt ist. 


heißt für kleine Sättigungswerte. Bei starker Sättigung kann der Pro en d 


Kurven gelten für eine lineare Magnetisierungskennlinie des Drosseleisens, a 
höheren Harmonischen bedeutend größer sein. 


3. Vergleich berechneter mit gemessenen Werten 


Es wurden zahlreiche Versuche mit Kaltkathoden-Fluoreszenzröhren durch 
geführt. Die dem städtischen Netz entnommene Speisespannung wurde gefiltert | 
Die Übereinstimmung der gemessenen Werte mit den berechneten war befried| | 
gend: die an betrugen weniger als + 2,5%. Größere Abweichunge 
ergaben sich allerdings bezüglich des Oberwellengehaltes (bis + 40%), was abefl 


mit der verhältnismäßig hohen Sättigung des Drosseleisens en 13000 GA 
erklärt werden kann. | 
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Die Messungen wurden im Laboratorium der Firma Jaeger AG., Basel, durch- 
| geführt. Der Verfasser ist Herrn W. JAEGER dankbar für seine Hilfe, die das 
Zustandekommen dieser Arbeit ermöglichte. 


Kurze Zusammenfassung 


Das Verhalten wechselstromgespiesener Entladungslampen mit induktiver 
| Strombegrenzung wird rechnerisch untersucht. Es wird gezeigt, daß der Verlust- 
widerstand der Drosselspule einen bedeutenden Einfluß auf die Wiederzündungs- 
verhältnisse ausübt. Die Betriebsgrößen werden in Funktion des Verhältnisses 
der Brennspannung zur Speisespannung dargestellt und der Oberwellengehalt 
des dem Netz entnommenen Stromes berechnet. | 


(Eingegangen: 14. 1. 1950) 


Elektronenemissionsmessungen 
an Systemen Wolfram-Kohlenstoff und Molybdän-Kohlenstoff 


Von Enıs BAs-rAyYMAz, Zürich!) 


Es sollen im folgenden zwei vorläufige Ergebnisse aus den Untersuchungen 
der Elektronenemission von W-C- und Mo-C-Systemen mitgeteilt werden. 

Die Messungen wurden an den in der Gasphase aufgekohlten Drähten durch- 
geführt. Der Karburierungsprozeß erfolgte im Hochvakuum mit Naphthalin- 
dampf bei einem Dampfdruck von 1 bis 2 - 10-3 Torr (gemessen mit Quarzfaden- 
manometer). Die Elektronenemission wurde in einer Pyrexröhre nach DAMSKI?) 
mit einer Meßdiode der üblichen Anordnung (dreiteilige Anode) durchgeführt. 

Die Temperatur bei der Karburierung des Wolframs betrug etwa 2000° K. Das 
Stadium der Karburierung kann am besten durch die Messung des elektrischen 
Widerstandes in Abhängigkeit von der Temperatur kontrolliert werden. Aus 
einer Reihe solcher Messungen ist ein Meßergebnis in Figur 1 eingetragen, bei 
dem sich die gemessenen Widerstandswerte sehr gut um die Widerstandsgerade 
von W,C nach R. ANDREWS®) gruppieren. Aus diesem Grunde wird die entspre- 
chende Richardsonsche Gerade in Figur 2 mit großer Wahrscheinlichkeit W,C 
zuzuschreiben sein. Wir erhalten daraus, nach Berücksichtigung der Schottky- 
Korrektur, folgende Werte für die Austrittsarbeit und die Mengenkonstante: 


@, = 3,85 eV 
A = 0,35 A/cm°°K2. 


Die Temperatur ist mit einem optischen Pyrometer gemessen und mit 
£0,65 = 0,44 auf die wahre Temperatur umgerechnet. 

Die Messungen an karburierten Wolframdrähten konnten immer durch eine 
Richardsonsche Gerade dargestellt werden, dagegen zeigten die Messungen an 
karburierten Molybdändrähten eine Eigenartigkeit, wie wir dies in Figur 2 sehen. 
In der ersten Meßreihe bei ansteigender Temperatur verfolgen die Meßwerte bis 
1) Institut für technische Physik, ETH. 


2) A. Damskı, Phys. Z. 30, 291 (1929). 
3) R. ANDREWS, J. Phys. Chem. 27, 270 (1923). 
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zu einer Temperatur von 1810° K (schwarze Temperatur!)) eine Gerade. Bei 
dieser Temperatur wird plôtzlich der Emissionsstrom um mehr als eine Zehner- } 
potenz größer, bei zirka 1940° K sinkt er wieder ab (Zweig a), und von da ab Jiegen| | 
die Meßwerte wieder auf einer Geraden, die eine Verlängerung der ersten ist. In) 
der zweiten Meßreihe bei abfallender Temperatur verfolgen die Meßwerte bis zu) 


der Temperatur von 1810° K die Hauptgerade; die Lücke zwischen beiden Teil-' 
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abschnitten wird also überbrückt. Bei zirka 1810° K schnellt wieder der Emis- 
sionsstrom wie bei der ersten Meßreihe um mehr als eine Zehnerpotenz in die 
Höhe und verfolgt eine zu der Hauptgeraden parallele Gerade bis zu einer Tem- 
peratur von zirka 1720° K (Zweig b). Bei dieser Temperatur sinkt der Strom 
abermals und kommt auf die Hauptgerade. Die Meßreihen sind reproduzierbar, 
wie dies die Meßreihen 3 und 4 zeigen. Besonders ausgeprägt ist die bei allen 
Meßreihen gemeinsame Sprungtemperatur von 1810’Rs.,. Parallel zu den Elek-| 
tronenemissionsmessungen sind Widerstandsmessungen ausgeführt worden, deren | 


1) Man kann, ohne einen größeren Fehler zu machen, bei der Aufzeichnung der Richardsonschen 
Geraden an Stelle der wahren Temperatur die schwarze Temperatur in °K verwenden. Es besteht 
bekanntlich zwischen der wahren und schwarzen Temperatur die Beziehung: 


ae ee = const, 
dt IR: Co À IP 


d.h. wenn wir in die Richardsonsche Gleichung 


if e 1 
In 1 a 
ae? Pr 


an Stelle der wahren Temperatur die schwarze Temperatur einführen, entsteht in erster Linie eine! 
parallele Verschiebung der Richardsonschen Geraden in Richtung der Abszissenachse; die Aus- 


trittsarbeit bleibt also in erster Linie erhalten, nur kann A stark gefälscht erscheinen. Eine nähere 
Betrachtung soll an anderer Stelle folgen. 
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Ergebnisse in der Figur 4 aufgetragen sind. Wir sehen, daß sich alle Meßwerte um 
drei Geraden verschiedener Neigung gruppieren, wobei die Übergänge von einer 
Geraden zu der anderen bei gleichen Temperaturen erfolgen wie im Falle der 
Elektronenemission, wenn auch die Übergangsstellen weniger stark ausgeprägt 
sind. (Es scheint außerdem ein Übergang bei zirka 1620° K zu bestehent).) Die Re- 
produzierbarkeit der Elektronenemissionsmessungen sowie das parallele Ver- 
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halten des elektrischen Widerstandes bestätigen uns, daß die beschriebene Er- 
scheinung nicht auf die fremden Oberflächenschichten zurückzuführen ist, wie 
dies von A. BRAUN und G. BuscH?) bei der Messung der Elektronenemission 
von Silizium berichtet wurde; es handelt sich hier eher um eine Phasenumwand- 
lung der Kristallstruktur. Um die Verhältnisse näher abzuklären, ist eine mit 
der Elektronenemission kombinierte röntgenographische Untersuchung in Vor- 
bereitung. 

Die Messungen sind die ersten Ergebnisse einer Untersuchung über die Elek- 
tronenemission von hochschmelzenden Legierungen bzw. chemischen Verbindun- 
gen, deren Durchführung dank der finanziellen Unterstützung aus der Stiftung 
«Seltene Metalle» möglich geworden ist. 


(Eingegangen: 5.8. 1950.) 


1) Es muß hier vermerkt werden, daß die Zuordnung der Widerstandswerte zu der in der Mit- 
telzone gemessenen Temperatur nicht ganz einwandfrei ist. Die Widerstandswerte sind aus dem 
Heizstrom und dem Spannungsabfall.am ganzen Glühfaden berechnet worden und berücksichtigen 
also die ungleichmäßige Temperatur des Fadens nicht. 

2) A. Braun und G. Busch, Helv. Phys. Acta 20, 33 (1947). 


Varia — Miscellaneous — Divers 


The International Congress of Mathematicians at Cambridge 
(Mass., U.S.A.), August 30th to September 6th, 1950 


The International Congress of Mathematicians organized under the auspices 
of the American Mathematical Society at Harvard University, assembled more 
than 2000 mathematicians of nearly all free countries of the world. | 

Sixteen outstanding mathematicians gave addresses at the request of the 
Organizing Committee. Conferences have been held in four different fields: 
Algebra: Algebraic Geometry, Groups and Universal Algebras, Structure Theory 

of Rings and Algebras, Arithmetic Algebra. 

Analysis: Analysis in the Large, Extremal Methods and Geometric Theory of 
Functions of a Complex Variable, Analysis and Geometry in the Large, 
Algebraic Tendencies in Analysis. 

Applied Mathematics: Random Processes in Physics and Communication, Statisti- 
cal Mechanics, Partial Differential Equations. 

Topology: Homology and Homotopy Theory, Fibre Bundles and Obstructions, | 
Differentiable Manifolds, Topological Groups. 

A large number of short contributed papers was presented in sessions of} 
seven sections. (I: Algebra and Theory of Numbers; Il: Analysis; III: Geometry 
and Topology; IV: Probability and Statistics, Actuarial Science, Economics; 
V: Mathematical Physics and Applied Mathematics; VI: Logic and Philosophy; 
VII: History and Education.) 

This report will shortly review the most important addresses and conferences 
on Applied Mathematics; as for the rest reference is made to the records of 
the Congress: 

H. AIKEN, Computing Machines; A. WALD, Basic Ideas of a General Theory 
of Statistical Decision Rules; L. SCHWARTZ, Distributions and Principal A pplica- 
tions; C. E. SHANNON, Some Topics in Information Theory; S. M. ULAM, Random 
Transformations and Processes; J. VON NEUMANN, Shock Interaction and its 
Mathematical Aspects; R. COURANT, Boundary Value Problems in Modern Fluid 
Dynamics; S. GOLDSTEIN, Selected Problems in Gas Dynamics; W. HEISENBERG, 
Die Stabilitdisfragen der Flüssigheitsdynamik im Zusammenhang mit der stati- 
stischen Turbulenztheorie; W. PRAGER, Boundary Value Problems of Plasticity; 
J. J. STOKER, Mathematical Theory of Water Waves; N. WIENER, The Statistical 
Mechanics in Communication; W. FELLER, Mathematical Theory of Diffusion 
Processes. 

The next Congress is proposed to be held at Amsterdam in 1954. 


| 
A. PFLUGER. 


| 
Wissenschaftliche Jahrestagung der Gesellschaft für angewandte Mathe- | 
matik und Mechanik vom 28. bis 31. März 1951 in Freiburg i. Br. | 
Der Vorstandsrat der GaMM. hat beschlossen, die diesjährige Tagung vom 
28. bis 31. März 1951 in Freiburg i. Br. abzuhalten. Anmeldungen sind zu rich-| 
ten an: Herrn Prof. Dr. H. GÖRTLER, Stadtstraße 57, Freiburg i. Br. 
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Experimental Designs. By W.G. CocHran and G. M. Cox (John Wiley 
& Sons, New York 1950). 454 pp.; $5.75. 

Im Laufe der letzten drei Jahrzehnte hat sich die Erkenntnis Bahn gebrochen, 
daß die neueren Methoden der mathematischen Statistik ein unentbehrliches 
Hilfsmittel des Naturwissenschafters, aber auch des Mediziners, des Ingenieurs, 
sowie des Sozial- und Wirtschaftsforschers darstellen. Der tiefere Grund hierfür 
liegt darin, daß alle auf Beobachtungen und Versuchen beruhende Erfahrung 
notwendigerweise mit einer gewissen Unsicherheit behaftet ist. 

Diese Erkenntnisse und einige sich daraus ergebende Folgerungen sind von 
C.G. Darwın (Nature Nr. 3591, 381— 384 [1938]) in ausgezeichneter Weise fol- 
gendermaßen formuliert worden: 

. my next point is one which I do very much hope that there may be a 
consensus of agreement. This is that the subject of probability ought to play an 
enormously greater part in our mathematical-physical education. I do not 
merely mean that everyone should attend a course on the subject at the university, 
but that it should be made permeate the whole of the mathematical and scientific 
teaching not only at the university but also at school. This is not the place to 
describe a revised scheme of education. I would only say that it is not special new 
courses that are needed, but rather a change in the spirit of our old courses. When 
a boy learns about the weighing machine, emphasize its sensitivity, and consider 
the length of time that must be taken for the weighing. When he has a problem 
on the projectiles, make him consider the zone of danger and not merely the 
point of fall. At a rather higher level, but still I should hope at school, introduce 
the idea of a distribution law; for example, in doing central orbits work out of 
RUTHERFORD’s law of scattering. Calculate the fluctuations of the density of a 
gas, or the groupings in time of the scintillations of alpha-particles. All these 
things ought to be examples of a familiar train of thought, and not merely a 
highly specialized side-branch of mathematics first met at the university. It is 
the incorporation of probability in the other subjects on which I want to insist, 
but there will of course remain some higher aspects—things like least squares or 
significance tests— which are still to be treated in separate university courses. 
Even these I should hope would come to be recognized as subjects of central 
interest and not, as they are at present, relegated to a remote corner of specialized 
study. If these reforms are carried out, I shall hope that generations will grow up 
which have a facility that few of us at present possess in thinking about the 
world in the way which the quantum theory has shown to be the true one. The 
inaccuracies and uncertainties of the world will be recognized as one of its essen- 
tial features. Inaccuracy in the world will not be associated with inaccuracy of 
thought, and the result will be not only a more sensible view about the things of 
ordinary life, but ultimately, as I hope, a fuller and better understanding of the 
basis of natural philosophy.” 

Die Aufgabe der mathematischen Statistik besteht einerseits darin, Ergeb- 
nisse von Beobachtungen und Versuchen in einige wenige Zahlen zusammenzu- 
fassen und den ihnen zukommenden Grad von Unsicherheit festzustellen. Wäh- 
rend aber die von den Klassikern der Wahrscheinlichkeitsrechnung geschaffenen 
Methoden nur für den Fall gelten, daß eine große Zahl von beobachteten Werten 
zur Verfügung steht, gelang es den Engländern «STUDENT» (W. S. GossET) und 
R. A. FISHER, statistische Prüfverfahren für kleine Stichproben auszuarbeiten. 
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Dieser grundlegende Fortschritt hatte nicht nur eine gewaltige Ausweitung des |] 
Anwendungsbereiches der statistischen Methoden zur Folge, er bildete auch die 'f 
unerläßliche Voraussetzung für die Entwicklung wichtiger neuer Theorien im | 


Bereiche der mathematischen Statistik. 

Eines dieser neuen Gebiete betrifft das Planen von Versuchen. Wie R. A. 
FISHER in seinem 1935 erschienenen Werk The design of experiments zeigte, kann 
man den Wirkungsgrad einer Versuchsreihe durch die Beachtung einiger weniger 
Grundsätze meist ganz erheblich steigern. 

Entsprechend der logischen Struktur des Versuches haben R. A. FISHER und 
nach ihm eine Reihe anderer Forscher eine ganze Anzahl typischer Versuchspläne 
entwickelt. Das Anlıegen des Buches von CocHRAN und Cox besteht darin, die 
bisherigen Forschungen auf diesem Gebiete übersichtlich zu ordnen und im Zu- 


sammenhang darzustellen. Schon dies allein wäre ein äußerst verdienstliches | 


Unternehmen gewesen, da es an einer zusammenfassenden Darstellung bisher ge- 
fehlt hat. Die Verfasser haben indessen weit mehr geleistet, indem sie wichtige 
eigene Beiträge beisteuerten. 

Nach einer Einleitung, in der die Grundsätze des statistischen Planens von 
Versuchen sowie die mathematischen Grundlagen der numerischen Auswertung 
erörtert werden, wenden sich die Verfasser den verschiedenen Typen von Ver- 
suchsplänen zu. Dabei besprechen sie jeweils zuerst die Besonderheiten, die Vor- 
und Nachteile des betreffenden Versuchsplans, um hierauf die statistische Aus- 
wertung an einem Beispiel im einzelnen vorzuführen. 

Der straffe Aufbau, die klare, weder zu knappe noch zu weitschweifige Dar- 
stellung machen die Lektüre des Werkes zu einem Genuß. Jeder Forscher, der 
Versuche anstellt, wird gut tun, sich mit dem Inhalt dieses hervorragenden 
Werkes vertraut zu machen; es wird ihm reichen Gewinn bieten. A.Linder 


Vorlesungen über theoretische Physik. Von A. SOMMERFELD (Dieterich- 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden). 

Band Il: Mechanik der deformierbaren Medien (Wiesbaden 1947), 375 S 
74 Abb.; DM. 18.—. 

Der zweite Band der Vorlesungen SOMMERFELDS ist nunmehr in zweiter Auf- 
lage erschienen, die gegenüber der ersten einige Erweiterungen aufweist. Diese 


De) 


betreffen vor allem neue Ubungsaufgaben, Zusätze zum Tensorkalkül und zur {|} 


Turbulenztheorie. 

Die Mechanik der Kontinua wird in jedem Kurs der theoretischen Physik 
gelesen; aber seltener ist es, wenn ein theoretischer Physiker mit wichtigen Origi- 
nalarbeiten selbst eingreift und dieses klassische Gebiet fördert. Das ist bei 
SOMMERFELD in hohem Maße der Fall. Dabei handelt es sich sowohl um Unter- 
suchungen rein physikalischer Natur, wie etwa die Anwendung der klassischen 


Störungsrechnung auf das Stabilitatsproblem der Flüssigkeitsbewegung (1908), als | 
auch um die praktisch sehr wichtigen Erweiterungen der Lagertheorie (1904/1921), |} 


das Knickproblem usw. Ein Autor, der dergestalt das konkrete Problem kennt 


und gleichzeitig die analytische Kraft und Erfindungsgabe hat wie SOMMERFELD, | 
5 | 


ist in besonderem Maße berufen, ein Lehrbuch zu schreiben, das auf größtes 
Interesse aller derer rechnen darf, die theoretisch oder praktisch mit der Konti- 
nuumsmechanik zu tun haben. 

Das Buch ist, seiner Entstehung getreu, ganz im Sinne des Unterrichtens ge- 
schrieben. So sind zahlreiche geschichtliche und persönliche Bemerkungen darin 


enthalten, neben den der Kleinschen Tradition entsprechenden mathematischen | 
Exkursen. Da diese zumeist in enger Anlehnung an das konkrete physikalische ] 
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Problem erscheinen, führen sie scheinbar mühelos zu mathematischen Ergebnissen 
und Methoden, die der weniger abstrakt orientierte Leser sonst nur mit großer 
Anstrengung aus schwierigen Fachbüchern zu entnehmen gezwungen ist. 

So geht SOMMERFELD von der berühmten Helmholtzschen Abhandlung über 
Wirbelbewegung aus, geht aber dann sehr bald auf die bequemere Tensorschreib- 
weise über und erläutert sogleich auch die wichtigen Sätze von Gauss, STOKES 
und den Greenschen Satz (den «König» der Vektorsätze, wie er ihn nennt). Dabei 
fallen einige wichtige Bemerkungen über Fehler, in die man beim Vektorrechnen 
verfallen kann, wie etwa die Anwendung des Laplaceschen Operators auf Vekto- 
ren — das heißt: 14 und Transformation dieses Ausdruckes nach den üblichen 
Regeln auf Polarkoordinaten, die keineswegs grad div A — rotrot À ergibt. In 
vier allerdings recht knappen Zusätzen werden die Grundgleichungen sogar für 
beliebige (Gaußsche) Koordinaten aufgestellt. 

Das zweite Kapitel behandelt die Statik der elastischen Medien, wobei auch 
die stationäre Strömung durch Rohre (POISEUILLE-HAGEN) miterledigt wird. Auf 
die gewöhnlich vernachlässigte «Volumviskosität» bei mehratomigen Gasen wird 
hingewiesen und der Stokessche Reibungstensor entsprechend erweitert. 

Die Dynamik der deformierbaren Medien ist der Inhalt des dritten Kapitels. 
Eulersche und elastische Gleichungen werden nebeneinander aufgestellt, die Ber- 
noullische Gleichung auf kompressible Medien erweitert. (Die allgemeinen gas- 
dynamischen Gleichungen, etwa die Potentialgleichung für beliebige Geschwin- 
digkeiten, fehlen.) Die Dynamik elastischer Körper wird, was dem historischen 
Gang ja einigermaßen entspricht, auf ihre Eignung zur Beurteilung der «Äther- 
vorgänge» (etwa der Lichtausbreitung) untersucht. Die Sonderbarkeiten der 
MeCullaghschen Äthertheorie und die Unmöglichkeit der Vermeidung longitudi- 
naler elastischer Wellen bei der Reflexion zeigen sehr deutlich, daß die elektrischen 
Vorgänge sui generis sind und nicht mit der gewöhnlichen Kontinuumsmechanik 
erklärt werden können. Solche Abschweifungen in die reine Physik treten im 
Buch mehrfach auf (zum Beispiel die Debyesche Quantelung der elastischen 
Eigenschwingungen eines festen Körpers); sie mögen für sehr systematische 
Seelen etwas störend wirken, für den Freund der Natur aber sind sie willkommene 
Ergänzungen, die anzeigen, daß die wahre Physik nicht einfach nach Schub- 
fächern geordnet werden kann. 

Im gleichen Kapitel wird schon auf die wichtige Rolle der Turbulenz hinge- 
wiesen. Die Ähnlichkeitsgesetze der Strömungen werden ziemlich vereinfacht dar- 
gestellt. (Wenn man schon die Grundgleichungen vollständig vorliegen hat, ist 
es doch kaum vorteilhaft, allgemeine Beziehungen aus speziellen Beispielen abzu- 
leiten.) Der Paragraph über die Kapillarität behandelt im wesentlichen die stati- 
schen Oberflächenerscheinungen. Über die Wirbelbewegungen handelt das 4. Ka- 
pitel. Neben den Erhaltungssätzen werden auch die bis auf Singularitäten wirbel- 
freien Strömungen behandelt, wobei auf die Verwendung bipolarer Koordinaten 
in interessanter Weise hingewiesen wird. Weiterhin wird das Vektorpotential 
eingeführt, das Biot-Savartsche Gesetz abgeleitet und die weitgehende Analogie 
zwischen stationären Magnet- und Strömungsfeldern näher beleuchtet. Die 
eigentliche Kinematik der ebenen Wirbelbildung und die Bewegung von Ring- 
wirbeln beschließen das Kapitel. 

Im 5. Kapitel zeigt sich die Sommerfeldsche Kunst ganz besonders. Hier 
werden vor allem Oberflächen-Wasserwellen behandelt, die Gruppengeschwindig- 
keit eingeführt, Kapillar- und Schwerewellen verglichen. Sehr elegant und lehr- 
reich ist die Behandlung von Ringwellen, wo sich Gelegenheit gibt, mathematische 
Betrachtungen über Bessel-Funktionen, insbesondere deren Integraldarstellungen, 
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anzufügen. Die merkwürdigen Schiffswellen, deren Zustandekommen sehr wesent- {|} 
lich vom Dispersionsgesetz der Schwerewellen abhangt, werden zum Schluß mit | 
den Machschen Wellen bei Überschallgeschwindigkeit verglichen. Îl 

Die klassischen Randwertprobleme der Hydrodynamik, insbesondere auch die {|} 
Anwendungen konformer Abbildung, sind dem 6. Kapitel vorbehalten. Da der 
Widerstand der ebenen ne Platte in der Potentialbewegung als Null f 
herauskommt, ergibt sich die Veranlassung, die Totwasser- und Freistrahlbildung 
zu betrachten ing die von-Kärmänsche Wirbelstraße einzuschließen, wobei über 
die neuesten Arbeiten zur Stabilität der letzteren berichtet wird. Auch wird die 
Grenzschichttheorie von PRANDTL kurz erwähnt. 

Die letzten zwei Kapitel bringen Einzelausführungen zur Hydrodynamik und ff 
zur Elastizitätstheorie. Wir erwähnen nur Stokessche Widerstandsformel, Lager- ||] 
theorie, Riemannsche Stoßwellen (mit Bericht über neuere Arbeiten von BECHERT 
über die allmähliche Entstehung der Verdichtungsstöße). Die Turbulenz wird noch 
einmal herangezogen, wobei auf das Modell von BURGERS ziemlich weit ein- 
gegangen wird, obwohl es naturgemäß nur cum grano salis zu nehmen ist. Die 
von SOMMERFELD selbst erheblich verbesserte Methode der Stabilitätsberechnung 
linearer laminarer Strömungen wird in ihrer Weiterentwicklung durch TOLLMIEN, 
SCHLICHTING und andere nur kurz erwähnt. Sie hat sich in den letzten Jahren 
alsim Kerne richtig und auch für die Praxis eminent wichtig erwiesen. 

Im elastischen Schlußkapitel werden unter anderem behandelt: Kristall- 
elastizität, Balkenbiegung, Torsion, Erdbebenwellen. Sehr interessante und nütz- 
liche Übungsaufgaben mit ausführlichen Lösungshinweisen beschließen das Buch, 
das, indem es den kontinuierlichen Übergang der klassischen Hydro- und Elasto- 
dynamik zu den neuesten Entwicklungen vermittelt, von jedem, der sich auf 
diesem Gebiet betätigt oder betätigen will, mit größtem Gewinn studiert werden 
wird. — Dem greisen Verfasser aber gebührt unser herzlichster Dank. J.Ackeret 


Band VI: Partielle Differentialgleichungen der Physik (Wiesbaden 1947). 
332 SE CEA ND D MD MELS EE 


In diesem Schlußband seiner Vorlesungen über theoretische Physik behandelt 
der Verfasser die partiellen Differentialgleichungen vom Standpunkte des Phy- 
sikers aus. Wie er im Vorwort betont, «handelt es sich in diesem Band nicht 
eigentlich um mathematische Physik, sondern sozusagen um physikalische Ma- 
thematik, nicht um die mathematische Formulierung physikalischer Tatsachen, 
sondern um die physikalische Begründung mathematischer Methoden». 

Das erste Kapitel ist den Fourierschen Reihen und Integralen gewidmet. Das 
zweite gibt Allgemeines über partielle Differentialgleichungen und betont an 
Hand von Beispielen den wesentlichen Unterschied zwischen elliptischen, hyper- 
bolischen und parabolischen Differentialgleichungen. Die Randwertaufgaben der 
Wärmeleitung bilden den Inhalt des 3. Kapitels. Das 4. Kapitel enthält eine aus- 
führliche Behandlung der Theorie der Kugel und der Zylinderfunktionen. Im | 
5. Kapitel, betitelt «Eigenfunktionen und Eigenwerte», werden neben dem Problem 
der schwingenden Membran das Problem der Ausstrahlung im unendlichen Gebiet, | 
das Eigenwertproblem der Wellenmechanik und das wellenmechanische Streu- |} 
problem behandelt. Ein letztes Kapitel ist dem Problem der drahtlosen Tele- || 
graphie gewidmet. Übungsaufgaben, mit Anleitung zur Lösung, sind jedem | 
Kapitel beigegeben. 

Auf Schritt und Tritt begegnet man in der Sommerfeldschen Darstellung der | 
«prästabilierten Harmonie» zwischen dem mathematisch Interessanten und dem | 
physikalisch Wichtigen. 
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Nicht nur dem angehenden Physiker, sondern auch dem Studierenden der 
Mathematik ist das Studium dieses Buches des sowohl als Mathematiker wie als 
theoretischer Physiker bekannten Wissenschaftlers warm zu empfehlen. Das 
Buch besitzt alle Vorzüge, die die früheren Bände der « Vorlesungen » auszeichnen. 

M. Plancherel 


Advances in Applied Mechanics, Vol. I. By TH. von KArMAN and 
R. von Mises (Academic Press, New York 1948). 293 pp.; $6.80. 


Das ungeheure Anwachsen der wissenschaftlichen Literatur läßt es erwünscht 
erscheinen, außer den kurzen Literaturberichten zusammenfassende Darstellun- 
gen von neueren Ergebnissen und Methoden herauszugeben. 

Mit dem hier vorliegenden ersten Band einer periodisch erscheinenden Folge 
von solchen Berichten haben die Herausgeber zweifellos einen sehr dankenswerten 
Anfang zur Kanalisierung der Flut gemacht. Der Band enthält die sechs Be- 
richte: 

1. Recent advances in the Mechanics of Boundary Layer flow, von Hucx 
I. DRYDEN; 

2. Modern Trends in Nonlinear Mechanics, von N. MINORSKY; 

3. Survey of Papers on Elasticity Published in Holland 1940—6, von C. B. 
BIEZENO ; 

4. A Mathematical Model Illustrating the Theory of Turbulence, von J. M. Bur- 
GERS; 

5. On Numerical Methods in Wave Interaction Problems, von HILDA GEIRINGER; 

6. On Bergman’s Integration Method in Two-dimensional Compressible Fluid 
Flow, von R. von Mises und M. SCHIFFER. 

Der erste und dritte Bericht befassen sich mit Ergebnissen von Theorie und 
Experiment. H. DRYDEN gibt einen ausgezeichneten Überblick der neueren Ent- 
wicklung der Grenzschichtmechanik. Im Vordergrund steht die sehr befriedigende 
experimentelle Bestätigung der Tollmien-Schlichtingschen Stabilitatsrechnungen 
durch eine ingeniöse Versuchsanordnung von SCHUBAUER und SKRAMSTAD. Es 
bleibt noch die Frage zu klären, wie die Tollmien-Wellen zur eigentlichen Tur- 
bulenz fiihren. Sodann sind die vielen recht verwickelten Rechnungen referiert, 
die die Stabilität bei Druckgradienten in Strömungsrichtung und die Absaugung 
betreffen. Die hohe Stabilität bei Absaugung ergibt interessante Aussichten auf 
mögliche Verbesserungen bei Tragflügeln. DRYDEN referiert dann weiter seine 
eigenen neuen Untersuchungen über das Verhalten der ausgebildeten Turbulenz 
in Grenzschichten, die zeigen, wie die bisherigen, notgedrungen zu einfachen 
Vorstellungen über den Turbulenzmechanismus ungenügend sind und durch ein 
viel mehr detailliertes Bild ersetzt werden müssen. 

C. B. Bıezenos Bericht bezieht sich auf bemerkenswerte Arbeiten, die in Hol- 
land (nicht zuletzt unter dem Einfluß des Autors) auf dem Gebiete der Elastizität 
1940 bis 1946 ausgeführt wurden. Sie betreffen: Stabilität, Plattentheorie, StoB- 
beanspruchungen, Photoelastizität, Schalentheorie, ferner zahlreiche spezielle 
Untersuchungen aus der Ingenieurpraxis (kritische Drehzahlen, Bourdon-Rohre, 
Flanschkupplungen, Spannungen in Schraubenblättern usw.). Das groBe Werk 
von BIEZENO und GRAMMEL und ein Buch über Plastizität von TH. VAN ITERSON, 
die in der Berichtszeit erschienen sind, werden gleichfalls erwähnt. Beide Be- 
richte enthalten recht vollständige und wertvolle Literaturhinweise. 

Bericht 2 vermittelt den Übergang zu den mehr speziellen Berichten über 
einzelne theoretische Vorstöße (Nrn. 4, 5, 6). In sehr klarer Darstellung wird die 
nichtlineare Mechanik, die ja überall in Wirklichkeit vorhanden ist, behandelt. 
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Man weicht ihr aus, solange man kann, und ersetzt mit mehr oder weniger gutem 
Gewissen die «krummen » Gesetze der Wirklichkeit durch gerade Linien. Aber ein- 
mal hat dies ein Ende. Zunächst wird die Topologie des Phasenraumes der Bewe- 
gung eines Massenpunktes an Hand von sehr übersichtlichen Beispielen erläutert, 
sodann über die allgemeinen Methoden der analytischen Behandlung, die auf 
POINCARE zurückgehen, und die spezielleren Anwendungen von VAN DER PoL und 
von KRYLOFF und BOGOLIUBOFF näher berichtet. Nichtlineare Vorgänge sind es, 
die zu den eigenartigen subharmonischen Resonanzen führen, die ja schon von 
HELMHOLTZ und RAYLEIGH gefunden wurden und die in der Theorie der Elek- 
tronenröhren wiederum erscheinen. 

J. M. BURGERS gibt eine Übersicht der von ihm in zahlreichen Arbeiten auf- 
gestellten Modelltheorie der Turbulenz. Die «Turbulenz» wird durch ein sehr 
vereinfachtes Gleichungssystem beschrieben, das «laminare» und «turbulente» 
Lösungen ergibt, wobei aber zunächst stationäre turbulente Bewegungen resul- 
tieren. Man gewinnt den Eindruck, daß schon überraschend viel von den Eigen- 
heiten turbulenter Strömungen damit erfaßt werden; es muß aber der Zukunft 
überlassen bleiben, ob sich das Modell in seiner ursprünglichen Einfachheit 
weiter gebrauchen läßt oder ob Zusatzannahmen kommen müssen, die dann mehr 
oder weniger doch zum vollen Gleichungssystem führen. 

Die beiden letzten Berichte sind sehr spezieller Natur. Auch hier werden die 
Vorgänge zunächst vereinfacht; das, was dann allerdings noch in sehr verwickelter 
Form übrigbleibt, ist so umgeformt, daß es durch Maschinenrechnung eventuell 
erledigt werden kann. Man kann nur hoffen, daß die enormen Anstrengungen 
einmal zu Ergebnissen führen werden, die mit dem Experiment verglichen wer- 
den können. J. Ackeret 


Einführung in die Theorie der Ausbreitung elektromagnetischer 
Wellen in Leitungen und Hohlkabeln. Von H. Bomke und J. GEFAHRT 
(Wissenschaftliche Verlagsgesellschaft, Stuttgart 1950). 163S.,47Abb.; DM.21.50. 


In der deutschsprachigen Literatur existieren vorläufig nur wenige Darstei- 
lungen der in den letzten 15 ue gewonnenen Ergebnisse auf dem Gebiete der 
Mikrowellen. So setzen sich die Verfasser das Ziel, die theoretischen Grundlagen 
der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Leitungen und Hohlkabeln in all- 
gemeinverständlicher Form so darzustellen, daß auch dem Anfänger ein weiteres 
Studium der Spezialliteratur möglich gemacht wird. In einem ersten Kapitel 
werden die notwendigsten Grundlagen der Vektorrechnung und der Elektro- 
dynamik gebracht; ein zweites Kapitel behandelt die Wellenausbreitung in Hohl- 
kabeln mit rechteckigem und kreisförmigem Querschnitt, einschließlich einer 
ausführlicheren Diskussion der Besselschen Differentialgleichung. Ein drittes 
Kapitel hat schließlich die Energieübertragung auf Doppelleitungen und die allge- 
meinen Begriffe der Anpassung und Transformation bei Doppelleitungen und 
Hohlkabeln zum Gegenstand. 

Der mathematische Formalismus ist stets klar und übersichtlich abgeleitet, 
die physikalischen Zusammenhänge kommen dagegen wenig zur Geltung. So 
werden die Doppelleitungen nur mit Hilfe der en Ditferntielslachin für 
Spannung und Strom behandelt, während die exakte Lösung der Maxwellschen 
Gleichungen, wie sie bei den Hohlkabeln ausschließlich ne wird, unerwähnt 
bleibt. Hierdurch geht die Tatsache verloren, daß die Koaxialleitung nur einen 
Spezialfall einer Rohrleitung darstellt, deren Grundwelle im Gegensatz zu den 
übrigen Hohlkabeln die Grenzfrequenz Null besitzt, die aber bei höheren Fre- 
quenzen auch in beliebig vielen Wellentypen angeregt werden kann. Gerade die 


Vol. II, 1951 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 59 


Unterschiede und Beziehungen zwischen Hohlkabel und Doppelleitung bereiten 
aber dem Anfänger größte Mühe, und ihre Nichtbeachtung führt leicht zu Fehl- 
schlüssen, wie zum Beispiel auf Seite 139 bei der Behandlung des reflexionsfreien 
Abschlusses einer Leitung durch einen Flächenwiderstand. Während Doppellei- 
tungen für tiefe Frequenzen hierbei keine Schwierigkeiten bereiten, ist der 
Abschluf im Falle des Hohlkabels nur dann reflexionsfrei, wenn hinter dem 
Flachenwiderstand ein am Ende metallisch abgeschlossenes Leitungsstück von 2/4 
Lange folgt. Die in der Leitungstheorie unentbehrliche Darstellung der Trans- 
formationsprobleme mit Hilfe von Kreisdiagrammen wird nicht erwähnt, und 
die Beispiele für Anregungsmöglichkeiten bestimmter Wellentypen dürfen nur 
symbolisch, aber keinesfalls als technische Realisierungsmöglichkeiten aufgefaßt 
werden. | 
Eine Anzahl von Druck- und Redaktionsfehlern erschwert die Lektüre. So 
wird zum Beispiel das in der ganzen Literatur für den Nabla-Operator festgelegte 
Zeichen auf Seite 24 als Laplace-Operator eingeführt und als solches in allen 
Wellengleichungen benutzt. Es ist zu hoffen, daß trotzdem die Klarheit der Dar- 
stellung und die Ubersichtlichkeit der mathematischen Ableitung voll zur Gel- 
tung kommen werden. A. J.v. Baeyer 


Advances in Electronics. Vol. II. Edited by L. Marton (Academic Press, 
New York 1950). 378 pp., 162 figs.; $7.60. 

Die von L. MARTON herausgegebene Biicherreihe Advances in Electronics soll 
in Form von einzelnen zusammenfassenden Berichten in regelmäßigen Zeitab- 
ständen über den Entwicklungsstand der verschiedenen Zweige der Elektronik 
orientieren. Band I ist 1948 erschienen, der vorliegende Band II 1950. Daß ein 
starkes Bedürfnis nach rascher Orientierungsmôglichkeit vorliegt, ist bei der 
Weitläufigkeit des Gebietes klar; daß ein Bedürfnis nach einer solchen Orientie- 
rung gerade in Buchform besteht, ist unter anderem auch auf Grund von Preis- 
erwägungen zu verstehen. Während aber die in Fachzeitschriften erscheinenden 
zusammenfassenden Berichte keiner anderen Beschränkung als der des Umfanges 
unterliegen, bringt es das Erscheinen in Buchform mit sich, daß die einzelnen 
Beiträge aufeinander abgestimmt sein müssen, erwartet doch der Leser, nicht 
nur ein vielseitiges, sondern auch ein mehr oder weniger vollständiges Bild über 
den Entwicklungsstand zu erhalten. Diese Koordinierung der Beiträge und die 
richtige Auswahl der Mitarbeiter ist die wichtige Aufgabe des Herausgebers. Im 
vorliegenden Band II scheint uns diese Aufgabe besonders gut gelöst worden 
zu sein. Zusammen mit den Beiträgen des ersten Bandes über Oxydkathoden, 
Sekundärelektronenemission, Bildwiedergaberöhren und Ablenksysteme geben 
uns die vier ersten Beiträge von Band II eine in sich geschlossene Darstellung 
aller Fragen, die sich von der physikalischen Seite her bei der Fernsehübertragung 
stellen; es wird gezeigt, wie die Lösung dieser Fragen zur Entwicklung der moder- 
nen Fernsehwiedergabe- und Fernsehempfangsröhren geführt hat (die Bespre- 
chung der schaltungsmäßigen Seite soll in späteren Bänden erfolgen). 

H. Moss berichtet über die Fortschritte der letzten zehn Jahre, die in der 
Konstruktion und in der Fabrikation von Kathodenstrahlröhren erzielt worden 
sind; auf die Dimensionierung der strahlerzeugenden Systeme auf Grund empi- 
risch gewonnener Gesetzmäßigkeiten wird besonders eingegangen. Von P. GRIVET 
stammt ein Beitrag über Elektronenlinsen, der außer der Fokussierlinsen von 
Kathodenstrahlröhren auch die kurzbrennweitigen Linsen der Elektronenmikro- 
skope in die Betrachtungen einbezieht. Die Zusammenstellung von G. LIEBMANN 
über die Bestimmung der Potentialfelder von Elektronenlinsen enthält neben der 
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bekannten Methode des elektrolytischen Troges auch alle wichtigen numerischen 
Methoden sowie die neue Methode der Potentialbestimmung mit Hilfe von Wider- 
standsnetzwerken. Diese letzte Methode scheint heute unter allen Modellverfahren 
die größte Genauigkeit zu erlauben. Im weiteren sind die zahlreichen Methoden 
zur graphischen und numerischen Bestimmung der Bahnen paraxialer und nicht- 
paraxialer Elektronen in Elektronenlinsen kritisch zusammengestellt. Garsale 
GARLICK berichtet über die Eigenschaften von Leuchtsubstanzen, welche in 
Kathodenstrahlrohren verwendet werden, H. FROHLICH und J. H. Simpson über 
den elektrischen Durchschlag in festen Körpern, G. Hox über das Magnetron zur 
Erzeugung von Mikrowellen, G.T. Rapo über das Verhalten ferromagnetischer 
Körper bei Mikrowellenfrequenzen und D. K. Corrs über Mikrowellenspektro- 
skopie. Die beiden letzten Beiträge führen eindringlich vor Augen, wie die Erfor- 
dernisse des letzten Krieges eine Entwicklung erzwungen haben, die heute der 
rein wissenschaftlichen Forschung neue Werkzeuge in die Hand gibt und ihr damit 
neue Möglichkeiten eröffnet. 
Satz und äußere Ausstattung des Buches sind einwandfrei. Das Buch wird 
sicherlich einem weiten Interessentenkreis ausgezeichnete Dienste leisten. 
A.A. Rusterholz 


Some Theory of Sampling. By W.E. DEMING (John Wiley & Sons, 
New York 1950). 602 pp.; $9.—. 

Im Verlaufe der letzten zehn bis fünfzehn Jahre ist die Theorie der Stich- 
probenverteilungen im Zusammenhang mit vielseitigen Anwendungen stark aus- 
gebaut worden. An diesem Ausbau waren vor allem englische, amerikanische und 
indische Statistiker maßgebend beteiligt. Eine erste, knappe Zusammenfassung 
bietet das Buch von F.YATES, Sampling Methods for Censuses and Surveys (Griffin, 
London 1951). 

DEMING behandelt den Gegenstand weit ausführlicher als VATES, sowohl in 
theoretischer Hinsicht als auch bezüglich der Anwendungen. So enthält das Werk 
neben der mathematischen Theorie der Stichprobenerhebungen einen rund 200 
Seiten umfassenden Abschnitt über die neueren Prüfverfahren der mathemati- 
schen Statistik. Es handelt sich dabei zum guten Teil um eine Wiedergabe des 
bekannten Artikels von DEMING und BIRGE in der Review of Modern Physics, 
Bd. 6 (1934). | 


DEMING bespricht verschiedene Anwendungsbeispiele im einzelnen. Zunächst |} 


beschreibt er eine stichprobenweise Ermittlung der Lager an Autoreifen, die 1945 
in den USA. durchgeführt wurde. Als zweites Beispiel zeigt DEMING, wie die 
britisch-amerikanische Mission vorging, die 1946 in Griechenland die Richtigkeit 
der Wahllisten nachzuprüfen hatte. Eine weitere, ausführlich dargestellte An- 
wendung betrifft die stichprobenweise Prüfung der Qualität eines Loses indu- 
strieller Erzeugnisse. 

Das Buch bietet eine umfassende Darstellung eines der neuesten Teilgebiete 
der mathematischen Statistik durch einen der besten Kenner. A. Linder 


Matrizen. Von R. ZuRMUHL (Springer-Verlag, Berlin 1950). 427 S., 25 Abb.; | 
DINS25%507 

Dieses neue Lehrbuch behandelt das gesamte Gebiet der Lehre von den I 
Matrizen umfassend und von Grund auf, so daß es dem Anfänger gleichermaßen | 
wie dem Fortgeschrittenen empfohlen werden kann. Dabei ist die klare und über- | 


sichtliche Darstellung besonders hervorzuheben, außerdem ist der Text mit zahl- ! 
reichen Beispielen erläutert. 
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Das Buch beginnt im 1. Kapitel mit den Elementen der #-dimensionalen 
Vektor- und Matrizenrechnung, schreitet dann über die Theorie der linearen 
Gleichungen (2. Kapitel), wo insbesondere dem Rangbegriff besondere Aufmerk- 
samkeit geschenkt wird, und die im 3. Kapitel behandelte Lehre von den quadra- 
tischen Formen zu den Eigenwertproblemen fort, denen das 4. Kapitel gewidmet 
ist. Im 5. Kapitel wird sodann auf die Theorie der Elementarteiler und Normal- 
formen eingegangen, wobei auch höhere Matrizengleichungen sowie Matrizen- 
funktionen (Weiterbildung der Matrizenpolynome) zur Sprache kommen. 

Ferner behandelt der Verfasser im 6. Kapitel numerische Verfahren zur Auf- 
lösung von linearen Gleichungen und zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigen- 
vektoren von Matrizen. Schließlich werden im 7. Kapitel, das den Charakter eines 
Anhanges trägt, verschiedene Anwendungen der Matrizen auf Elektrotechnik, 
Schwingungen, Differentialgleichungssysteme, Tensorrechnung und Ausgleichs- 
rechnung gestreift. 

Das Buch behandelt also gleichermaßen Theorie und Praxis und füllt, da 
eine derart umfassende Darstellung des Gebiets in der deutschsprachigen Lite- 
ratur bisher nicht existiert hat, eine Lücke aus. FH. Rutishauser 


Histoire de la Mécanique. Par R. DuGas (Editions du Griffon, Neuchatel 
950). 649. ps5. Er. S. 65.—- 

R. DuGas präsentiert in diesem Buch, das durch ein Vorwort von L. DE 
BROGLIE eingeleitet wird, eine Geschichte der Méchanik, die mit ARISTOTELES 
beginnt und bis zu den Arbeiten von HEISENBERG und Drrac fortgeführt wird. 
Im Gegensatz etwa zur berühmten Mechanik von E. Macu ist die Haltung des 
Autors nicht kritisch, sondern rein historisch; gerade dadurch wird aber der Leser 
zu kritischer Betrachtung angeregt. So schafft die breite Behandlung der dogma- 
tisch-aristotelischen Epoche bis zum 16. Jahrhundert eine Spannung, die sich 
zur Ehrfurcht wandelt vor den Schöpfungen der Meister des 17. Jahrhunderts 
(GALILEI, HUYGHENS, NEWTON) und der anschließenden Vervollkommnung der 
Mechanik im 18. Jahrhundert (EULER, MAUPERTUIS, D’ALEMBERT, LAGRANGE). 
Die reiche Ausbeute des 19. Jahrhunderts wird durch eine beschrankte Auswahl 
besonders schöner Arbeiten illustriert, wobei vor allem auf den Ausbau der ana- 
lytischen Mechanik (HAMILTON, JAKOBI) verwiesen sei, und den Abschluß des 
Buches bildet eine ausführliche Darstellung der Grundzüge der relativistischen, 
der Ouanten- und der Wellenmechanik. H. Ziegler 


Grundriß der Photogrammetrie. Von K. SCHWIDEFSKY (Verlag für Wis- 
senschaft und Fachbuch, Bielefeld 1950). 228 S.; DM. 17.80. 

Das bekannte Buch von SCHWIDEFSKY Einführung in die Luft- und Evdbild- 
messung liegt in neuer, erweiterter Form unter dem Titel Grundriß der Photo- 
grammetrie vor. Es beginnt mit einer knappen Darstellung der mathematischen, 
optischen und photographischen Grundlagen der Photogrammetrie, behandelt 
nachher kurz die heute nur noch ausnahmsweise zur Anwendung kommende ter- 
restrische Photogrammetrie und zeigt anschließend die Methoden der Luftbild- 
aufnahme. Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Auswertung. Zunächst 
wird die Luftbildauswertung mit einfachen Hilfsmitteln gezeigt, es folgt die Dar- 
stellung der Entzerrung, worauf das umfangreichste Kapitel der allgemein an- 
wendbaren Methode der Doppelbildauswertung gewidmet ist. Der letzte Abschnitt 
gibt einen Überblick über die zahlreichen Möglichkeiten, mit Photogrammetrie 
verschiedene Raumgebilde, insbesondere Gelände, meßtechnisch zu erfassen. 
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Das kleine Buch kann auf manche Einzelfrage nicht eintreten. Doch gibt 
es kaum wesentliche Punkte der Photogrammetrie, die im Buch nicht irgend- 
einmal berührt würden. Bewußt verzichtet der Autor auf längere Formelherlei- 
tungen; er diskutiert jedoch eingehend deren Ergebnisse. Durchwegs finden 
neueste Ergebnisse Berücksichtigung. So vermittelt die knappe Darstellung dem 
Leser viel mehr Wissenswertes, als der kleine Umfang des Buches vermuten läßt. 
Das Werk dürfte sowohl dem Fachmann als auch demjenigen, der sich über 
Photogrammetrie allgemein orientieren will, gleich wertvoll sein. F. Kobold 


Einführung in die Festigkeitslehre. Von I’. SCHULTZ-GRUNOW (Werner- 
Verlag, Düsseldorf 1949). 244 S., 239 Abb.; DM 15.—. 


Dem Buch liegt die an sich wertvolle Absicht zugrunde, die Festigkeitslehre 
auf möglichst breiter Grundlage darzustellen und dabei auch schwierigere Pro- 
bleme (Schalen, Scheiben, Platten) wenigstens in einigen Sonderfällen zu behan- 
deln. Leider sind jedoch in der Darstellung der Grundlagen verschiedene Fehler 
und Unstimmigkeiten vorhanden. So werden beispielsweise die Zusammenhänge 
zwischen Trägheits- und Zentrifugalmomenten durch den Mohrschen Spannungs- 
kreis dargestellt, der dabei fälschlicherweise als Trägheitskreis bezeichnet wird 
(Bild 80); wichtig scheint mir nicht nur die falsche Bezeichnung, sondern beson- 
ders der Umstand, daß damit die umfassenden Möglichkeiten des wirklichen 
Trägheitskreises verlorengehen. Wenn ferner der Williotsche Verschiebungsplan 
nur für feste gegebene Ausgangselemente dargestellt wird, so wird damit auf 
wichtigste Anwendungsmöglichkeiten verzichtet. Die Darstellung statisch unbe- 
stimmter Balken (Bild 37) ist abzulehnen; es gibt keine «statisch unbestimmte 
Belastung», sondern nur statisch unbestimmte Tragwerke. Diese und weitere 
Beispiele einer unbefriedigenden Darstellungsweise beeinträchtigen den Wert 
des Buches erheblich. F. Stüssi. 
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§ 5. Physikalische Grundlagen 


In Kapitel 2 sind die Hauptteile eines Rechenautomaten bezüglich ihrer 
Funktion beschrieben worden. Gegenstand des vorliegenden Kapitels wird es i 
sein, den Aufbau dieser Teile im einzelnen zu studieren. | 


5.1. Logische Grundschaltungen 


5.10. Elektrische Darstellung dualer Zahlen 


Zunächst soll dargelegt werden, wie die Zahlenwerte und Befehle durch | 
elektrische Signale dargestellt werden. In Kapitel 3 wurde gezeigt, daB alle 1 
einer Maschine vorkommenden Informationen durch die wiederholte Anwen 
dung der Ziffern 0 und 1 ausgedrückt werden können. Für diese zwei Ziffer 
werden nun verschiedene elektrische Analogien verwendet, deren Auswahl i 
allgemeinen von den verwendeten Schaltelementen abhängt. Wichtig sind did 
drei folgenden Möglichkeiten: 

a) Ein- und ausgeschaltete elektrische Leitung für 1 und 0: Dieses Ver- 
fahren wird besonders in Relaisschaltungen verwendet. Die Zahl 1 wird durc 

eine durchgehende Verbindung zur Span 


/ nungsquelle dargestellt, die Zahl 0 durct 

Br = eine unterbrochene Verbindung, gemäß 

quelle Fig. 14a. | 
| 5 b) Zwei verschiedene Spannungspege 

für 1 und 0: Dies kommt in Röhrenschal-f 


tungen zur Anwendung. Das Spannungs 


Do a tae diagramm für die zeitliche Ziffernfolgd] 

U 110010 ist in Fig. 145 dargestellt. Es ist 
| ersichtlich, daß die Spannung zwische 

Up aufeinanderfolgenden 1-Werten nicht auf | 


b einen Ausgangswert zurückkehrt. Diesc 
Darstellung von Zahlen wird daher auch 

7 als «statische» bezeichnet. 
oi | | | | c) Eintreffen oder Ausbleiben eines Im-# 
pulses für 1 und 0, eine Darstellung, welcheff 
im Zusammenhang mit besonderen Spei-f 
me cherverfahren benützt wird. Die zeitliche 

Die Darstellung von Dualziffern durch Folge 110010 sieht in ihrem Spannungsdia- | 
elektrische Analogien. gramm entsprechend Fig. 14c aus. Es ist 
ersichtlich, daß die Werte 1 und 0 hier nicht 

mehr gleichberechtigt sind, indem 0 als Ruhelage eine Vorzugsstellung ein- 
nimmt. 


c 
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5.11. Die logischen Grundoperationen 


Die im vorhergehenden Abschnitt dargelegten Potentiale lassen sich als 
Funktionen auffassen, welche nur zwei Funktionswerte annehmen können. 
Daher ist zu ihrer mathematischen Behandlung der Aussagenkalkül der theo- 
retischen Logik geeignet; der Wert 1 wird als richtige Aussage, der Wert 0 als 
falsche Aussage aufgefaßt. Dieser Kalkül wird hier in seinen Grundzügen als 
bekannt vorausgesetzt!). 

Es läßt sich zeigen [29], daß zur Darstellung aller Aussagenverbindungen 
nur drei Grundverknüpfungen nötig sind, nämlich 
die Negation: ; 2 
die Disjunktion: 

APN = ve 
und die Konjunktion: hD,E)=D&E 

Es wird nun eine Anzahl von Schaltungssystemen beschrieben, welche 
die Ausführung von logischen Operationen besorgen und welche sich in der 
Praxis bewährt haben. Jedes dieser Systeme ist vollständig in dem Sinn, als es 
mindestens die drei erwähnten Grundverknüpfungen auszuführen gestattet. 
Dabei ist es belanglos, ob diese Operationen mit je einem einzigen Element dar- 
gestellt werden oder ob dazu Elemente kombiniert werden müssen. Gelegentlich 
werden auch mehr als drei verschiedene Elemente vorgesehen; dies bewirkt, 
daß gewisse Aussagenverbindungen auf verschiedene Arten verwirklicht werden 
können, und ermöglicht in komplizierteren Fällen eine Materialersparnis. 


5.12. Elektromechanische und elek- 
tronische Verwirklichung A A e se 
Mit elektromagnetischen Relais läBt eel ER 
sich ein einfaches und zweckmäßiges Schal- . 
tungssystem aufbauen; die Darstellung der 
Werte 0 und 1 erfolgt nach § 5.10, Ab- 


À g : 6 
schnitt a. Die Schaltungen sind in Fig. 15 AvB 
gezeigt?). 
Die Ausgänge dieser Schaltungen kön- 
nen verwendet werden, um weitere Kon- la E AeB 
takte zu speisen, oder sie kônnen mit ie te 


Spulen verbunden werden und dadurch Grundschaltungen mit elektromagnetischen 
neue Relais betätigen. In diesem Fall ist zu Relais. 


1) Die hier verwendete Symbolik lehnt sich an diejenige von HILBERT [29] an. 


2) Nach den in der Schweiz üblichen Normen werden die Relaisspulen mit großen Buchstaben 
und die durch sie betätigten Kontakte mit entsprechenden kleinen Buchstaben dargestellt. 
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beachten, daß ein zusätzlicher Zeitverzug eingeführt worden ist, welcher der] 
Anzugs- bzw. Abfallzeit der Relais entspricht; diese Tatsache verbietet in vielen 
Anwendungen die Verwendung zusätzlicher Spulen innerhalb einer Schaltung, | 
obwohl sich dadurch eine bedeutende Einsparung an Material erzielen ließe. 

Die Ansprechzeit von Relais läßt sich nicht wesentlich unter 5 ms redu- 
zieren, ohne daß die Betriebssicherheit leidet. In schnell arbeitenden Rechen- 
automaten muß daher zu Vakuumröhren gegriffen werden. Da nur zwei ver-] 
schiedene Funktionswerte zu verarbeiten sind, werden diese auf der Charakteri- | 
stik der Röhre möglichst weit auseinandergelegt, und die Aussteuerung erfolgt 
weit über den linearen Teil hinaus. Dadurch wird erreicht, daß Typenstreuung 
und Alterung der Röhren nur wenig Einfluß auf die Schaltung haben. — Die | 
Zusammenschaltung der Grundelemente wird durch die Verwendung von | | 
Röhren prinzipiell vereinfacht, da diese, im Gegensatz zu Relaiskontakten, |} 
gleichrichtende Eigenschaft haben und daher den Strom nur in einer Richtung /f} 
durchlassen. 

In den folgenden Abschnitten werden einige der gebräuchlicheren Schal- if 
tungssysteme beschrieben. Eine kurze Übersicht findet sich in [41]. | 


5.13. Verwirklichung mit Dioden 


Die beiden Grundverknüpfungen & und v lassen sich mit Dioden realisieren. 
Die Darstellung von 0 und 1 ist dabei etwa wie folgt: 


0: 0 Volt 
1: + 20 Volt 


Die Schaltungen sind in Fig. 16 ersichtlich. Sie lassen sich ebensogut ver- | 
wenden, wenn die Werte 0 und 1 durch Impulse dargestellt sind, wobei das |}! 
Bezugs- (Ruhe-) Pegel 0 Volt ist. Die angegebenen Spannungs- und Wider- ||] 
standswerte sind als Beispiele zu betrachten. | 

Sollen mehrere Glieder dieser Art zusammengeschaltet werden, so sind sie J 
durch Zuschalten von Trioden voneinander unabhängig zu machen, um Rück- 
wirkungen zu vermeiden. 

Die Negation kann nicht mit Dioden, welche passive Elemente sind, reali- |} 
siert werden, sondern es muß zu gittergesteuerten Rölıren gegriffen werden. 

Dieses Schaltungssystem, welches sich bestens in die Symbolik von Hır- f 
BERT einpaßt, wird in der Maschine EDSAC verwendet [58]. Es sei erwähnt, || 
daß an Stelle der Dioden häufig auch Kristalle (Gleichrichterkristalle) ver- | 
wendet werden; dies geschieht zum Beispiel in der Maschine BINAC sowie an 
andern Orten. 


5.14. Verwirklichung mit Trioden 
Dieses System verwendet zwei Grundverknüpfungen; die erste ist: 
REINE 
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Aus dieser Funktion lassen sich die dreiin $5.11 vorgelegten Operationen durch 
Verwendung folgender Äquivalenzen kombinieren: 


À = }(E, 4), 
BvC=}j(B,C), 
D&E = f(D,E). 


F bedeutet hierbei eine immer falsche Aussage. 


+250V 
Dk 
A 
—Q. 
£ —{ à. AvB & 
50k 
+180 V 
e——t--) 
ae 
2 
+/0V 
150 V 
Fig. 16 


Grundschaltungen mit Dioden. 


Fig. 17a veranschaulicht die entsprechende Schaltung. Die dazugehörigen 
Spannungspegel sind: 
025222008, 


Ieee 20WVoit: 


Die angegebenen Widerstands- und Spannungswerte eignen sich für die Dop- 
peltriode 6 J6. 
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Obwohl eine weitere Grundverknüpfung an sich nicht nötig wäre, ist ihre} 
Verwendung im Interesse einer Materialersparnis doch wünschenswert. Ei 


wird gewählt: 
REIN || 


welches gemäß Fig. 175 realisiert wird. Die angegebenen Werte eignen sick} 
wiederum für die Röhre 6J6. — Diese Elemente können direkt, also ohne a 
Verwendung von Puffern, aneinandergeschaltet werden. 


+150 V 


+300 V *H0V 


Fig. 17 


Grundschaltungen mit Trioden. 


Es ist zu beachten, daB diese Schaltungen keine Induktivitaten oder Kapa 
zitäten enthalten und daher im allgemeinen wenig Neigung zu unerwünschten 
Schwingungen zeigen. 


5.15. Realisierung mit Trioden und Pentoden 


Das hier zu beschreibende System wurde von AIKEN [5] entwickelt; es ver 
wendet die folgenden Verknüpfungen: | 
A&B, 

AVB, 
FINE 


As 


Die Festsetzung bezüglich der Spannungspegel ist diese: 
0: — 20 Volt, 
we sl Wolke, 


Die Diagramme sind in Fig. 18 gegeben. Darunter sind die von AIKEN ver 
wendeten Schaltungssymbole angegeben, welche die Aufstellung von me | 


| 
| 


| 
| 
| 
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 überblickbaren Diagrammen ermöglichen. (Die Buchstaben «C F» sind eine 
Abkürzung für Cathode Follower [Kathodenverstärker]). 

Von Interesse ist besonders die erste Schaltung, welche die Pentode 6AS6 
verwendet. Dies ist eine Röhre, deren Fanggitter eine hohe Steilheit besitzt 
und dadurch den Anodenstrom bereits bei einer mäßig negativen Spannung 
abschneidet. Mit einer konventionellen Pentode wäre die Schaltung nicht in 


#750 V OV +70 +150 V 


er ee 
> 5 eB (il 
—20V 
] B A B A B A 
Fig. 18 


Grundschaltungen mit Trioden und Pentoden. 


dieser einfachen Weise zu verwirklichen, da das Fanggitter zu hohe Steuer- 
spannungen benötigen würde. So aber können die gezeigten vier Grundelemente 
ohne Zuschaltung von Zwischengliedern direkt zu komplizierten Kombinatio- 
nen zusammengeschaltet werden. Außerdem lassen sich die Anoden beliebig 
vieler Röhren parallel schalten, wobei nur ein einziger Spannungsteiler benötigt 
wird. Die Ausgangsvariable ist dann gleich Null, wenn mindestens eine der 
Röhren einen Anodenstrom führt. 

Auch dieses Schaltungssystem verwendet weder Induktivitäten noch Ka- 
pazitäten. Es wird in der Maschine «Mark III» für statische Spannungen sowie 
für Impulse verwendet; die Grundfrequenz der Variablen beträgt dort etwa 
30 ke/s. 

5.16. Quellen für die statischen Spannungen 


In der Anordnung gemäß $ 5.12, welche Relaiskontakte verwendet, werden 
lie statischen Spannungen durch die Stromquelle geliefert, welche eine Bat- 


| 

| 

| 

| 
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terie oder ein rotierender Umformer sein kann. In den Schaltungen mit Va-f 
kuumröhren, wo beiden Werten 0 und 1 wohldefinierte Potentiale entspre- 
chen, haben die Ausgangsvariablen im allgemeinen ihren Ursprung im Speicher,] 
von wo sie in Form von Impulsen ankommen. Es ist also eine Anordnung nötig,f 
welche durch Impulse in eine von zwei verschiedenen Stellungen gebracht 
werden kann und alsdann in dieser Stellung verharrt; diese Bedingung erfüll 
der bekannte Flip-Flop, welcher aus zwei kreuzweise geschalteten Trioden be-} 
steht und zwei stabile Zustände besitzt. | 
Die zum System von § 5.15 passende Flip-Flop-Schaltung ist in Fig. 194} 
gezeigt. Schaltungen für die übrigen Systeme sind ähnlich und werden hier! | 


nicht besprochen. 
ON A 
om: 
B D 


Schaltung des Flip-Flop. 


50V 


Von Wichtigkeit ist die Frage, wie der Flip-Flop durch Impulse gesteuert 
wird. Verfahren, welche die Schaltung durch Steuern eines einzigen Einganges 
abwechselnd in die eine und in die andere Stellung verbringen, werden in 
Rechenautomaten nur ungerne angewendet, da sie nicht genügend betriebs- 
sicher sind. Es ist vorteilhafter, zwei Eingänge vorzusehen, von denen je einer] 
für die Stellung «0» und «1» verwendet wird; das betriebssicherste Verfahre 
verwendet zwei sogenannte Zieherröhren gemäß Fig. 19. Diese sind normaler-M 
weise nicht leitend; ein positiver Impuls auf das Gitter einer dieser Rôhrenil 
macht die Anode leitend, «zieht» die Anodenspannung der benachbarten Flip- 
Flop-Röhre herunter und macht diese ebenfalls leitend. | 

Die Ablesung der Stellung des Flip-Flop erfolgt an einem der Gitter (C, DJ] 
die hier vorhandenen Potentiale entsprechen genau der N ormierung von —20f 
bzw. +1 Volt. Es können somit die Grundelemente von Abschnitt 85.15 an- 
geschlossen werden. | 


Zu beachten ist, daß hier die Eingänge zu den Anoden führen, während die 
Ausgänge von den Gittern herkommen, entgegen der Festsetzung für Trioden. 
| 


in gewöhnlicher Schaltung. 


i Vol. II, 1951 Programmgesteuerte digitale Rechengerate 7A 


———— GEEBn 


EL m ee ST ja, PE 


| 
| 


— 


Bei der Realisierung komplizierterer Schaltfunktionen wird oft die in 


| Fig. 20a angegebene Kombination benötigt. Es ist nun möglich, dies unter 
Verwendung von nur zwei Pentoden zu bewerkstelligen, indem deren Schirm- 
) gitter ebenfalls als aktive Elemente beigezogen werden; sie spielen in diesem Fall 


die Rolle der Anoden des Flip- € 
Flop. Die Realisierung nebst 
dem von AIKEN verwendeten 
Symbol ist unter b und c er- 
sichtlich. Die Anodenkreise der 
Pentoden können ihrerseits 
wieder als Zieher für einen 
weiteren Flip-Flop verwendet D 
werden; dann wird auf einen 

Impuls bei C hin der im ersten 

Flip-Flop enthaltene Ja-Nein- er 
Wert auf den zweiten übertra- 
gen, bleibt aber trotzdem dort 
bestehen. Die Kette kann be- 
liebig fortgesetzt werden, doch 
sind in allen Flip-Flops außer 
dem letzten Pentoden zu ver- 
wenden. Eine solche Kette 
kann als Verzögerungsleitung 
(delay line) mit veränderlicher 
Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit betrachtet werden; die 


Impulse sind abwechselnd an | 

alle geraden und an alle un- 

geraden Glieder anzulegen, a £ 

und die Impulsfrequenz be- x 7 
B 


stimmt die Geschwindigkeit 
der Fortpflanzung. Es sind 
also zwei Gruppen von phasen- arr 
verschobenen Impulsen erfor- Flip-Flop-Schaltung mit Pentoden. 
derlich. Diese zwei Impuls- 
gruppen spielen allgemein im Aikenschen Schaltungssystem eine wichtige 
Rolle. 

Anordnungen von der beschriebenen Art werden überall dort verwendet, wo 
Ja-Nein-Werte um eine oder mehrere Impulszeiten verzögert werden müssen. 
Diese Art der Verzögerung ist betriebssicherer und zuverlässiger als der be- 


_ kannte Tiefpaß, welcher Kapazitäten und Induktivitäten verwendet und 


welcher ebenfalls weite Verbreitung genießt. 


| 
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Es besteht auch die Môglichkeit, den Ausgang einer solchen Kette mit um-| | 
gekehrter Phase gemäß Fig. 21 wieder dem Eingang zuzuführen, wodurch ein! 
Zähler entsteht, der als Ring bezeichnet wird. Diese Anordnung wird häufig. | 


Impulse 
Fig. 21 


Ringschaltung. 


im Leitwerk eines Rechenautomaten verwendet, wo sie zur Steuerung der 
Operationen dient. 


5.17. Die Frage der Betriebssicherheit 


Bei der großen Anzahl der in einem Rechenautomaten verwendeten Schalt- 
elemente spielt die Betriebssicherheit eine bedeutsame Rolle, und es muß von |f 
den Einzelteilen ein hoher Grad von Zuverlässigkeit verlangt werden. Es sind 
für diesen Zweck besondere Röhren auf den Markt gebracht worden, deren 
Kathode eine Lebensdauer von 18000 Stunden besitzt und die sich im Betrieb 
gut bewährt haben. Weiterhin werden die verwendeten Widerstände in bezug | 
auf ihre Belastbarkeit mit einem Sicherheitsfaktor betrieben, und es werden nur! 
Produkte erster Qualität verwendet. Die Verwendung von Elektrolytkonden- 
satoren wird vermieden. | 

Trotzdem muß in einem elektronischen Rechengerät mit mehreren Betriebs- | 
unterbrüchen pro Woche gerechnet werden, und der Aufbau muß daher so. 


erfolgen, daß auftretende Defekte sofort angezeigt werden und leicht behoben. | 
werden können (vgl. $ 4.9). 


} 


| 
| 


L 
[ 
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5.18. Schaltungsalgebren 


Es ist naheliegend, für elektrische Schaltungen nach einer mathematischen 
Symbolik zu suchen, welche einen besseren Überblick über das Verhalten der 
betreffenden Konfiguration gewährt. Insbesondere im Fall von Ja-Nein-Funk- 
tionen, wo die vorkommenden Variablen nur zwei verschiedene Werte annehmen 
können, sind für die Erfüllung gegebener Bedingungen oft mehrere verschie- 
dene Schaltungen geeignet; ein zweckmäßiger Kalkül würde es gestatten, diese 
ineinander überzuführen. 

Der erste Anstoß in dieser Richtung scheint von SHANNON [48] gegeben 
worden zu sein. Er entwickelt eine Schaltungsalgebra, welche das Verhalten 
einer Konfiguration von Relaiskontakten beschreibt. Die Rechenregeln gleichen 
im wesentlichen denjenigen der Booleschen Algebra. 

Eine ähnliche Algebra, welche jedoch etwas weiter geht und mathematisch 
besser fundiert ist, wurde von PLECHL und DUSCHEK [21], [43] vorgeschlagen. 

Das Problem, für eine vorgeschriebene Funktion die Lösung mit dem ge- 
ringsten Aufwand an Schaltelementen zu finden, wurde erstmals von AIKEN 
bearbeitet [5]. AIKEN beschreitet ähnliche Wege wie SHANNON, doch ist seine 
Symbolik speziell für die Darstellung von Vakuumröhren-Operatoren gemäß 
$ 5.15 und $ 5.16 geeignet. Der von ihm mit «Minimizing» bezeichnete Prozeß 
wird mit Hilfe besonderer, eigens für diese Zweck vorbereiteter Tabellen auf 
analytischem Wege durchgeführt. — Im Aikenschen Verfahren sind auch 
gewisse Ansätze zur Einführung der Zeit als einer unabhängigen Variablen 
zu finden; doch lassen sich zeitliche Abläufe nur in beschränktem Grade dar- 
stellen, wie überhaupt alle erwähnten Algebren daran kranken, daß zeitliche 
Veränderungen, also zum Beispiel Rechenprozesse, nicht erfaßt werden können. 

In der Praxis zeigt es sich, daß im allgemeinen beim Entwurf einer Schal- 
tung ein geübter Ingenieur schneller und besser zum Ziel gelangt, wenn er 
durch Probieren die geeignetste Lösung sucht, als wenn er eine Schaltungs- 
algebra verwendet. Dagegen ist zur Formulierung von Bedingungen eine Sym- 
bolik in vielen Fällen wohl geeignet. 


5.19. Die mechanische Schaltgliedtechnik 


An dieser Stelle muß die in den vergangenen 15 Jahren von ZUSE in 
Berlin entwickelte mechanische Schaltgliedtechnik erwähnt werden, obwohl 
sie sich nur für langsame Rechengeräte eignet und im Verein mit elektronischen 
Elementen kaum zur Verwendung kommen kann. Es handelt sich hier um ein 
Rechen- und Speicherverfahren auf rein mechanischer Grundlage, wobei jedoch, 
im Gegensatz zu den Vorgängen in Handrechenmaschinen, nur Ja-Nein-Werte 
vorkommen ; das heißt, die mechanischen Glieder können nur zwei verschiedene 
Stellungen einnehmen. Dieses Prinzip eröffnet interessante Möglichkeiten, und 
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es bestehen für die Weiterentwicklung gute Aussichten. Bisher liegen darüber | 
keine Veröffentlichungen vor. 


5.2. Das Rechenwerk 


Das Rechenwerk führt im allgemeinen nur Additionen aus. Andere Opera- 
tionen, wie Subtraktion, Multiplikation, ferner in gewissen Fällen Wurzelziehen | 
und Division, werden durch ein im Leitwerk permanent eingebautes Programm 
in Additionen aufgespalten. Eine Ausnahme bildet lediglich die gelegentlich 
verwendete dezimale Multiplikationstafel, die zum Rechenwerk gehört; sie ist | 
in $ 5.24 beschrieben. 

Ein Rechenwerk kann in Serie oder parallel arbeiten. Im ersten Fall werden 
die beiden Summanden je durch einen einzigen Kanal geführt und ziffernweise 
in einem einstelligen Addierwerk addiert ; im zweiten Fall werden dem Rechen- 
werk sämtliche » Stellen der Summanden zugleich zugeführt und in n elemen- 
taren Addierwerken gleichzeitig addiert. Es ist klar, daß ein paralleles Addier- 
werk bedeutend schneller arbeitet und bedeutend mehr Material benötigt. 


5.21. Das elementare Addierwerk 


Im Falle des dualen Zahlsystems besitzt das elementare Addierwerk drei 
Eingänge A, B, C und zwei Ausgänge S, U. An den Eingängen A und B werden 
die entsprechenden Ziffern der beiden Summanden eingegeben und bei C ein 
allfälliger dualer Übertrag von der nächstniedrigen Stelle; am Ausgang S ent- 
steht die Summe und am Ausgang U der duale Übertrag. Die Funktionen S 


und U hängen wie folgt von den Variablen A, B, C ab: 
FEB CG SR, 
0 0 0 OO 
OO il (0) 
OT ig) 
Or a il Vi 
iP 1 0) 
SOA OL 
ikke @ OF a 
asl HAL 


Es handelt sich hier also um zwei simultane Funktionen von drei Variablen. | 
Es ist nun ein leichtes, diese Funktionen durch Kombination der Grundelemente | 
herzustellen. Je nach der Art dieser Grundelemente sehen diese Kombinationen. 
etwas verschieden aus. In Fig. 22 ist die Lösung in dem in $5.15 beschriebenen 
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| System wiedergegeben. (Die Bezeichnungen A, B, C, S bedeuten, daß für diese 


Anschlüsse die Konvention bezüglich der Bedeutung von 0 und 1 umgekehrt ist, 
| das heißt, daß in solchen Fällen eine Spannung von —20 Volt eine 1 bedeutet, 


| eine solche von +1 Volt dagegen eine 0. Die Ausgangsvariablen eines solchen 


Addierwerkes rühren im allgemeinen von Flip-Flops her; dieser Umkehrung 


| < — a 
‚ von 0 und 1 kann also durch einfache Vertauschung von zwei Anschlüssen 


| Rechnung getragen werden). 
Es ist zu beachten, daß dieses Addierwerk aus zwei gleichen Teilen besteht, 
| welche die in Fig. 23 angegebene Form haben, und welche zwei duale Ziffern 


A B 
A B 
| V 
| 
| 
2 
Fig. 22 Fig. 23 
Vollständiges elektronisches Addierwerk. Halbes Addierwerk 


(ohne ankommenden Übertrag). 


addieren können, deren Summe S ist. Der erste Teil (in Fig. 22 oben) addiert 
die Ziffern der Summanden, der zweite Teil addiert diese Summe zum Übertrag 
von der vorhergehenden Stelle. Aus jedem dieser Teile kann ein Übertrag V 
kommen; diese Überträge werden in der links befindlichen Pentode gemischt. 
Es läßt sich zeigen, daß niemals aus beiden Teilen gleichzeitig ein Übertrag 
kommen kann. 

Analoge Addierwerke lassen sich mit den in $ 5.13 oder $ 5.14 beschriebenen 
 Schaltungssystemen bauen. 

Es gibt nun noch ein weiteres Verfahren zur Addition dualer Zahlen, 
welches von den beschriebenen grundsätzlich abweicht. Es beruht auf der An- 
wendung der Kirchoffschen Gesetze; solche Addierwerke werden daher als 
Kirchoff-Addierwerke bezeichnet. Sie machen sich die Tatsache zunutze, daß 
die Funktionen S und U in den unabhängigen Variablen A, B, C symmetrisch 
sind. Jede dieser Variablen schickt nun, wenn sie gleich 1 ist, einen bestimmten, 
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genau festgesetzten Strom durch einen Widerstand, etwa gemäß Fig. 24. Es ||] 
ist ersichtlich, daß der Punkt P die Spannungspegel 0, 50, 100, 150 Volt an- | 
nehmen wird, je nachdem, ob die Summe A + B+C gleich 0, 1, 2 oder 3 ist. 
Pur. Es gilt nun, diese Potentiale bezüg- 

| lich ihrer Bedeutung zu interpretie- 

ren. Es ist leicht zu sehen, daß ein 

Übertrag auf die nächste Stelle statt- |) 
Um A fomA Zzuüfinden hat, sobald das Potential | 
= oa 100 Volt oder höher ist. Es ist daher |} 
A 2 eine Schaltung vorzusehen, welche | 
etwa von 75 Volt an einen Übertrag | 

abgibt. Schwieriger ist es, die Ziffern- | 

2 summe S abzuleiten. Die Regel ist | 


B 


wie folgt: Wenn ein Übertrag fest- 

5k 82 gestellt wurde, so sind 100 Volt zu 
subtrahieren. Dann bedeutet 0 Volt 

== eine 0, 50 Volt eine 1. | 

Die Ströme von 10 mA werden 
von Röhren geliefert, die als Quellen 
konstanten Stromes geschaltet sind. 
Die Deutung des Potentiales bei P geschieht ebenfalls durch Röhren. Es wer- 
den für eine Dualstelle insgesamt etwa 16 Trioden benötigt. 

Diese Kirchoff-Addierwerke haben den Vorteil, außerordentlich schnell zu 
arbeiten, was insbesondere im Falle des parallelen Rechenwerkes zur Geltung 
kommt, wo ein Übertrag sich unter Umständen durch alle Stellen fortpflanzen 
muß, ehe das Resultat bereit ist. Ihr Bau und Unterhalt ist jedoch schwierig und 
erfordert bedeutende Erfahrung auf dem Gebiet der elektronischen Schaltungs- 
technik. 

Die gezeigten elementaren Addierwerke führen Additionen, nicht aber Sub- 
traktionen aus. Die Subtraktion wird durch Addition bei vorheriger Komple- 
mentbildung des Subtrahenden ersetzt, wie dies in Kapitel 3 dargelegt worden 
ist. Die Bildung der Komplemente ist überaus einfach, wenn man sich erinnert, 
daß die Variablen im allgemeinen durch einen Flip-Flop ins Addierwerk ein- 
gespiesen werden. Es handelt sich also lediglich darum, den Anschluß von 
einem Gitter zum andern umzuschalten, was auf elektronischem Wege ge- || 
schieht. | 

Die vorstehenden Bemerkungen gelten für das Rechenwerk eines dualen | 
Rechenautomaten. Im Falle dezimaler Maschinen, wo die Dezimalziffern durch 
eine duale Verschlüsselung dargestellt werden, werden im allgemeinen diese | 
vier Dualstellen so addiert, als wären sie eine duale Zahl, das heißt mit Hilfe | 
der obenerwähnten elementaren Addierwerke. Alsdann ist in gewissen Fällen 
eine Korrektur anzubringen, welche sich nach der Art der Verschlüsselung | 


Fig. 24 


Kirchoff-Addierwerk. 


_ dem Übertragseingang wieder zugeführt. Diese 


| benen Arten verwirklicht. 


| 


| sein eines Übertrages in der folgenden Stelle 


Das vorliegende Addierwerk wird diesen Fall 
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richtet. Die Schaltungen, die diese Korrektur bewirken, bauen sich aus den 
ublichen Grundelementen auf; sie sollen im einzelnen hier nicht beschrieben 


| werden. 


5.22. In Serie arbeitende Rechenwerke 


In einem solchen Rechenwerk ist das verwendete Addierwerk nur einstellig. 
Dieses besitzt für jeden Summanden einen einzigen Eingang, wo eine Stelle 


| nach der andern, beginnend mit der niedrig- 


Summanden 


sten, eingespiesen wird. Der entstehende Über- 
trag wird um eine Stellenzeit verzögert und 


Anordnung ist in Fig. 25 gezeigt. Die Verzö- 
gerung wird auf eine der in $ 5.16 beschrie- 


Addıer — 


Von Interesse ist stets das Verhalten eines 
Addierwerkes bei durchgehendem Übertrag, 


das heißt in solchen Fällen, wo das Vorhanden- Mer 


wiederum einen solchen verursacht. Dies tritt 
bei Additionen von folgender Form ein: 


ELLLT +T = 100000. 


dumme 


| ohne Schwierigkeiten bewältigen, da für die Fig. 25 


Addition einer Stelle jeweils die Dauer einer Addierwerk in Serieschaltung. 


ganzen Ziffernzeit zur Verfügung steht. 


In einfachen Rechenautomaten gelangen die Zahlen direkt vom Speicher 
ins Addierwerk. In andern Fällen besitzt das Rechenwerk gesonderte Register, 
welche die Zahlen aufnehmen und für die Verwendung im Addierwerk bereit 
halten. Diese müssen regenerierende Register sein, welche eine Ziffer nach der 
andern abgeben. Die aus dem Addierwerk kommenden Resultate gehen eben- 


falls entweder in den Speicher oder auf ein Zwischenregister. 


Gelegentlich ist in diesem Zusammenhang der Übergang von paralleler auf 
Serien-Darstellung erforderlich; dieser Vorgang ist in [41] beschrieben. 


5.23. Parallel arbeitende Rechenwerke 


Ein solches Rechenwerk verwendet ebenso viele elementare Addierwerke, 
wie die zu verarbeitenden Zahlen Stellen besitzen; alle Ziffern werden gleich- 
zeitig eingegeben, und der Übertrag läuft von einer Stelle zur andern. Hier 
spielen die Zeitkonstanten in den Schaltungen eine wichtige Rolle; denn die 
Summe an der Stelle © (und damit auch der Übertrag zur Stelle 7 + 1) kann 
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erst dann richtig sein, wenn der Übertrag von der Stelle  — 1 her eingetroffen | | 
ist. Daher ist in einem solchen Addierwerk die Additionszeit gleich der Summe | 
der Zeitkonstanten aller elementaren Addierwerke. Dies bewirkt eine empfind- 
liche Verlangsamung des Rechenprozesses. In dieser Hinsicht sind die Kirchoff- 
Addierwerke überlegen, da sich der Übertrag aufzubauen beginnt, bevor die | | 
Ziffernsumme vollständig gebildet ist. fl 

Einen interessanten Sonderfall bilden die parallelen Addierwerke mit f 
Relais. Ihre Zeitkonstante liegt, entsprechend der Ansprechzeit eines Relais, in |] 


6 


es | > 


Eh [as 


ZS 


A+B 
Fig. 26 


Addierwerk mit elektromagnetischen Relais. 


der Größenordnung von 10 ms. Es gibt nun eine Schaltung für das elementare 
Addierwerk, welche für die Verarbeitung des Übertrages keine Zeit benötigt, 
da ein von der vorhergehenden Stelle ankommender Übertrag nicht die Anzie- |] 
hung eines zusätzlichen Relais bewirkt, sondern lediglich gewisse Kontakte fi 
unter Spannung setzt. Fig. 26 veranschaulicht dies: A und B sind die zu addie- 
renden dualen Ziffern; die Klemmen U und U sind unter Spannung, wenn der 
Übertrag 0 bzw. 1 ist. Bei G ist die Spannungsquelle anzuschließen. — Die 
Additionszeit eines parallelen Addierwerkes mit beliebig großer Stellenzahl ist 
nach dieser Anordnung gleich der Ansprechzeit eines einzigen Relais. 

Es ist eine allgemeine Tatsache, daß in einer parallel arbeitenden Maschine | 
das Leitwerk bedeutend einfacher als in einer Seriemaschine wird; dadurch § 
wird der Mehraufwand im Rechenwerk teilweise ausgeglichen. Außerdem ist 
eine Parallelmaschine übersichtlicher, und die Fehlersuche gestaltet sich ein-! 
facher. Falls ein geeigneter Speicher gefunden werden kann, so dürfte das. 
parallel arbeitende Rechenwerk mehr und mehr den Vorzug erhalten. 

Der Vollständigkeit halber ist hier noch beizufügen, daß auch auf dem 
Zählerprinzip arbeitende parallele Rechenwerke im Gebrauch sind. In mecha- I 
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nischen Maschinen, wie zum Beispiel Mark I, gleichen sie den in Handrechen- 
maschinen verwendeten Zählern; in elektronischen Geräten sind es Röhren- 
zähler [49, 57]. 


5.24. Die Multiplikationstafel 


Es wurde eingangs dieses Kapitels darauf hingewiesen, daß das Rechenwerk 
‚einer dezimalen Maschine im allgemeinen die Multiplikation durch wiederholte 
‚Addition ausführt. Gelegentlich findet man jedoch eine sogenannte Multiplika- 
tionstafel; dies ist eine Anordnung von Schaltröhren, welche von zwei dezi- 
‚malen Ziffern direkt das Produkt bildet. Die Tafel besitzt somit zwei Eingänge 
‚für die beiden Faktoren und zwei Ausgänge, da das Produkt zweier Dezimal- 
‚ziffern im allgemeinen eine zweistellige Zahl ist. (Jeder dieser Ein- und Aus- 
jgänge besteht aus vier Anschlüssen, da die Ziffern dual verschlüsselt sind.) Die 
‚beiden Ausgänge liefern die Rechts- und die Linkskomponente des Produkts, 
‚zu dessen Summierung im allgemeinen zwei getrennte Addierwerke nötig sind 
(vgl. $ 3.52). Die Multiplikationstafel beschleunigt den Vorgang der Multipli- 
-kation ganz erheblich. 

Ein Beispiel einer solchen Anordnung ist in [19] beschrieben. 


5.3. Der Speicher 
3.30. Allgemeines 


In einem Rechenautomaten ist es erforderlich, mehrere tausend Zahlen zu 
speichern, welche mit kurzer Suchzeit verfügbar sein müssen. Da eine Zahl aus 
40—50 Dualstellen besteht, beläuft sich die geforderte Speicherkapazität auf 
105 Ja-Nein-Werte oder höher. Im Gegensatz zu allen übrigen Teilen eines 
Rechenautomaten ist die Frage des Speichers bis heute als ungelöst zu betrach- 
ten; keines der bekannten Systeme erfüllt die Anforderungen bezüglich kurzer 
Suchzeit, Betriebssicherheit und annehmbarer Gestehungskosten in befriedi- 
gender Weise. 

Unter der Suchzeit wird die Zeit verstanden, welche nach dem Ansteuern 
einer Speicherzelle vergeht, bis zu dem Zeitpunkt, da der Inhalt dieser Zelle ins 
Rechenwerk gegeben werden kann. Diese Suchzeit muß zur Rechenzeit in einem 
angemessenen Verhältnis stehen. 

In diesem Kapitel werden nun neun Speicherverfahren, welche heute eine 
Bedeutung erlangt haben, beschrieben. Die sogenannten «äußeren Speicher», 
wie magnetische Bänder oder Lochstreifen, sind hier nicht enthalten, da sie 
in $ 5.5 behandelt werden. 


5.31. Der Zähler 


In elektromechanisch arbeitenden Maschinen, zum Beispiel Mark I [1], 
werden die dezimalen Zähler gleichzeitig als Additionswerke und als Speicher 
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verwendet. Die auf diese Weise erreichbare Speicherkapazitat ist recht bei} 
schränkt, da Umfang und Kompliziertheit einer Maschine ein gewisses Maff} 
nicht überschreiten dürfen. Mark I besitzt 72 Zellen mit je 23 Dezimalen. 


5.32. Das Relais || 


Relais mit Haltekontakten erfüllen ebenfalls die an einen Speicher gestellter] 
prinzipiellen Anforderungen und finden in Maschinen wie Mark II [3] Verwen#} 
dung. Auch hier ist die Kapazität auf etwa 100 Zahlen!) beschränkt. 

Die Ansprechzeit betriebssicherer Relais kann heute noch nicht wesentlich) 
unter 6 ms reduziert werden; diese Zeit ist also zum Schreiben mindestens 
erforderlich. | 

Die Ansteuerung einer Speicherzelle erfolgt mittels einer sogenannten Re 
laispyramide ([3], Seite 42). Es läßt sich zeigen, daß zur Auswahl von # Speij 
cherzellen n — 1 Doppelkontakte benötigt werden, welche sich an log, # Relaisii 
befinden. Die Betätigungszeit dieser Pyramide muß ebenfalls mindestens z 
6 ms angenommen werden. Somit wird die totale Suchzeit des Relaisspeichers 
6 ms für das Ablesen und 12 ms für das Speichern betragen. | 


5.33. Der Flip-Flop 


Die vorstehend beschriebenen Speicher sind in ihrer Arbeitsweise langsan} 
und eignen sich nicht für die heute verwendeten, hohen Rechengeschwindig 
keiten. Unter Zuhilfenahme von Elektronenröhren läßt sich bezüglich de 
Suchzeit ein Faktor von 10000 gewinnen. Beispielsweise kann der in $ 5.14 
beschriebene Flip-Flop als Speicher einer einzelnen Dualstelle verwendet wer 
den. In geeigneter Schaltung ist es möglich, einen Ja-Nein-Wert in weniger al 
1 us zu speichern. | 

Das Ansteuern einer Speicherzelle kann wieder mit Hilfe einer Relais 
pyramide erfolgen; doch arbeitet diese im Vergleich zu den Flip-Flops unver; 
hältnismäßig langsam. Dagegen lassen sich die Relaiskontakte der Pyramidé 
durch Schaltröhren nach der Art von § 5.1 ersetzen (vgl. [5], Band 4, Kap. II} 
Seite 6), wodurch die Arbeitsgeschwindigkeit der Selektionsschaltung us | | 
gen des Speichers angepaßt ist. lh 

In gewissen Fällen ist es zweckmäßig, an Stelle der Pyramide eine sogeill 
nante Schaltmatrix zu verwenden, welche den gleichen Zweck erfüllt. Dieses 
Verfahren ist in [18] und [41] beschrieben. 

Dieser Speicher genügt bezüglich seiner Arbeitsgeschwindigkeit und Such. | 
zeit allen Ansprüchen; sein einziger Nachteil ist derhohe Materialverbrauch | 
von zwei Röhren pro Dualstelle. Er kann daher nur in Maschinen von ganz 
kleiner Speicherkapazität, wie zum Beispiel ENIAC [39], [53], [57] verwendet 
See ra oe | 


1) Unter «Zahl» wird hier stets eine vielstellige Zahl samt Vorzeichen verstanden. 


| 
| 
| 
; 


| 


| 
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Br Dagegen gelangt der Flip-Flop in Rechenwerk und Leitwerk ausgiebig 
zur Verwendung, wo einzelne Zahlen oder Dualstellen kurzzeitig zu speichern 
sind. 


5.34. Die Ultraschalleitung 


Nach Vollendung des Rechenautomaten ENIAC entstand das Bedürfnis, 
mit geringerem Aufwand an Elektronenröhren und anderen Teilen einen Spei- 
cher mit einer Kapazität von mehreren tausend Zahlen herzustellen. Eine der 
ersten brauchbaren Lösungen bestand aus einem flüssigkeitsgefüllten Metallrohr 
mit einem Durchmesser von 1-2 cm und 
einer Lange von 50—100 cm; das Rohr ist ES ss) = 
lan beiden Enden durch je einen Piezo- 

ristall abgeschlossen (Fig. 27). Am einen 
Kristall (in der Figur links) werden elek- 
trische Impulse angelegt, welche in me- 
chanische Kräfte verwandelt werden und 
sich der Flüssigkeit in Form von Schall- Verstärker 
wellen mitteilen; alsdann pflanzen sie sich Impulsformer 
in axialer Richtung fort und gelangen auf Fig. 27 
den zweiten Kristall, welcher wieder elek- Speicher mit Ultrasehalleitung. 
trische Impulse erzeugt. Diese Impulse sind 
stark geschwächt und gleichzeitig (infolge der Frequenzabhängigkeit der Über- 
tragung) verformt. Sie werden daher durch einen Verstärker und einen Impuls- 
former geleitet. Daraufhin gelangen sie wieder an den Eingangskristall. Es ist 
ersichtlich, daß auf diese Weise eine einmal eingegebene Impulsfolge während 
beliebig langer Zeit zirkulieren kann und somit gespeichert ist; diese Folge 
besteht aus einer Reihe von Impulsen und Lücken, welche die Ziffern 1 bzw. 0 
bedeuten. Die Anzahl der zu speichernden Impulse ist gleich der Laufzeit der 
Schallwellen im Rohr multipliziert mit der Impulsfrequenz und liegt für prak- 
tische Ausführungen in der Größenordnung von 1000. 
| Um eine gute Erhaltung der Impulsform zu gewährleisten, werden die 
Impulse einem Träger als Modulation aufgedrückt; die Frequenz dieses Trägers 
liegt etwa bei 15 Mc/s und ist gleich der Resonanzfrequenz der Kristalle. 
Empfängerseitig erfolgt eine Demodulation. Die Impulslänge beträgt 1 us oder 
weniger. Die an den Sendekristall anzulegende Spannung beträgt etwa 50 Volt; 
die Dämpfung infolge der Übertragung liegt bei 7 Neper, so daß empfänger- 
seitig etwa 50 mV zur Verfügung stehen. 
Die Piezokristalle sind aus Quarz. Die Flüssigkeit muß bezüglich ihrer 
akustischen Impedanz an den Quarz angepaßt sein, um Reflexionen zu ver- 
meiden; diese Forderung wird durch Quecksilber erfüllt. An Stelle der Flüssig- 
keitssäule ist, wenn auch mit geringem Erfolg, die Verwendung eines Magne- 
siumstabes versucht worden. 


ZAMP 11/6 
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ist wichtig, daß die Laufzeit der Schallwellen in allen Röhren genau diesel 
ist, da sonst die gespeicherten Impulse ihren Synchronismus verlieren. Diet: 
wird durch sorgfältige Reduktion des Temperaturgradienten innerhalb def 
Speichers erreicht. Oft werden auch mehrere Schallkanäle in einem einzigeif 
Gefäß vereinigt [10], [55]; da der Piezoquarz als große Kolbenmembran wirkt 
sind die Schallstrahlen eng gebündelt, und es entsteht kein Ubersprecher| 
Gewisse Konstrukteure bringen sogar im Innern des Gefäßes Reflektoren ani 
so daß die Schallwellen auf einer Zickzackbahn mehrmals hin und hereiler 
Dadurch wird erreicht, daß sich die Form des Quecksilberbehälters mehr der! 
jenigen eines Würfels nähert, was wiederum eine Verringerung des Temperatur i 
gefälles ermöglicht. | 

Die gespeicherten Informationen sind nur zur Zeit ihres Durchlaufes dure 
den Verstärker verfügbar, während sie für die Dauer ihrer Fortpflanzung all 
Schallwellen nicht zugänglich sind. Die Suchzeit kann somit gleich der volle: 
Laufzeit werden, welche in der Größenordnung von 1 ms liegt. 

Die Löschung des Speichers geschieht dadurch, daß der Durchgang dure 
den Verstärker für die Dauer eines Umlaufes gesperrt wird. 

Dieser Speicher eignet sich besonders für Seriemaschinen; er wird jedoc 
auch zusammen mit parallel arbeitenden Rechenwerken verwendet [55]. 

Eine einzelne Ultraschalleitung benötigt für Verstärkung, Impulsformung 
Modulation usw. etwa 15 Vakuumröhren, so daß ein Speicher für 1000 Zahle 
mit 500 Vakuumröhren gebaut werden kann. 

Beschreibungen und Schaltungstechnische Angaben von solchen Speicher 
finden sich in [10], [41], [53], [55], [58]; [30] gibt eine ausführliche Darlegunil| 
der physikalischen Theorie und der konstruktiven Details. 


5.35. Magnetische Trommeln 


Dieser Speicher besteht aus einer rotierenden Trommel, welche mit eineli 
dünnen, magnetisierbaren Schicht bedeckt ist; auf dieser Schicht werden di 
zu speichernden Ja-Nein-Werte in Form von magnetischen Dipolen aufgezeic 
net. Fig. 28a zeigt die entsprechende Anordnung. Es ist ersichtlich, daß did 
Dipole radiale Richtung haben. 

Die Aufzeichnung erfolgt durch einen Strom von einigen Mikrosekunderff 
Dauer, welcher durch die Spule des Magnetkopfes geleitet wird; dem Wert (Î 
entspricht ein negativer, dem Wert 1 ein positiver Impuls, entsprechendl| 
Fig. 28b. Die Ablesung erfolgt mit demselben Magnetkopf. Die induziert 
Spannung ist die zeitliche Ableitung des magnetischen Flusses im Eisenkern! 
sie ist in Fig. 28c dargestellt. 

Von Wichtigkeit ist es, diesen Spannungsverlauf richtig zu deuten, da 
heißt, ihn in eine Folge statischer Spannungen zu verwandeln, welche i 
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{Rechenwerk verwendet werden können. Es gibt hiefür verschiedene Methoden ; 


(die vorteilhafteste scheint ein mit «sampling» (Ausblenden) bezeichnetes Verfah- 
ren zu sein, welches darin besteht, daß während jedes Impulses zu einer fest 
bestimmten Zeit (in der Figur durch Pfeile angedeutet) die Polarität der ab- 


gegebenen Momentanspannung ermittelt wird, welche einen Flip-Flop entspre- 
1) 


b ce 
Fig. 28 


Speicherung auf einem Magnetbelag. 


chend steuert. Das Ausblenden dieses Momentanwertes erfolgt durch ständig 
vorhandene Uhrimpulse (clock pulses), welche eine Schaltröhre kurzzeitig öff- 
nen. Diese Impulse sind in Form von lauter gleichsinnigen Dipolen auf einem 
gesonderten Umfang der Trommel aufgezeichnet; sie werden von dort ebenfalls 
mit Hilfe eines Magnetkopfes abgelesen, verstärkt und in annähernd recht- 
eckige Form gebracht. (Ein einziger Impulsgenerator dieser Art genügt, um 
Uhrimpulse für den ganzen Speicher zu liefern.) — Dieses Verfahren ist in [5] 
beschrieben, und ein ähnliches findet sich in [17]. Andere Vorschläge gehen 
dahin, die Uhrimpulse durch die gespeicherten Informationsimpulse selbst zu 
erzeugen, welche vor dem Ausblenden künstlich verzögert werden. 

Von der «sampling»-Methode grundsätzlich abweichend sind Verfahren, 

ie zur Unterscheidung von 0 und 1 die abgelesenen Impulse differenzieren 

oder integrieren. Damit ist jedoch der Nachteil einer Anfälligkeit gegnüber 
Amplitudenänderungen verknüpft. 
| Ein eigentliches Löschen dieser Magnetisierung ist nicht vorgesehen; der 
magnetische Fluß beim Schreiben wird so stark gewählt, daß die Oberfläche 
‚der Trommel vollständig gesättigt wird. Wenn nun ein Dipol geschrieben wird, 
so wird ein bereits an derselben Stelle befindlicher Dipol völlig überdeckt, falls 
er umgekehrtes Vorzeichen hatte. Es ist jedoch wichtig, daß die Magnetisie- 
rungen mit größter Genauigkeit an derselben Stelle vorgenommen werden, 
ansonst Überlagerungen entstehen, die die Ablesung verunmöglichen. 

Die erreichbare räumliche Dichte der Impulse auf der Trommel hängt stark 
von der Formgebung des Magnetkopfes ab. Die Breite in axialer Richtung 
beträgt im allgemeinen 3-4 mm; doch verwendet Wırrıams Kanalbreiten von 
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weniger als 1 mm. Die Impulslänge in tangentialer Richtung wurde von AIKE!Ï| 
[5] mit großer Sicherheitsmarge auf 2,5 mm festgesetzt; doch gehen BIGELOV 
[13] und andere bis 1/3 mm herunter. Es ist also möglich, pro Quadratmete 
Trommeloberlfäche bis zu 3 - 106 Ja-Nein-Werte zu speichern; bis jetzt inf} 
Betrieb befindliche Maschinen zeichnen aber pro Quadratmeter nur etwa 109} 
Impulse auf (Mark III von AIKEN). Die dort verwendeten Magnetköpfe gleiche? 
denjenigen, welche heute zur Schallaufzeichnung auf Tonbändern mit Eisen 
oxydbelag im Gebrauch sind. Sie besitzen zwei Wicklungen von verschiedener! 
Wicklungssinn und einer Induktivität von je 3-4 mH; die Größe des Luftspal 
tes im Eisenkern beträgt 0,07 mm, und in der gleichen Größenordnung liegt de: 
Abstand des Magnetkopfes von der Trommeloberfläche. Die hohe Induktivitag 
beschränkt die Impulsfrequenz, die zur Aufzeichnung verwendet werden kann] | 
AIKEN verwendet 30 kc/s. Die durch die Dipole in diesen Magnetköpfen indug 
zierte Spannung, welche zur Ablesung verwendet wird, liegt zwischen 50 un 
100 mV; ihre Verstärkung bereitet keine besonderen Schwierigkeiten. 
BIGELow [13], BooTH [17] und andere verwenden an Stelle eines Magne 1 
kopfes einen einzelnen, sehr dünnen Draht mit einer Länge von etwa 1 mm 
welcher in axialer Richtung überaus nahe entlang der Trommel verläuft. Er ver 
ursacht ein magnetisches Feld, welches prinzipiell gleich wie das in Fig. 284 
gezeigte verläuft; zur Sättigung der Trommeloberfläche ist in diesem Fall eing 
Stromstärke von 10—20 A erforderlich. Infolge der niedrigen Impedanz del 
Anordnung können außerordentlich kurze Impulszeiten verwendet werden! 
immerhin sind zur Erzeugung der hohen Stromstärken besondere Schaltunge 
erforderlich. Die zum Zwecke der Ablesung in diesem Draht induzierte Spa 
nung ist sehr klein, doch läßt sie sich durch Zwischenschaltung eines Tran 
formators etwas erhöhen, bevor sie auf einen Verstärker gegeben wird. Mit die} 
ser Anordnung kann eine Impulsfrequenz bis zu 100 kc/s verwendet werde 
Impulsfrequenz, Umfangsgeschwindigkeit und Impulsdichte sind mitein/f 
ander verknüpft: AIKEN verwendet Trommeln von 20 cm Durchmesse 
welche mit 7200 Umdrehungen pro Minute rotieren; doch entstehen dadurch 
bereits konstruktive Probleme schwieriger Art. Die Trommeln bestehen au 
massivem Aluminium. Für die magnetische Oberfläche, deren Dicke 0,01 bill 
0,03 mm beträgt, kann entweder eine galvanisch aufgetragene Nickelschichill 
verwendet werden oder dann eine aufgespritzte Suspension von Eisenoxyd| 
solches Material wird neuerdings zur Verwendung auf Tonbändern in groBeril 
Mengen hergestellt. Ersteres Verfahren wird in England, letzteres in Amerika) | 
bevorzugt. i | 
Da ein Speicher oft mehrere hundert Magnetköpfe verwendet, stellt sich! 
hier wieder das Problem, im Verlaufe eines Rechenvorganges den gewünschter! 
auszulesen. Dies geschieht mit Hilfe von Relais oder, falls ein schnelleres 
Arbeiten erwünscht ist, durch Schaltröhren. Immerhin sind die zum Schreibe 
benötigten Ströme im allgemeinen zu hoch, als daß sie durch Schaltröhre 
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“gesteuert werden könnten, so daß für jeden Schreibkopf eine gesonderte Röhre 
lerforderlich ist. 

Für den Erbauer eines Rechengerätes sind die folgenden Eigenschaften 
I: Art von Speicher charakteristisch: Die Suchzeit ist gleich einer Umdre- 
‘fhungszeit und kann somit nicht wesentlich unter 10 ms herabgesetzt werden 
"(außer durch Anbringung mehrerer Magnetköpfe entlang einem Umfang, was 
lived vielerlei Nachteile mit sich bringt); die Impulsfrequenz ist auf etwa 
*100 kc/s beschränkt; die mechanische Fertigung ist teuer; die Arbeitsweise ist 
“sehr zuverlässig und betriebssicher; die erreichbare Speicherkapazität ist groß; 
‘die Speicherung bleibt nach Ausschaltung der Stromquellen erhalten. 


5.36. Das Selectron 


Dieser Speicher wurde vom Erfinder RAJCHMAN erstmals 1946 beschrie- 
“ben [39]. Die Speicherung beruht auf der bekannten Tatsache, daß eine durch 
einen Kathodenstrahl bombardierte isolierende Schicht zwei stabile Potentiale 
‘lannehmen kann, nämlich dasjenige der Kathode sowie dasjenige der beschleu- 
inigenden Elektrode (Anode). Im ersten Fall sorgen die auftreffenden langsamen 
Elektronen für Aufrechterhaltung des Potentials; im zweiten Fall lösen die 
schnellen Elektronen eine Sekundäremission aus, und das stabile Potential 
stellt sich ein, sobald der Faktor der Sekundäremission gleich 1 ist. 

Das Selectron nach dem ursprünglichen Vorschlag [39], [45] besitzt eine 
fstabfoérmige Kathode, welche von der zylinderförmigen isolierenden Schicht 
(Schirm) umschlossen ist. Dazwischen liegt die beschleunigende Elektrode 
?(Kollektor) in Form eines zylindrischen Gitters. Auf dem Schirm werden nun 
+diskrete Felder ausgeblendet, und zwar mit Hilfe zweier orthogonaler Scharen 
{von Stäben, die zwischen Kathode und Kollektor angebracht sind. Diese sind 
nach elektronenoptischen Gesichtspunkten so geformt, daß der Elektronen- 
{strom nur dann durch ein Fenster treten kann, wenn alle vier begrenzenden 
| Stäbe positives Potential haben. Durch geschickte kombinatorische Verbindung 
‘der Stäbe ist es ermöglicht, daß nur relativ wenig Zuleitungen aus dem Glas- 
kolben zu führen sind. So kann mit Hilfe von nur 18 Anschlüssen ein beliebiges 
von 256 Fenstern geöffnet werden. 

Normalerweise sind alle Fenster geöffnet, wodurch der Elektronenstrom auf 
den ganzen Schirm freigegeben ist; dadurch ist der Ja-Nein-Wert in jeder 
Zelle auf beliebig lange Zeit gespeichert. Zum Schreiben und Ablesen ist noch 
eine weitere Elektrode, die Signalelektrode, vorgesehen, welche auf der Rück- 
seite (also außerhalb) des isolierenden Schirms angebracht ist und somit kapa- 
‘zitiv mit der Schirmoberfläche gekoppelt ist. Um nun eine 0 oder eine 1 in 
‘eine bestimmte Zelle einzuschreiben, werden alle Fenster außer dem gewünsch- 
ten geschlossen; dann erhält die Signalelektrode einen abrupt ansteigenden, 
aber langsam absinkenden negativen (oder positiven) Spannungsstoß. Dadurch 
werden die Potentiale aller Zellen mitgenommen, kehren aber wieder auf ihren 
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Ausgangswert zurück, mit Ausnahme der gewünschten Zelle, in welcher die} 
Zu- oder Abfuhr von Elektronen den Verschiebungsstrom aufwiegen kann. 

Die Ablesung geschieht auf ähnliche Weise, indem das Vorhandensein eines} 
Verschiebungsstromes in der Signalelektrode festgestellt wird. Die zum Schrei-I 
ben oder Ablesen benötigte Zeit beträgt einige Mikrosekunden. Der Speiche 
eignet sich somit für einen außerordentlich schnellen Rechenautomaten. — In 
einer einzelnen Röhre können 256 Ja-Nein-Werte gespeichert werden. | 

Es ist noch kein Rechenautomat unter Verwendung des Selectrons gebautf 
worden. Der heutige Stand der Entwicklung weicht etwas von den gegebenen 
Beschreibungen ab, doch sind darüber keine Veröffentlichungen vorhanden. ||] 


5.37. Die Kathodenstrahlröhre als Speicher 


Der Leuchtschirm einer Kathodenstrahlröhre ist eine isolierende Schicht 
von welcher vorhandene Ladungen nur langsam abfließen können; die Zeit- 
konstante dieser Entladung beträgt etwa 0,2 s. Wenn es somit gelingt, Punkt 
ladungen auf einem Leuchtschirm vor ihrem vollständigen Abklingen abzu 
lesen und zu erneuern, so ist damit ein Speicher für 1000 oder mehr Ja-Nein+ 
Werte “ae 


des Ablesens wie folgt: Außerhalb de Leuchtschirms ist eine Platte ange 
bracht, welche dadurch mit dem Schirm kapazitiv gekoppelt ist; sie ist mit} 
dem Eingang eines Verstärkers verbunden. Soweit ähnelt die Anordnun 
einem Ikonoskop. Eine 0 wird nun geschrieben, indem der Elektronenstrah 
für kurze Zeit auf einen Punkt gerichtet wird. Dadurch entsteht infolge der} 
Sekundäremissions-Eigenschaften des Schirms im Zentrum eine positive La 
dung, welche von einem Wall negativer Ladung umgeben ist. Der Mittelpunk 
dieser Konfiguration ist als Sitz der Speicherung zu betrachten, und das Vor 
zeichen der Ladung an dieser Stelle ist das Kriterium für die gespeicherte Zifferiff 
Soll eine 1 geschrieben werden, so wird, wie vorher, der Strahl kurzzeitig auf 
den betreffenden Punkt gerichtet, kurz danach aber auf eine benachbarte 
Stelle, die etwa um einen Strahldurchmesser entfernt liegt. Der «Wall» dieser 
zweiten Operation wird die positive Ladung am Speicherrand in eine negative 
verwandeln | 

Die bleues geschieht dergestalt, daß der Elektronenstrahl in Richtung 
auf den Speicherpunkt eingeschaltet wird; dadurch entsteht in der mit demi] 
Schirm kapazitiv gekoppelten Platte ein Verschiebungsstrom, dessen Vorzei-H| 
chen vom Vorzeichen der Ladung an dieser Stelle und somit von der gespel- | 
cherten Ziffer abhangt. | 

Es wurde darauf hingewiesen, daB die aufgebrachten Ladungen allmählich. | 
abfließen; die gespeicherten Werte müssen daher periodisch erneuert werden. 
Zu es Zweck wird in zyklischer Folge ein Wert nach dem andern abgelesen. | 


= 
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und sofort neu eingeschrieben. Soll ein Wert zur Verwendung im Rechengerät 
abgelesen werden, so wird der Regenerationszyklus für die Dauer dieser Opera- 
tion unterbrochen. 
Î In der Anordnung von WILLIAMS werden auf einem Schirm 1024 Werte 
‘} gespeichert; die Regeneration oder Ablesung eines Wertes dauert etwa 1 us. 
4 Somit kann der ganze Inhalt pro Sekunde 1000mal regeneriert werden, was 
gegenüber dem Abfließen der Ladung eine weite Sicherheitsmarge darstellt. 
Die Suchzeit ist gegenüber der Ablesezeit verschwindend kurz, da der 
“) Kathodenstrahl sehr schnell von einer Stelle zur andern abgelenkt werden 
| kann. Dieser oft mit «Williams Tube» bezeichnete Speicher eignet sich somit 
für die schnellsten heute im Bau befindlichen Rechenautomaten. 
| Die zur beschriebenen Anordnung gehörenden elektrischen Schaltungen 
1} sind überaus kompliziert und haben bis jetzt noch nicht den gewünschten Grad 
von Betriebssicherheit erreicht. Es wird jedoch an verschiedenen Stellen in 
England und Amerika eine rege Entwicklungstätigkeit betrieben, und es ist zu er- 
warten, daß dieser Speicher eine Rolle von zunehmender Wichtigkeit spielen wird. 
Eine ähnliche Anordnung ist von HAEFF [25] vorgeschlagen worden. 


= 
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5.38. Magnetische Speicherung in diskreten Zellen 


Von den Eigenschaften der magnetischen Hysterese kann, neben der in 
§ 5.35 beschriebenen punktweisen Magnetisierung einer homogenen Schicht, 
auch in der Weise Gebrauch gemacht werden, daß in einem ringförmigen Eisen- 
kern ein positiver oder negativer Fluß induziert und dadurch gespeichert wird. 
‘| Hiefür eignet sich insbesondere eine neue Legierung von Eisen und Nickel, 
+, welche eine nahezu rechteckige Hysteresiskurve besitzt; sie trägt die Marken- 
} bezeichnung «Deltamax». Nach einem Vorschlag von AIKEN, der in [5] und [64] 
| beschrieben ist, werden Ringkerne mit einem Durchmesser von 2 cm und einer 
Dicke von nur 0,05 mm verwendet, welche drei Wicklungen tragen. In dieser 
Anordnung ist es möglich, den in einer solchen Einheit gespeicherten Ja-Nein- 
| Wert durch einen von außen eingegebenen Impuls auf eine nächste Einheit zu 
übertragen; werden viele Einheiten zu einem Ring zusammengeschlossen, so 
} kann dadurch eine Gruppe von Ja-Nein-Werten beliebig lange zirkulieren. Die 
' Geschwindigkeit dieser Zirkulation ist durch die Frequenz der eingegebenen 
} Impulse bestimmt und kann beliebig verändert oder gleich Null gemacht wer- 
| den. Die Zusammenschaltung erfordert keine Elektronenröhren. 
| Diese Anordnung ist nicht als Speicher großer Kapazität gedacht, sondern 
| als Register in einem Rechenwerk, wo eine Verschiebung mit variabler Ge- 
schwindigkeit vorgenommen werden muß, und ebenso als Übergang von Re- 
chenwerk zu Druckwerk oder von Eingang zu Rechenwerk. 

Die höchste verwendbare Impulsfrequenz beträgt 30 kc/s; somit ist dieser 
; Speicher für sehr schnelle Maschinen nicht geeignet. Es ist jedoch anzunehmen, 
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daß im Verlaufe weiterer Entwicklungsarbeiten auch größere Geschwindig- | 
keiten erzielt werden können. | 
Dieser Speicher zeichnet sich durch groBe Einfachheit und Betriebssicher- | 
heit aus. | 
5.39. Chemische Speicherung | 
Bowman (Pittsburg) wies 1949 auf die Möglichkeit hin, Ja-Nein-Werte in | 
chemischen Zellen zu speichern [53]; solche Zellen ähneln im Prinzip einem |} 
Akkumulator. BowMAN beschreibt drei verschiedene Prinzipien, die zur Ver- | 
wendung kommen können; in jedem Fall haben die verwendeten Zellen sehr | 
kleine Ausmaße (Größenordnung 1 mm) und sind überaus einfach gebaut, so f 
daß in einem Speicher leicht 105 oder gar 10% Zellen verwendet werden können. | 
Eine Schwierigkeit bildet die Auswahl der gewünschten Zelle. Ferner sieht man |f 
vorerst noch keine Möglichkeit, die zum Schreiben benötigte Zeit wesentlich 
unter 1 ms zu reduzieren. 
Dieser Speicher befindet sich in den ersten Anfängen der Entwicklung, |} 
und es ist vorläufig nicht vorherzusagen, ob er eine Bedeutung erlangen wird. | | 


Wie in § 2 dargelegt wurde, dient das Leitwerk dazu, die Befehle in der rich- {| 
tigen Reihenfolge aus dem Befehlsspeicher abzulesen und danach in den übrigen 
Teilen des Rechenautomaten die nötigen Operationen auszulösen. Das Leit- 
werk zerfällt somit in Befehlsspeicher und Operationssteuerung. 

Die Befehle können in einem gesonderten Speicher registriert sein, oder es 
kann hiefür der auch für die Zahlen verwendete Speicher herangezogen werden. 
Die beiden Fälle geben dem Leitwerk einen unterschiedlichen Charakter und 
werden hier getrennt behandelt. 


5.4. Das Leitwerk 


5.41. Der gesonderte Befehlsspeicher 


Die zuerst verwendete Methode zur Speicherung von Befehlen war ein ||] 
Lochstreifen, von welchem die Befehle in der vorgegebenen Reihenfolge abge- | 
tastet werden. Die Abtastung kann ähnlich dem in Fernschreibereinrichtungen ||] 
verwendeten Verfahren erfolgen [1], [3]. Sollen neben dem Hauptrechenplan | 
auch Unterpläne verwendet werden, so werden mehrere Abtaster vorgesehen, | | 
die durch Befehle im Hauptplan aufgerufen werden. Diese Pläne können nach | | 
Wunsch zyklisch sein, indem sie einen endlosen Lochstreifen verwenden, der | | 
auf einem Gestell aufgespannt ist und damit eine Länge bis zu 50 oder 100 m ||] 
haben kann. Ein nichtzyklischer Rechenplan wird auf eine Rolle aufgewickelt {|| 
und kann somit in fast beliebiger Länge gefertigt werden. 1 

Dieser Befehlsspeicher ist jedoch in seiner Arbeitsgeschwindigkeit be- || 
schränkt, indem selbst bei sorgfältigster mechanischer Ausführung pro Sekunde || 
nicht mehr als etwa 500 Ja-Nein-Werte abgetastet werden können, was etwa. | 


= 
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} 25 Ein-Adreß-Befehlen entspricht. Ferner ist die Suchzeit für einen beliebigen, 


nicht in der Reihenfolge liegenden Befehl sehr lange, so daß Sprungbefehle nur 


| bei kurzen Rechenplänen angewendet werden können. (Dieser Nachteil wird 


durch Verwendung einer größeren Zahl von Abtastern allerdings bis zu einem 


| gewissen Grade kompensiert; doch bleibt der Anwendungsbereich eines solchen 


Befehlsspeichers auf langsame Maschinen beschränkt.) 

Die Verwendung von magnetischen Bändern an Stelle von Lochstreifen 
mildert die erwähnten Einschränkungen etwas, läßt sie aber prinzipiell beste- 
hen. Eine wesentliche Verbesserung der Situation entsteht jedoch, sobald die 


Befehle in einen Speicher gemäß $ 5.3 gegeben werden, wodurch Ablese- und 
| Suchzeit fast beliebig verkürzt werden können und somit auch mit größten Re- 


chengeschwindigkeiten Schritt halten. So besitzt der Rechenautomat Mark III 


_ [4], [53] eine gesonderte magnetische Trommel zur Speicherung der Befehle, 


deren Suchzeit der Rechengeschwindigkeit genau angepaßt ist. 
In diesem Abschnitt muß noch das Verfahren der Speicherung von Befehlen 


| in Form einer Verdrahtung erwähnt werden. Der in [1] beschriebene Rechen- 


automark Mark I verwendet für kurze Unterpläne Schrittschalter, wobei jeder 
Schritt einem Befehl entspricht; jeder Befehl wird vor Beginn der Rechnung 
durch Einstecken von Kabeln festgelegt. Auch eine feste Verdrahtung für oft 
gebrauchte Unterpläne ist verwendbar. In ähnlicher Weise arbeitete früher das 


|! Leitwerk des ersten elektronischen Rechenautomaten, ENIAC [57]. 


5.42. Befehle im Zahlenspeicher 


Nach dem heute bevorzugten Verfahren werden Befehle und Zahlen, welche 
dann die gemeinsame Benennung «Wort» tragen, im selben Speicher gespeichert. 
Im allgemeinen bietet eine Speicherzelle Raum für einen oder zwei Befehle. 


| Das Leitwerk besitzt nun zwei Arbeitsphasen; in der ersten wird der nächste 


Befehl dem Speicher entnommen, und in der zweiten wird die befohlene Ope- 
ration ausgeführt, was im allgemeinen wieder die Entnahme einer Zahl aus 


' dem Speicher bedingt. Vom Speicher müssen somit die Wörter sowohl zum 
! Leitwerk als auch zum Rechenwerk fließen können. Die Zelle, aus der nun der 
! nächste Befehl zu entnehmen ist, wird durch einen Zähler gekennzeichnet, 
| dessen Inhalt nach jeder Operation um 1 erhöht wird!). Ein Sprungbefehl 
| veranlaßt, daß eine neue Zahl in diesen Zähler eingegeben wird. 


Diese Art der Befehlsspeicherung gewährleistet eine gute Ausgeglichenheit 


| der Rechenzeiten, der Suchzeiten für die Befehle und der für einen Sprung be- 


nötigten Zeit; ferner bieten sich dem Mathematiker bedeutende Möglichkeiten 


in der Planfertigung, was in $ 4.6 ausführlich besprochen ist. Dagegen wird der 
| Rechenprozeß etwas verlangsamt, weil dem Speicher nach jeder Operation ein 
| neuer Befehl entnommen werden muß. 


1) Im Falle von 4-Adreß-Befehlen (siehe $ 4.51) ist das Verfahren abweichend. 
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5.43. Die Operationensteuerung 


Die dem Speicher entnommenen Befehle enthalten eine oder mehrere | I 
Adressen sowie einen Operationsbefehl. Im allgemeinen sind etwa 20 verschie- | | 
dene Operationsbefehle möglich; sie werden mittels einer Pyramide oder einer | 
Matrix (vgl. $5.32 und 5.33) entschlüsselt. Daraufhin wird eine für jede Opera- | 
tion gesondert vorhandene Schaltung angesteuert, welche ihrerseits im Rechen- |} 
werk die zugehörigen Funktionen auslöst, das heißt insbesondere Schaltröhren | 
öffnet und schließt. Für die Ausführung dieser Schaltung besteht eine große | | 
Fülle von Möglichkeiten, und jeder Konstrukteur wird eine individuelle Lösung | 
finden. Das zentrale Glied ist meist ein Ring (vgl. § 5.16) oder ein Zähler, |} 
welcher in bestimmten Abständen vorgerückt wird und in jeder Stellung |} 
gewisse Schaltröhren betätigt. 

In der Fertigung des Rechenplanes spielen die bedingten Befehle (vgl. $4.3) |} 
eine bedeutende Rolle. Deren schaltungstechnische Realisierung ist durchaus | 
trivial und braucht kaum erwähnt zu werden; denn sie besteht lediglich aus jf 
einer Anordnung von Schaltröhren am Eingang der Steuerung der betreffenden | 
Operation. 


5.3. Eingang und Ausgang 


Ein- und Ausgang stellen die Verbindung des Rechenautomaten mit der 
Außenwelt dar; ferner kann der Lochstreifen oder das magnetische Band, falls 
Ein- und Ausgang mit solchen arbeiten, als Träger der sogenannten äußeren 
Speicherung (vgl. $ 2.2) verwendet werden. Anderseits wird auf die Verwen- 
dung eines solchen Bindegliedes oft verzichtet. 

Falls Befehle und Zahlen in einem getrennten Speicher untergebracht sind, 
ist meist für beide ein gesonderter Eingang vorgesehen. 


5.51. Direkter und indirekter Ein- und Ausgang 


Die einfachste Art des Einganges ist eine Tastatur, welche Zahlen direkt ins 
Rechenwerk oder in den Speicher gibt. Dieses Verfahren genügt bezüglich der 
Schnelligkeit und der Fehlersicherheit nur bescheidensten Ansprüchen; jedoch 
ist es als zusätzliche Einrichtung zur Ausführung von Kontrolloperationen 
oder kurzen Rechnungen in jeder Maschine sehr zweckmäßig. 

Die analoge Form des Ausganges ist ein Lampenfeld, welches optisch ab- ff 
gelesen wird; hierzu ist dasselbe zu bemerken wie zur Tastatur. — Weit lei- I) 
stungsfähiger ist die Verwendung einer elektrischen Schreibmaschine, da eine || 
solche 10—15 Ziffern pro Sekunde drucken kann. Im allgemeinen werden han- 
delsübliche Modelle verwendet, und es werden Zugmagnete zur Betätigung der | 
Tasten angebracht. Diese Magnete ihrerseits werden in geeigneter Weise durch | 
die im Rechenwerk oder in einem gesonderten Register enthaltenen Zahlen 
gesteuert. Der Befehl zum Drucken wird in den Rechenplan einbezogen. 


— 


Vol. II, 1951 Programmgesteuerte digitale Rechengeräte 91 


Für einen schnell arbeitenden Rechenautomaten ist jedoch auch dieses Ver- 
fahren noch nicht zweckmäßig; denn im Verlaufe der Lösung eines Problems 
fallen oft in kurzer Zeit zahlreiche Resultate an, während andere Perioden 


‚ wieder ausschließlich der Berechnung dienen und keine Resultate ergeben. Da 


nun das Drucken immerhin eine gewisse Zeit beansprucht, so sind sowohl 
Rechenautomat als auch Druckwerk schlecht ausgenützt. Die beste Lösung ist 
daher die Zwischenschaltung eines speichernden Mediums, welches eine belie- 
bige Menge von Resultaten aufnehmen kann, die alsdann nach Bedarf im 
Druckwerk reproduziert werden. Dieser Prozeß ist unabhängig vom Arbeiten 
des Rechenautomaten und kann vom Bedienungspersonal so organisiert wer- 
den, daß die vorhandenen Apparate bestmöglich ausgenützt sind. Dasselbe 
Medium kann zur Aufzeichnung der in das Rechengerät einzugebenden Zahlen 
verwendet werden; die Aufzeichnung erfolgt ebenfalls an einem vom Rechen- 
gerät gesonderten Apparat. 

Für diesen Zweck kommen Lochstreifen oder magnetische Impulsträger in 
Betracht. 


5.52. Lochstreifen 


Wie bereits bei der Besprechung des Leitwerks erläutert wurde, können 
Lochstreifen als Träger numerischer Informationen verwendet werden. Oft 
werden diese im Verein mit den handelsüblichen Fernschreibereinrichtungen 
verwendet; diese sind in der Lage, pro Sekunde 5—10 Ziffern zu stanzen oder 
abzutasten. Zur Übertragung der Eingangswerte für eine Berechnung erfolgt 
die Lochung durch einen sogenannten Handstanzer, der zur Bedienung eine 
Tastatur besitzt; die gelochten Streifen werden alsdann durch das Rechen- 
gerät abgetastet. Die Resultate anderseits gelangen auf einen durch das Rechen- 
gerät gesteuerten Locher; die Resultatstreifen können alsdann auf einen mit 
einer Schreibmaschine kombinierten Abtaster gegeben werden, welcher eben- 
falls einen Teil der Fernschreibereinrichtungen darstellt, oder sie können wieder 
dem Rechengerät zugeführt werden (bei Verwendung als äußerer Speicher). 

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht in seiner guten Betriebssicherheit 


| sowie in der Verwendungsmöglichkeit handelsüblicher Apparate; doch ist die 
| Schreib- und Abtastgeschwindigkeit für viele Zwecke ungenügend. 


Lochstreifen werden häufig durch Lochkarten ersetzt oder ergänzt, welche 
in ähnlicher Weise verwendet werden. 


5.53. Magnetische Impulsträger 


Bedeutend höhere Geschwindigkeiten erzielen magnetische Impulsträger in 


‘ Form von dünnen Stahldrähten oder von Papierbändern mit einer Eisenoxyd- 
| belegung. (Solche Medien finden heute in der Tonaufzeichnung eine vielseitige 


Verwendung.) Die Aufzeichnung erfolgt in Form von Impulsen und gleicht im 
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wesentlichen dem in $ 5.35 beschriebenen Verfahren; auch die zur Verwendung | 
gelangende Schaltungstechnik ist prinzipiell dieselbe. Es ist jedoch zu beach- | 
ten, daß hier die Magnetköpfe den Impulsträger unmittelbar berühren und | 
daher etwas anders gestaltet sind. Daher kann auch die Impulsdichte erhöht | 
werden, und es ist leicht möglich, 2—4 Impulse pro Millimeter aufzuzeichnen. | 
Soll auf einen Befehl hin jeweils eine einzelne Zahl abgelesen werden, so ||} 
muß der Tonträger in kurzer Zeit auf seine volle Geschwindigkeit von 100 — 
oder gar 200 cm/s beschleunigt und nach Durchlaufen einer Strecke von etwa 
2 cm, also nach weniger als 10 ms, wieder abgebremst werden. Dies stellt nicht | 
nur an die Zerreißfestigkeit des Trägers selbst erhebliche Anforderungen, son- 


dern erheischt die Konstruktion komplizierter Antriebe mit magnetischen |] 


Kupplungen. Dieses Problem ist auf mannigfache Weise gelöst worden (siehe | 
zum Beispiel [4]), doch scheint bisher keine wirklich befriedigende Ausführung 
vorzuliegen. Etwas günstiger liegt die Situation, wenn jeweils ganze Gruppen 
von Zahlen abgelesen werden, da in diesem Fall eine so scharfe Beschleunigung {|| 
nicht erforderlich ist. 

Magnetische Impulsträger können nach Gebrauch gelöscht und fast beliebig 
oft wiederverwendet werden. 


Beitrag zur Statik des Balkens von endlicher Breite 
(Statik plattenartiger Träger) 
Von H. SCHÜRCH, Zürich!) 


(Schluß?)) 


7. Näherungslösung mit Hilfe des Regelflächenansatzes 


Das im vorhergehenden Abschnitt skizzierte Vorgehen soll hier unter ver- ||} 


einfachten Voraussetzungen durchgeführt werden. 

Betrachtet werde zunächst ein «orthotroper Schichtträger» gemäß (5a). 
Der Verformungsansatz sei auf die beiden ersten Glieder «Durchsenkung und 
Verdrehung» reduziert: 


Cfo Vire (6a) 


das heißt die elastische Fläche des Trägers soll eine Regelfläche sein, deren | 


erzeugende Gerade parallel zur (y, z)-Ebene verlaufe (Fig. 6). Von der Eigen- ||} 


verformung des Querschnittes (Querschnittverformung) wird zunächst abge- | 
sehen. 

1) Institut fiir Flugzeugbau an der ETH. 

?) Erster Teil der Arbeit siehe ZAMP 2, 26 (1951). 
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Mit dem reduzierten Ansatz (6a) ergibt sich aus der Verformungsdifferential- 
gleichung (5a) die fiktive Belastung ?,, zu 


| RL Ok |" OR |, 

| Pov = [he Go + y AT +20 || Hu [Se ty 42% yal. 
(7a) 

Der Operator 0/0x soll im folgenden durch den Akzent ’ abgekürzt werden. 


CL LT No LLLY/77, 


Fig. 6 


Fig. 7 zeigt einen quer zur Längsachse aus dem Träger geschnittenen 
Streifen von der Breite dx = 1 mit der Flächenbelastung #,,, welche in einen 
Anteil p,, gemäß (7a) und einen zunächst vernachlässigten Anteil g,, aufgeteilt 
gedacht wird. Es ist dabei zu beachten, daß die Funktionen #,,, und g,, an den 
Unstetigkeitsstellen der Steifigkeitsverteilung Pole aufweisen. Das bedeutet, 
daß die Flächenlasten sich an diesen Stellen zu konzentrierten Linienbelastun- 
gen, Einzelkräften und Momenten «verdichten». 


Fig. 7 
Aufteilung der Belastung py, in einen nichtquerverformenden Anteil Day und in ein queı- 
. verformendes Gleichgewichtssystem £g,,. 


Durch Integration der Belastung p,, über einen Querstreifen des Trägers 
| von der Breite dx = 1 (Fig. 8) erhält man die resultierende Querbelastung 


+00 ni 
PR Sl ba dy =| Bev dy mm (fo Ea) a ( 1 Ku) (8a) 
=o ne 
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und die auf die x-Achse bezogene Torsionsbelastung 


+00 nit 


B= | yhes dy = | Bay dy = (15 Ke)" + Ke) KL): MOT 


YE 
mle 


Fig. 8 


Krümmung des Schichttragers. 
a Elastische Fläche, b zugehörige Belastung, c resultierende Quer- und Torsionslast. 


Dabei bedeuten 


71 


I = k, dy = os i je dy dz+ E _ op / We dy dz [kg cm?], 
No Ee Fa=0 
IE = y Ra dy = Er / i y 2? dy dz + E,-0 | fe u 22 dy dz [kg cm®] , À 
Ne F Fa=0° 
un | 
; 1 E sg oh 
1 =a TAD a= a PE : 1 6 dae eal A ss digs Do | y? 2? dy dz [kg cm] | | 
F i Fy4=0 


N 
L 


Lo =2(1= y) | kdy=4G | | 2? dy dz [kg cm?] 
Na F 

die statischen Querschnittswerte des Trägers als Produkte aus Materialkon- 

stanten (E,G und «) und Flächenträgheitsmomenten von zum Teil höhereı 

Ordnung. 

Die verschiedenen Querschnittswerte charakterisieren bestimmte statische 

Funktionen des Trägers. 


Li 
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K,, stellt die Biegesteifigkeit dar. Der Faktor 1/(1 — u?) beim Anteil der 
‚Scheiben rührt von der Behinderung der Querschnittsverformung (Regelflä- 
Ichenansatz) her. 

| A, sei als «Deviationssteifigkeit» bezeichnet. Diese charakterisiert die Ver- 
idrehung /, des Trägers infolge Querbelastung P, bzw. die Durchsenkung f, 
linfolge Torsionsbelastung P, also die elastische Koppelung von Biegung und 
Torsion, wie sie zum Beispiel bei schiefachsigen 
Trägern auftritt. Die Deviationssteifigkeit ist 
(dementsprechend auch nur dann von Null 
|verschieden, wenn in dem betreffenden Quer- 
schnitt der Schubmittelpunkt (Schwerpunkt 
\der k,-Verteilung, siehe Fig. 9) außerhalb der 
tals Biegeachse definierten x-Achse liegt. 

| Der Ausdruck Z, bedeutet die Torsions- ee 
\steifigkeit des flachen Trägers für konstante die Trägertieie, 
|Verdrillung fi. Diese Torsionssteifigkeit be- 

isteht in der Fähigkeit des Trägers, umlaufende, geschlossene Schubflüsse im 
‚Querschnitt x = const zu übertragen und sei daher als « Schubtorsionssteifig- 
keit» bezeichnet. 

K,, charakterisiert dagegen die Torsionssteifigkeit des Trägers, welche aus 
der Behinderung der Querschnittsverwölbung bei variabler Verdrillung fi 
resultiert und sei daher als «Wölbtorsionssteifigkeit» bezeichnet. 

Die Belastungsgrößen P, und P, werden durch Integration aus der äußeren 
Belastung #,,, erhalten, wobei zu berücksichtigen ist, daß in p,, auch die Auf- 
lagerreaktionen enthalten sind. Diese Auflagerreaktionen müssen gegebenenfalls 
zunächst mit Hilfe einer statisch unbestimmten Rechnung ermittelt werden. 

Die Funktion #,, weist, wie bereits erwähnt, an Unstetigkeitsstellen der 
Steifigkeitsverteilung Pole auf. Solche Unstetigkeiten ergeben sich praktisch 
immer an der Berandung der Träger. Bei der Integration über y ist dabei darauf 
zu achten, daß diese Pole, die einen Teil der Randwerte des Problems darstellen, 
innerhalb des Integrationsintervalls liegen. Dies wird angedeutet durch die 
Bezeichnung der Integrationsgrenzen mit 73 und #;. An diesen Grenzen, 
das heißt außerhalb des Trägerbereiches, verschwindet die lokale Steifigkeit 
mit sämtlichen Ableitungen. Durch diesen Umstand werden die entstehenden 
Formeln weitgehend vereinfacht, indem die Integrale 


| 


nit nyt 
"OR fr OFR 
| 7 dy und \ Oy? dy 
N: 


Ne 


verschwinden. . 
Durch zweimalige Integration der Querbelastung Æ über x, vom Biege- 
momentennullpunkt x, als unterer Integrationsgrenze aus, erhält man das im 
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Querschnitt x — const übertragene, negativ definierte Biegemoment 


MS = de! pur 0 (1024 


Xo 


nh 

Durch einmalige Integration der Torsionsbelastung P, über x, vom Torsions#} 
momentennullpunkt x, aus, erhält man das vom Querschnitt x = const über 
tragene, negativ definierte Torsionsmoment 


D = — / BR dx = h ES Br: (fo K,, )’ zZ ( 5 Ke)" (112 | 


x 


Mit (10a) und (11a) hat man zwei simultane, gewöhnliche Differentialgle 
chungen für die gesuchten Verformungskoeffizienten /, und /, erhalten. A 
diesen läßt sich die Krümmung /j ohne weiteres eliminieren, und es ergibt sic 


D- (ME) = KLy - [A (K, - à). 


Erinnern wir uns an die Definition der einzelnen statischen Querschnitts 
werte, so ergibt sich (Fig. 9): 


Se eg sf Abstand des Schubmittelpunktes 
Ka A | von der Biegeachse (x-Achse); 
ky ay 
UE) 
un 
AE i de se / He ST Wölbtorsionssteifigkeit, bezogen 
2 Xo | 2 


auf den Schubmittelpunkt. 


Na 


Mit diesen Bezeichnungen lautet die Differentialgleichung für den relativen] 
Verdrehwinkel (Verdrehwinkel/Längeneinheit) /, = 


D-Me'=-Lg-(L,p). (12a 


Durch Auflösen von (12a) für die bei einem bestimmten Problem vorgegebe | 
nen Randbedingungen von läßt sich ’ = f} ermitteln. Unter Berücksichti | 
gung von (10a) kann, bei einmal bekanntem //, auch die Durchsenkung fl 
berechnet werden. Damit ist die elastische Regelfläche des Trägers bekannt 

Mit | 

S = p Li (Schubtorsionsmoment) | 


\ Vol. II, 1951 Beitrag zur Statik des Balkens von endlicher Breite 97 
und 1’ = — (y’ L,.)’ (Wölbtorsionsmoment) 
wird die Verdrehungs gleichung (12a) zu 


DNS es i’. 


} Die linke Seite dieser Beziehung stellt die verdrehende Belastung des Trägers 
| dar. Bei exzentrischen und schiefachsigen Trägern (e + 0) bewirkt auch das 
| Biegemoment M und die Querkraft M’ eine Verdrehung. Die rechte Seite 

| beschreibt dagegen die statische Wirkungsweise des Trägers. Die verdrehende 


Fig. 10 Bigs 11 


Schubtorsionsträger. Wölbtorsionsträger. 


Belastung kann auf zwei grundsätzlich verschiedene Arten übertragen werden, 
‚ nämlich als Schubtorsion, dargestellt durch den Term S =  L,, oder als Wölb- 
| torsion, dargestellt durch den Term V’= — (q’ L,)". 
| Die Figuren 10 und 11 veranschaulichen die physikalische Bedeutung der 
hier eingeführten Begriffe an zwei verschiedenartig wirkenden Torsionsträgern. 
Bei beiden handelt es sich um einseitig eingespannte, geradeachsige Träger, die 
| an ihrem freien Ende durch ein Torsionsmoment D beansprucht werden. 
| Fig. 10 zeigt einen Fall reiner Schubtorsionssteifigkeit. Die Wände des 
| geschlossenen Kastenträgers sollen keine Normalspannungen o, übernehmen 
können. Damit können sich die zur x-Achse normalen Querschnitte unbehin- 
| dert verwölben. Das gesamte Torsionsmoment setzt sich in Form von Schub- 
_spannungen r, als Schubtorsionsmoment S ab. 
Im Gegensatz dazu zeigt Fig. 11 einen Fall reiner Wölbtorsionssteifigkeit. 
Ein solcher Träger besteht aus mindestens vier Längsgurten (Versteifungen), 


ZAMP 11/7 
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die, zusammen mit dem Schubverband, paarweise statisch unabhängige Biege- 
träger bilden. Die Kräfte D/b beanspruchen einzeln und in entgegengesetzter f 
Richtung die beiden Biegeträger und werden von diesen als Querkräfte im Steg} | 
weitergeleitet. | 
Im allgemeinen enthält nun ein Schichtträger sowohl Schub- als auch Wölb-. | 
torsionssteifigkeit. | 
Während nun das im Querschnitt übertragene Torsionsmoment vom inne-{} 
ren, statischen Aufbau des Trägers unabhängig ist, ist dessen Aufteilung inf} 
die Komponenten S und V’ im Prinzip ein statisch unbestimmtes Problem 
und im wesentlichen abhängig vom Verhältnis von Wölb- zu Schubtorsions- ff 
steifigkeit L,/L,,. | 
Im vorliegenden Falle wird dieses Problem durch die Differentialgleichung 
(12a) bei gegebenen Randbedingungen gelöst. Die jeder statisch unbestimmten |} 
Rechnung zugrunde liegende Deformationsbedingung ist in dieser Gleichung 
stillschweigend enthalten. Sie lautet explizit: Die Verdrehung infolge Schub- 
torsionsmoment fe = i (S/Z,) dx ist an jeder Stelle x gleich der Verdrehung 


= oe 


infolge Wolbtorsionsmoment ieee = / dx | — dx. 
#1 
Diese Bedingung wird erzwungen durch den kontinuierlichen, schubstarren} 
Schubverband in der Querrichtung. 
Erweitern wir die in diesem Abschnitt gemachten Überlegungen auf einen} 
nichtorthotropen Schichtträger mit beliebigen Versteifungswinkeln gemäß (5). 
Wir erhalten durch analoge Ableitung mit Hilfe des Regelflächenansatzes für! 
die Verformung die beiden gewöhnlichen, simultanen Differentialgleichungen} 
für Biege- und Torsionsmoment: | 


Il r r 1S, | 
M=—=}} K, = fi K, —2f ee tes a (10)| 
X70 | 


und 


Dept 3) tetas Kas) — Kt Ka)! | 


+ 2( tea (Eu fo — Ka, f)): | 


Durch Eliminieren von /j erhalten wir die vollständige Verdrehungsgleichung: | | 


(10) 


Denen ee 


= fi Pot 43, [ira K,.,, (1 Fe -)| en. Kane ar) 
Ren! 
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Die dabei verwendeten Bezeichnungen sind wie folgt definiert: 


NA: = B 
Bun COS" Op | hay Ra Kae ) Kan 
1 Ne 
N 5 
ER = a 5 
K,,, = costa; | 3 R,, 4) K, = K; + De 
| ; 
i 4, 2 7 7 
h og = COS* ay | yh, dy Ky = hese ) es 


— 


e= —.— : Abstand des Schubmittelpunktes [Schwerpunkt der 
(k + > cos? «; R,,)-Verteilung] von der Biegeachse; 

: Abstand des Schwerpunktes der Versteifungs- 
querschnitte » k„; Verteilung) von der Biegeachse. 


Die erweiterte Differentialgleichung (12) für die Verdrehung des nicht- 
orthotropen Tragers zeigt den nämlichen grundsätzlichen Aufbau wie die oben 
| diskutierte Beziehung (12a) für den orthotropen Träger. 

Die verdrehende Belastung erhält ein zusätzliches Glied 


= Kuso | 
(2 M DE tg a; ee 3) 


welches auch bei geradeachsigen Tragern eine elastische Koppelung (Verdre- 
| hung infolge Biegemoment) hervorruft. Mit Hilfe dieser Wirkung von schief- 
‚ winklig eingebauten Versteifungen kann andererseits die elastische Koppelung 
| bei schiefachsigen Trägern bei geeigneter Dimensionierung reduziert werden, 
| was zum Beispiel bei flugtechnischen Anwendungen (Pfeilflügel) von Interesse 
sein kann. 

Die statische Wirkungsweise des Trägers unter verdrehender Belastung ist 
| wieder statisch unbestimmt. Die Versteifungen tragen dabei sowohl zur Schub- 
| als auch zur Wölbtorsionssteifigkeit bei. 


8. Das querverformende Gleichgewichtssystem 


In vielen Fällen kann der Regelflächenansatz w = f, + y fı die wirkliche 
| Verformung des Trägers nur sehr unvollkommen beschreiben. Es ist dann not- 


| 

| 
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| 
wendig, die Wirkung des Gleichgewichtssystems go = Pay — Pau wenigstens an-| 


näherungsweise zu erfassen. 
Durch Einsetzen der nunmehr bekannten Verformungskoeffizienten fo und 
f, erhalten wir für das Gleichgewichtssystem des orthotropen Trägers: 


# ey a a 
= by [a Ge + my +20 — 9 [4 5 


7 7 07k 7 =| 
— ul + 9H) Sa + 2h 


03? Ov 


etwas umgeformt: 


en fie Ry yy Bg (Ve) | : =) | 
day Day a | M Kx. J [as I > Ko i (13) | | 


Die Beziehung (13) drückt das querverformende Gleichgewichtssystem g,, 
in Funktion der äuBeren Belastung und ihrer statisch unbestimmten Anteile | 
M, S und V sowie der statischen Steifigkeitswerte des Trägers aus. 

Die zusätzliche Verformung w, des Trägers infolge g,, kann mit Hilfe der 
bekannten Streifenmethode in den meisten Fällen mit genügender Genauigkeit 
bestimmt werden. Die Anwendung der Streifenmethode wird dabei besonders 
durch den Umstand vereinfacht, daß g,, definitionsgemäß über jeden Querstrei- 
fen in y-Richtung ein in sich geschlossenes Gleichgewichtssystem bildet (siehe 
Fig. 7). Das negative Biegemoment — m* für einen solchen aus dem Träger- 
verband gelöst gedachten Streifen kann somit direkt durch zweimalige Inte- 
gration von g,, über y erhalten werden: 


y y 
Fa Au M Ze 
it = — / dy / Py ty — (be, + Leo) == =e ales: Ve) . (14) 
Dabei sind die « Querverformungsziffern » 
i y © 
À kb 
Cn, TR, / Ey / Rudy, esi 
VER ‘ à 
Om dy — ce) dy, her An 
x, 


” 
AR 
0o = x | k dy 


dimensionslose Funktionen von y, welche fiir jeden Querschnitt x = const | 
eines gegebenen Trägers ein für allemal berechnet werden können. Sind die. 


Mol. II, 1951 Beitrag zur Statik des Balkens von endlicher Breite OM 


‘IBelastungsgrôBen M, V1) und S bekannt, so kann mit Hilfe der Beziehung (14) 
das Streifenbiegemoment m* berechnet werden. Die Verformung eines ortho- 
‘Itropen Streifens infolge m; ergibt sich mit Hilfe der Beziehungen (la), wobei 
m, = MS, M, = My», = 0 gesetzt wird: 


a 


Oy? = k 1 — (k?/R, Ry) u?) ) 


u 


d2w* en my | 


i 
my u k ( 5) 


PT Nbre ne Ba" 


a U 


Die einzeln verformten Streifen können nun wieder zum vollständigen 
Träger zusammengesetzt werden, wobei zu beachten ist, daß die zum Zusam- 
‚jmenpassen der Schnittufer notwendigen Scherkräfte und Momente keine resul- 
Itierende Dyname haben dürfen, das heißt, daß diese statisch unbestimmten 
Belastungen, wiederum für jeden Schnitt zwischen zwei Streifen, Gleichge- 
‚wichtssysteme zu bilden haben. Oft treten Unstetigkeiten auf in der Verfor- 
Imung w*, welche mit der Deformationsbedingung des zusammenhängenden 
‚Trägers in Widerspruch stehen. Solche Unstetigkeiten können «von Hand» 
oder durch geeignet gewählte Ansätze ausgeglichen werden. Dieses rohe Nähe- 
|rungsverfahren ist dann genügend, wenn die Gesamtverformung des Trägers 
\von einer Regelfläche ohnehin nur wenig abweicht, so daß ein Fehler in der 
‚anzubringenden Korrektur sich nur unwesentlich auswirkt. 

Eine Verbesserung ergibt sich bei Anwendung der bekannten Streifenrost- 
‚methode zur Berechnung des Einflusses des querformenden Gleichgewichts- 
‚systems g,,. Diese Methode erfordert jedoch häufig die Berücksichtigung von 
‚statisch unbestimmten Biege- und Verdrehmomenten, so daß schon bei einfa- 
‚chem Rost eine statisch hochgradig unbestimmte Rechnung durchgeführt 
‚werden muß. 

' Wo eine genaue Rechnung gefordert wird, zum Beispiel bei Spannungser- 
mittlungen, kann der durch die Querstreifenmethode gewonnene Näherungs- 
‚wert durch Eingehen in die ursprüngliche partielle Differentialgleichung mit 
Hilfe der Relaxationsrechnung bis zu beliebiger Genauigkeit verbessert werden. 
‚Diese Möglichkeit ist im allgemeinen der Streifenrostmethode vorzuziehen. 


9. Erweiterung des Verformungsansatzes 


Zur Verfeinerung der Berechnung ist es naheliegend, die Ansätze für die 
‚Verformung w zu erweitern. Der dabei zu beschreitende Weg ist durch die 
‚vorangehenden Entwicklungen bereits vorgezeichnet: 

Betrachtet werde wieder ein orthotroper Träger gemäß (5a). Der Verfor- 
 mungsansatz enthalte nun aber außer der Durchsenkung und Verdrehung des 


x 
| De [ V' dx: «Wölbgröße», analog zum Biegemoment M. 
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Querschnittes x — const auch die beiden ersten Terme der Querverformungf 
(Eigenverformung des Querschnittes) gemäß Fig. 5: | 


W= fo+Yh+ Y'a + Y°fs- 


Die dieser Verformung entsprechende Belastung # soll folgenden Bedingun- 


gen genügen: 


mi 2 

|v pay = [yp4 =, 

" = | (8b 
71 + © 

Jypdy=/ypdy-R, 

ne -00 
nit +00 


[Bay = fs 
: er ) 

Mit den Bedingungen (8b), dem Ansatz (6b) und der Differentialgleichun 
(5a) ergeben sich vier simultane Differentialgleichungen, welche die vier Ver 
formungskoeffizienten /,, ..., /, mit der äußeren Belastung, ausgedrückt durchiff 
die Integrale A, ..., Py, und mit den maßgebenden statischen Querschnitts 
werten K verknüpfen: 

Fy = (fo Kz)" RI RR + (fe Ka)" +24 (fa Ko + 3 fs Ba)" 


¥ 


+ (fz Ka)" + (fs Ka)" + 2 u (fp Ki + 3 fs Ke)" 


2 fz Ky + 3 fs Ks)’, 


BS (al ee i 
u 
Ra era ER 


"(RR + (fg Ka)" + 2 ft (fp Ko + 3 fy Ks)" 


(16)| 


SA Re, 
+2 u (A Kyot+th Kite K+ fs Ks) +4 fo K,, AU K, > 

B= (ff Ka)" + IY SPO Renee 
Sl IR, 
+6ußK+ N Ky + ff K+ {4 K,) + 12K, + 36 K,. | 


Mit den statischen Querschnittswerten 


M 71 M 
K,=fyrhdy, K,=/yhay, Ky, = ya. 
Na Na 


Na 
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Eine Auflôsung des Gleichungssystems (16) für beliebige Belastungen P 
und beliebige Steifigkeitskoeffizienten X mit Hilfe von numerischen Methoden 
‚erscheint als außerordentlich schwierig und bietet gegenüber der direkten Lösung 
‘des partiellen Problems (5) mit Hilfe der Relaxationsrechnung kaum irgend- 
welche Vorteile. Bei bestimmten Symmetrie- bzw. Antimetrieverhältnissen 
verschwinden die Verformungskoeffizienten /, und /, bzw. f, und f,, so daß nur 
noch zwei simultane Differentialgleichungen 4. Ordnung zu lösen sind. Dieses 
Problem ist im allgemeinen noch mit erträglichem Aufwand an numerischer 
Rechnung lösbar. 

Auch hier können die gewonnenen Ergebnisse als Grundlage einer Rela- 
xationsrechnung verwendet werden, um genauere Resultate zu erhalten. 


10. Berechnunssbeispiele 


Die Brauchbarkeit der im Vorhergehenden abgeleiteten Formeln soll hier 
lan zwei einfachen Belastungsfällen für einen rechteckigen, einseitig einge- 
spannten, orthotropen Kragträger demonstriert werden. 


a) Verdrehung des Kragträgers durch antimetrische Randscherkräfte 


Ein rechteckiger, orthotroper Kragträger gemäß Fig. 12a von konstanter 
[lokaler Steifigkeit k und À, = 1,2 k, soll durch Randscherkräfte —P,/b = const 
{verdreht werden. Diese Randscherkräfte spielen die Rolle des belastenden 
| Systems #,,. Das Seitenverhältnis des Trägers betrage //b = 1/0,75, das Ma- 

terial habe eine Querdehnungszahl von 1/3. 

Fig. 125 zeigt die grundsätzliche Form der elastischen Fläche bei behin- 
‚derter Querverformung (Regelfläche). 

Mit den getroffenen Annahmen ergeben sich die statischen Querschnitts- 


‚werte zu: 
Le2l= W2=1:$R 


N PR, 


ee, 


Fig. 12 
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Das im Querschnitt x — const übertragene Torsionsmoment beträgt: | 


D'Un 


Die Verdrehungsdifferentialgleichung (12a) bei behinderter Querverformung | | 
lautet damit: 


Mit den Randbedingungen 


y — © (eingespannter Querschnitt), 
1) = 0 (freies Ende). 
Die Lüsung dieser Gleichung kann noch auf analytischem Wege gefunden 


werden. Mit Hilfe eines Exponentialansatzes und unter Berücksichtigung der 
vorliegenden Randbedingungen erhält man: 


JE 1 + 2 sinh A 
= | tonte ch 1. 
À cosh À 


VE y 
1=| Le =| 27 


Nach einmaliger Integration dieses Ausdruckes, unter Berücksichtigung von 
fyo) = 0, ergibt sich der Verdrehwinkelverlauf: 


mit 


Sage sinh À x — IL Sd (cosh À x — 1) + x 


f= fi ( iad > 1/1 + sinh À 2 a | 


Bei einmal bekanntem Verlauf von f, kann die statisch unbestimmte Auf- 
teilung von Din S und V’ ohne weiteres berechnet werden: 


S = fiLor VE Es, Veh Ly. 


Ist einmal S und V bekannt, so läßt sich die Querverformung mit Hilfe ff 
der Beziehungen (14) und (15) ermitteln. Diese Querverformung ist im vorlie-# 
genden Fall von untergeordneter Bedeutung, es soll daher hier nicht näher auf ff 
diese eingegangen werden. 

In Fig. 13 ist der bezogene Verdrehwinkel /, k/P, in Funktion der Träger- 
länge x aufgetragen. Zum Vergleich wurde der Verdrehwinkelverlauf nach | | 
DE ST-VENANT bei vernachlässigten Längsspannungen eingetragen. Es zeigt ff 
sich dabei der sehr erhebliche Einfluß der Behinderung der Querschnittsverwöl- 
bung (axiale Verformung ursprünglich ebener Querschnitte) am eingespannten | | 
Querschnitt auf die Gesamtverformung des Trägers. 
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b) Biegung des Kragträgers durch zentrische Linienbelastung 


Der im vorhergehenden behandelte Kragträger soll durch eine Linienbela- 
stung P,— const gebogen werden (Fig. 14a). Die Querverformung ist in 
‘diesem Falle zu De be cen, Als elastische Fläche wird sich eine Art Sat- 
telfläche ausbilden (Fig. 14). Die dabei zu berücksichtigende Querbiegesteifig- 
keit betrage y Pig = > 
Bei unterdrückter Querverformung erhalten wir zunächst: 


| nee) 


DK QUE 3 12 


Fig. 14 


1) Der Querstrich bei fy soll andeuten, daß sich dieser Wert auf die Durchsenkung der elasti- 
hen Fläche bei behinderter Querverformuns bezieht. 
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich von der Biegelinie des einfachen Balken} 
nur durch den Faktor 1/(1 — u?) der Biegesteifigkeit bei behinderter Querveni 
formung. 

Es soll nun nach der Querstreifenmethode die Querverformung näherungs- 


weise berechnet werden. 
Wir erhalten mit S = V = 0 für das Querbiegemoment aus (14): 


Vv y 


M 


me = — / dy / dm dy — (Mb 0,)" - u p ro» 
wobei 
HET AT COURS LE ve een 
SE D ET | à 


1 

m* ee =, (+ + — 

Für die näherungsweise Bestimmung der Verformung infolge m* ist e 

zweckmäßig, mit einem über die Trägerbreite gebildeten Mittelwert des Quer 
biegemomentes zu rechnen: 


a ei 1 m dy = EF (> + aa (1 — »)?) : 
b 


Mit den Beziehungen (15) ergibt sich daraus die Verformung: 


IN oe) PDs ae 


Ove 2 ie 


= fe" = 0,2508 MX . 
Fig. 15 zeigt den so berechneten Verlauf von /#. Dieser Wert charakteri} 
siert die Krümmung der aus dem Trägerverband gelöst gedachten Streifen. 
Bei x= 0 (eingespanntes Ende) muß nun die Querkrümmung des zu 
sammenhängenden Trägers sowie deren erste Ableitung verschwinden. Di 
Einspannung bewirkt somit eine Reduktion der Querkriimmung in der Umge: 
bung der eingespannten Stelle. Dieser Einfluß soll durch einen zweckmäßig zu 
wahlenden Korrekturfaktor ®,,, berücksichtigt werden, wobei 


ei Er 
Py <x<o,75 = sin’ dal Dunst 


gesetzt wird. Dies entspricht der Überlegung, daß der Einspannungseinfluß ir 
einem Bereich, der gleich der Trägerbreite b = 0,75 ist, praktisch vollständig 
abklingt. 
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Der unter diesen Annahmen berechnete Verformungskoeffizient 

fo = — 0,4515 m* D 
sowie die Durchsenkung bei berücksichtigter Querverformung 
x x 


fo = In + 0,2508 | dx | m* D dx 


0 


wurden in Fig. 15 eingetragen. 
Die Koeffizienten /, und /, können im Prinzip auch mit Hilfe der ersten und 
Hritten Gleichung der Beziehung (16) gefunden werden. 


Fig. 15 


Mit /, = /, = 0 lautet die entstehende Differentialgleichung nach Eliminie- 
ren von fz: 


Be (a Re)" an i 


| i 
= [#8 (Ke, — ge) = 0 =o) 5 Ka’ + 4 (eu FY. 


Durch Auflösen dieser Gleichung erhält man den Verformungskoeffizienten 
2 direkt, ohne daß die sehr rohe « Korrekturfaktormethode» angewendet werden 
nüßte. Die Lösung dieser Differentialgleichung 4. Ordnung stößt jedoch schon 
uf gewisse Schwierigkeiten in der numerischen Auswertung (numerische In- 
tabilitat der Ausdrücke infolge Differenzbildung sehr großer Zahlen), so daß 
lieses Verfahren nicht unbedingt genauere Resultate zeitigt als die ingenieur- 
näßige Querstreifenmethode. Es wurde daher auf eine Durchführung der 
technung an dieser Stelle verzichtet. 


| 
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Summary 


The ordinary simple beam theory deals with structural elements which ar] 
considered as ‘‘one-dimensional’’, for both width and thickness are assumed to bif 
small compared with the length. But for many important applications, thi 
assumption is not valid. Plate-like structures with a width of the same magnitud| 
as the length are often encountered in structural engineering problems. | 

To deal with such ‘‘ beams of finite width’’, a generalized model of a plate-lik@ 
laminated structure is considered. This is a ‘‘two-dimensional’’ structure builf 
up of several layers and having both considerable length and width compared 
with a small but variable thickness. The different layers are used to simulat} 
peculiar elastic properties, for instance due to built-in ribs or reinforcements if 
concrete plates or stringers in aircraft wings, as well as to simulate the action cif 
a core or filler, used in sandwich-type structures as encountered in aircraft desigı 
Thus, this kind of laminated structure behaves like a plate, with generalized, no 
orthotropic elastic properties and with a local rigidity variable over the extensio 
of the plate and variable also in all directions of the middle-surface of the structure 
Arbitrary planforms of structure and supporting conditions are taken int 
account. 

Applying the theory of elastic plates, the relation between load and elasti 
deformation is deduced. Analysis yields a partial, linear differential equation 
fourth order with variable coefficients, as an extension of the biharmonic bendin 
equation of solid plates of uniform thickness. 

By suppressing bending in a specified direction (transverse direction), t 
partial differential equation is broken down in a system of two simultaneot 
ordinary differential equations for the deflection and the angle of twist of trans 
verse cross-sections. These equations may be solved by means of analytical 
numerical analysis. From these, new structural significant values of cross-sectio 
are defined, in addition to the well-known bending rigidity and DE ST-VENANT 
torsional rigidity. These structural values give a more complete picture of tl 
elastic behavior of the beams of finite width. 

The effect of transverse bending initially neglected, is often very small 
However, it can be investigated by means of a strip method or by using furthe 
members of the power series describing deflection, angle of twist and ne may à 


of the transverse cross-sections. Furthermore, the approximate solutions may 
corrected by relaxation methods to any desired degree of accuracy. 

Two simple examples of rectangular plates, clamped at one edge, subject t 
bending and torque, show the use of the formulas deduced in this paper. Furthd 
examples in connection with test results concerning both straight and swepl 
structures are published in Ref. [7]1) which forms the background of this papet 
Ref. [7] also deals with the effect of non-continuous cores and cores with considet 
able deformation in shear, normal to the middle-surface of the structure. In th 
same paper, a numerical method is mentioned to solve the boundary valu 
problem, which involves the differential equations with variable coefficients fa 
the distortion of the structure of variable rigidity. | 

Further problems of plate-like structures will be investigated by means of th 
theory as developed, and reported in later publications. 


(Eingegangen: 22. 6. 1950.) 


1) References see ZAMP 2, 34 (1951). 
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| On Ettel’s Vorticity Theorem 


By CLIFFORD A. T. TRUESDELL, Washington D.C.?) 


A few years ago ERTEL?) discovered a generalization of SILBERSTEIN’s 
| vorticity equation”) for inviscid fluids. ERTEL’s result is of interest partly 
because of its elegant geometrical interpretation, suggested by analogy to the 
celebrated BJERKNES circulation theorem, but more especially because it 
contains an arbitrary function which may be identified with various meteoro- 
logical observables in turn, thus giving rise to a sequence of interesting deduc- 
tions. In this note I shall exhibit the kinematical foundation of ERTEL’s 
equation, thence derive its generalization to viscous compressible fluids, and 
finally discuss some other forms and consequences of it. 

Now at bottom all vorticity theorems are equivalent forms, interpretations, 
or special cases of the LAGRANGE-BELTRAMI®) equation 


2 a 
pi %w) = acurla + «w gradu. (1) 


Here D/Dt denotes the material derivative, « is the specific volume, v is 
‚the velocity, w = curlv is the vorticity, and a = Dv/Dt is the acceleration. 
ERTEL’s result is no exception. Let A be any scalar, vector, or tensor function. 
By vectorial transformations and the equation (1) only we obtain 


| D D 
Ex (x w grad À) = à w Di gradA + (x curl a + à w gradv) grad A 
| 0. 
=awgrad = raw (vgradgrad À) 
+ x w gradv $érad À + x curla grad À (2) 
DA 
| —awgrad 7, — « w{g$rad (v grad À) 


— vgradgrad À — gradv grad À] + « curla grad À ] 


1) Applied Mathematics Branch, Mechanics Division, Naval Research Laboratory. 
‘ 2) H. Errer, Ein neuer hydrodynamischer Erhaltungssatz, Naturwissenschaften 30, 543—544 
| (1942) ; Ein neuer hydrodynamischer Wirbelsatz, Meteorol. Z. 59, 277—281 (1942) ; Über das Verhältnis 
des neuen hydrodynamischen Wirbelsatzes zum Zirkulationssatz von V. Bjerknes, Meteorol. Z. 59, 
1385—387 (1942); Über hydrodynamische Wirbelsätze, Phys. Z. 43, 526—529 (1942).—I am indebted 
to Drs. NEMÉNYI, Prim, and van Tuyt for criticism and discussion of an earlier version of this 
paper, written over two years ago, and to Dr. NEMÉNy1 also for having suggested an investigation 
of the kinematical basis of Errer’s result and for criticism of this paper. 

3) L. SILBERSTEIN, Über die Entstehung von Wirbelbewegung in einer reibungslosen Flüssigkeit, 
Cr. Acad. Sci. Cracovie 280—290 (1896). 

4) E. BELTRAMI, Sui principi fondamentali della idrodinamica, Mem. Acc. Sci. Bologna [3] ih 
431—476 (1871); 2, 381—487 (1872); 3, 349-407 (1873); 5, 443—484 (1874) = Ricerche sulla cine- 
\natica dei fluidi, Opere 2, 202—379, see § 6. 
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Hence finally 


D = 4 
(x w $rad À) -awgrad „, — x curla grad A (3) 


D 
Dt 


This kinematical identity is equivalent to (1), for only (1), and vectorial iden-f 
tities have been used in deriving it, while if A be taken as the radius vector (3) 
in turn reduces to (1). 
ERTEL’s conservation theorem may now be given a purely | 
form: Let A be any substantially constant scalar function such that the projection 
of curla upon the surfaces A = const is always zero, then 


04 
u Su Pe 


where 0/0x,, is the derivative in the direction of the vorticity vector, 1s also a sub 
stantially constant function. 
Proof: The hypotheses are DA/Dt = 0, curla grad A = 0. Hence | 


Daw grad À) 


De à meee 
by (3). For any vector w and any scalar À, 
DA 
w gradA = w a s oO 2e) 


In the particular case of a circulation-preserving motion, curla — 0, an 
FRTEL’s result holds for any substantially constant function A. 

When applied to any specific material, the basic equation (3) may be pu 
into a dynamical form. For a viscous compressible fluid, for example, we 
make the substitution!) 


ae 
curla = curl (« f — » curlw) + grad (p = ah ta x grada | 


— grad (2 v eo ) x grad log u | di 
+ curl{» grad log u [grad v + (grad v).l}, 


where f is the extraneous force, p is the pressure, v= ua, »’ = (À +2 u) x 
À and u are the coefficients of viscosity, and 9 = a! is the density. The general} 
result is rather complicated, and we shall rest content with a discussion of twa 

SEA cases. | | 


1) C. TRUESDELL, The effect of viscosity on circulation, J. Meteor. 6, 6162 (1949), equation (2) | 
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First, for a homogeneous incompressible fluid of uniform viscosity subject 
to conservative extraneous force (3) and (4) yield 


D DA 

Di (w grad À) — w grad Di — > eurlcurlw grad A | 
(5) 

= —v div (curl w x grad À) = » div (A curlcurlw) . | 

Consider a fluid motion in a finite vessel. From the fact that v— 0 upon. 

the walls it is possible to show that curlcurlw is tangential to the walls!). 

| When (5) is integrated over the whole volume V, by the divergence theorem 

‘the right-hand side can be transformed into surface integral, which vanishes 

because ds curlcurlw = 0. Hence we obtain 


da ER. DAR, 
| at | wgradAdV = | w grad Ne (6) 
v V 
In particular, 7f A be any substantially constant function in a motion of 
a homogeneous viscous incompressible fiuid in a finite vessel V, then 


i OA : 
| @ 5, dV = const. (7) 
7 w 
When the effect of viscosity is neglected, by ERTEL’s theorem above we obtain 
the stronger result w 0A/0x,,— const for each particle. That viscosity may 
either increase or decrease the quantity w 0A/0x,, may be seen from an example: 
‚in the special case when w= kw, grad A = k 0A/0z, (5) reduces to 


(8) 


w 


D 0A d?w 02w 
pi 108 (w a) ; (axe iy?) 


and the Laplacian on the right may be either positive or negative, according 

to the circumstances. Thus in a fluid endowed with viscosity ERTEL’s theorem 
w 0A/0x,, — const ceases to hold precisely, yet (7) may be interpreted as a 
statement that for a homogeneous incompressible fluid it continues to hold 
on the average. This example is not the first?) in which a conservation prin- 
ciple holding locally for inviscid incompressible fluids is invalidated by any 
amount of viscosity, however small, but nevertheless remains true in a weaker 
integrated form, however large the viscosity may be, while the integrated 
quantity which is conserved is itself not explicitly dependent upon the magni- 
tude of the viscosity’). 


1) The general proof, employing curvilinear co-ordinates, is lengthy, but the truth of the 
result is suggested from the easily analyzed case of a plane boundary surface. 

2) For another example, see C. TRUESDELL, On the total vorticity of motion of a continuous 
medium, Phys. Rev. [2] 73, 510—512 (1948). 

3) This result illustrates the non-uniform character of the limit #0. Cf. C. TRUESDELL, 
Bernoulli’s theorem for viscous compressible fluids, Phys. Rev. [2] 77, 535—536 (1950). 
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In the case of an inviscid fluid subject to conservative extraneous force | 
(3) and (4) for a scalar A yield ERTEL’s formula 
D DA O(p, x, A) 

pi (%w grad A) — aw grad y, = % Fe 

In any barotropic motion, or in a baroclinic motion where A = A(p, «), the, | 
right-hand side of (9) is zero. In a baroclinic motion in which 


(p, «, A) 
ae y, 2) = 

we may regard the surfaces p=0,+1, 4-2, …, a =0, El, = 2, | 
A=0,+1,+2,... as cutting space into unit #-«-A cells. Equivalently, if | 
we picture the motion in a p-«-A space, the volume inclosed by a surface s 
is simply the number of unit p-«-A cells inclosed by s. Now this same volume 
may be computed in the physical x-y-z space, and by the ordinary formula 
of transformation for volume integrals we have 


| dp da da = = ne) dx dy a | (0 ee) eax dy de. 


(4, 9, 2 
V 


19] 
|| 


Since the transformation between the two spaces is continuous!), the number 
of unit #-«-A cells in V is not changed, and thus by (10) 


0(p, a, A) 
* O(%, 9,2) 


is the number of p-x-A cells per unit mass in the physical space. This inter- 
pretation was derived by ERTEL. 
For a fluid which is not piezotropic, # and « may be regarded as functions 
of the temperature @ and the entropy 7. Then | 
O(p,%,A) _ O(p, 4, A)  0(8, m, À) O(p, «) 0(8, 4, A) _ 0(8, n, A) 


TE 9,2) 0(0,7,4)  0(x, y,2) (6,7) oma oe ay 


where the last result follows from the thermodynamical formula 


ob.) _ 
0(8,m) ae 


Hence ERTEL’s theorem is equally susceptible of interpretation in terms of | 
unit 6-7-A cells. 


1) A precise derivation of the BJERKNES circulation theorem, based similarly upon a continuity | 
argument, is given in C. TRUESDELL, Trois conférences faites à la Sorbonne, U. S. Naval Research 
Lab. Theoretical Mech. Section Mom. No. 3836—1, App. 3€ conf. | 
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ERTEL applied his theorem to several meteorological observables. Another 
‘application occurs in ordinary gas dynamics, where Dn/Dt = 0 and hence it 
{is natural to put A = 7 and obtain by (11) and (9) 


pa 
ikl rie const. (12) 


| This result might be applied to an analysis of the entropy gradient and vorti- 
‚city in the flow behind curved shock. 


Fig. 1 


A very simple application of ERTEL’s theorem which seems to have escaped 
notice is to be found in a flow of an incompressible but inhomogeneous fluid: 
Da/Dt = 0, but « + const. Putting A = « in (9) yields 


Ou. 

w UM —ZCOUSE (13) 
for each particle. Thus if for a given particle | 0x/0x, | decrease, w must in- 
crease, and conversely; furthermore, 0x/0x, is always of one sign. To grasp 
this result, consider a very special case: a steady complex-laminar flow in which 
Bernoullian surfaces (surfaces which are both stream-surfaces and vortex- 
surfaces) exist. The normal distance between two neighboring stream-lines on 
a Bernoullian surface is then Ax,; since & = const upon each stream-line the 
difference Ax for the two stream-lines is similarly constant. Hence if the 
stream-lines on a Bernoullian surface diverge in the direction of flow, the 
vorticity must increase, while if they converge, the vorticity must decrease. 
In the general case when Bernoullian surfaces do not exist and the vorticity 
and velocity are not perpendicular, a corresponding analysis in terms of the 
paths of the particles is more elaborate. 


ZAMP 11/8 
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Now since flows of the type under consideration are reversible, no definitef! 
conclusion regarding the signs of the terms is possible: if a given flow be such] | 
that the particles move into a region of lower density gradient, equally possiblefi 
is the reverse flow in which the particles move into a region of higher density] 
gradients. We may nevertheless infer a remarkable conclusion from (13) | 
Consider a flow (say for simplicity a steady flow) in which any two stream- 
lines diverge increasingly in the direction x of motion (Fig. 1). 

Since «= const on each stream-line, then | grad « | + 0 as x + + oo, and | 
thus the fluid is flowing into a region of more nearly uniform density; a fortiori 
0a/0x,, > 0. Subject to the assumption!) that w + 0, Ox/0x,, + 0 in some 
region B, from (13) it follows that w > oo as x > + co: that 1s, in flows 0; 
this type as the density becomes more nearly uniform the vorticity increases 
without limit. | 


Zusammenfassung 


Eine kinematische Verallgemeinerung von ERTELS Wirbelsatz wird abgeleitet 
Die allgemeine Formel wird für ein zähigkeitsbehaftetes kompressibles Mediunf 
spezialisiert; ebenso werden weitere Spezialfälle behandelt. Es wird gezeigt| 
daß ERTELS Satz in einem reibenden kompressiblen Medium im räumlichert 
Mittel, im allgemeinen aber nicht lokal gilt. 


(Received: September 26, 1950.) 
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Die Grundlagen der mathematischen Plastizitätstheorie 
und der Versuch 


Von PMP BTE ARD AItRACA ANA) 


Zu Prof. Stüssıs Aufsatz mit demselben Titel in dieser Zeitschrift?), der bei 
sonders von meiner Theorie des plastischen Ausbeulens handelt, sei es mir Has | 
das Folgende zu bemerken. | 

Do Stüssı schließt aus einigen Versuchen an Rohren, daß die mathema-l 
tische Plastizitätstheorie und damit auch meine Theorie des plastischen Beulensf# 
von Platten ungültig sei. | 

Seine Versuche haben nichts ergeben, was nicht schon lange bekannt wäre. Seine 
aus diesen Versuchen gezogenen Schlußfolgerungen sind aber nicht richtig. 


1) This een is never satisfied by a plane or a rotationally-symmetric flow. | 
2) Cornell University, Ithaca, New York. 
3) ZAMP 1, 254 (1950). 
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1. Prof. Stüssı hat gemessen, daß bei den plastischen Formänderungen die 
| Querkontraktion e,,; kleiner ist als die Hälfte von Expy Weil nach der Plastizi- 
Itätstheorie die Querkontraktion ¢,,) = &71/2 Sein sollte — wegen des konstant 
‚bleibenden Volumens —, schließt er, daß bei den plastischen Formänderungen das 
Volumen nicht konstant bleibe. Diese Folgerung ist aber nicht gerechtfertigt. Dies 
‚hätte nur geschlossen werden dürfen, wenn auch die Dehnung €, py in radialer 
Richtung gemessen worden und ¢,,; + &ypı + Enr + 0 gewesen wäre. Das Resultat 
Ey pl + &xnı/2 weist vielmehr darauf hin, daß das Material sich anisotrop verhält, 
wodurch es sich leichter in der Dickenrichtung des Rohres als in der Längs- 
frichtung verformt, so daß zum Beispiel &,,, = —0,3 &,,; und €,py = —0,7 SE: 
4Dies heißt, daß für einachsigen Zug Lopes Wert [1]!) 
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nicht derselbe ist wie sein Wert 


1 
Oypı =. (Fx pt qu Fz 1) 
a ee 
| oy (Fx pt — 6, ol) 
während nach der Plastizitätstheorie v = u sein sollte. Im obigen Fall ist nämlich 
u = —1, jedoch » = —0,53. Derartige Abweichungen wurden schon von LODE 
gefunden [2]. Für y = —1 fand er Werte von » zwischen — 0,4 und —1,2. 


Obschon dies aus Prof. StUssis Versuch wegen mangelnder Quermessungen 
nicht gefolgert werden kann, ist es doch bekannt, daß bei großen plastischen 
Formänderungen das Volumen nicht vollkommen konstant bleibt[3]. Derartige 
Abweichungen vom idealen Verhalten können natürlich kleine Unterschiede 
verursachen zwischen Theorie und Versuch. Für meine Theorie des plastischen 
‚Beulens sind diese Abweichungen aber nicht größer als einige Prozent[4][5]. 

2. Prof. Stüssı überlagerte verschiedenen Laststufen des reinen Ring- 
spannungszustandes 6, Vertikalspannungen o,. Es überraschte ihn, daß das 
‚Material sich hierbei elastisch verhält. Das ist aber ganz in Übereinstimmung 
mit der Plastizitätstheorie. Die plastischen Formänderungen sind durch die 
Gestaltanderungsarbeit bestimmt, so daß die einachsige Zug- oder Druckspan- 
nung o,, mit der ein zweiachsiger Spannungszustand o,, o, gleichwertig ist, durch 
die Gleichung 

Cn 000, Oy = Oy (1) 


gegeben wird. Nach Gleichung (1) sind alle zweiachsigen Spannungszustände 
Sy, 0,, welche mit o, gleichwertig sind, durch die Ellipse in Figur 1 bestimmt. 
Wird nun einer Spannung 6, = 6, eine Spannung o, überlagert, wie in STUssIs 
Versuch, dann bewegt sich in Figur 1 der Spannungszustand in Richtung des 
Pfeiles 7. Es tritt also Entlastung auf, so daß ausschließlich elastische Form- 
änderungen entstehen. Das Resultat des Versuches ist folglich ganz in Überein- 
stimmung mit der Theorie. 

Beim plastischen Beulen von durch einachsigen Druck belasteten und entlang 
den unbelasteten Seiten gelenkig gelagerten Platten, worauf Figur 10 in STÜssis 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 117. 


NH | 
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Aufsatz sich bezieht, wächst o, zugleich mit o,, so daß beim Beulen der ursprüng: 
liche Spannungszustand o, = o, sich etwa in Richtung des Pfeiles 2 bewegt.fi 
Die gleichwertige einachsige Spannung wächst also an, so daß der Spannungs-f 
zustand im plastischen Gebiet bleibt. 

Nach meiner Theorie verhält sich das Material dabei nicht quasiisotrop. Ich 
möchte dabei auf meinen in Zürich gehaltenen Vortrag verweisen[6], wo ich auf 


3 


aA 
RS} 


Fig. 1 


Seite 21 angegeben habe, daß das anisotrope Verhalten von sieben verschiedene 
Konstanten beherrscht wird. Das Material verhält sich nur dann quasiisotrop 
wenn von Anfang an die Spannungskomponenten in demselben Verhältniss 
wachsen. Auch beim richtig durchgeführten Versuche hätte Prof. Stussi hier alsd] 
kein quastisotropes Verhalten erwarten können. 
3. Prof. Srüssı fand weiter, daß das Material sich bei Überlagerung eines cin] 
achsigen Zuges o, mit Schubspannungen r,, ungefähr elastisch verhält und um 
gekehrt. Dies wurde schon 1932 von HOHENEMSER und PRAGER[7] bei ihren Ver-f 
suchen mit Rohren gefunden. Ich habe auf diese Versuche in Abhandlungen übe 
meine Theorie hingewiesen[8], wo ich zeige, daß dasselbe Verhalten nach en 
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen folgt, wenn ich annehme, daß das Materia 
sich wie ein Prandtl-Reuß-Körper verhält, wobei der Wert e in meinen Gleichun 
gen gleich Null gesetzt werden muß. Aus KOLLBRUNNERS Versuchen an Winkel 
stählen|9] schloß ich aber schon 1938 in meinen ersten Abhandlungen über dies 
Materie, daß jedenfalls für Aluminium der Wert e nicht verschwindet und daß 
beim plastischen Beulen vielmehr ein Verhalten wie bei einem Hencky-Körper 
auftritt[10]. | 
Das wurde durch spätere Versuche an Stäben mit kreuzförmigem Quer- 
schnitt des National Advisory Committee for Aeronautics (N. A.C.A.) in Amerik 
bestätigt, wobei die Beulspannungen mit meiner Theorie vollkommen in Über 
einstimmung sind, während die Annahme eines Verhaltens wie ein Prandtl- 
Reuß-Körper (e = 0) viel zu hohe Beulspannungen liefert [5]. | 
Ich habe dieses Verhalten wie folgt erklärt[5]. Das wirkliche Verhalten des 
Materials liegt zwischen den Verhaltungsregeln eines Prandtl-Reuß-(plastic flow 


| = ; ae : 
À Vol. II, 1951 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 1397 


| und eines Hencky-Körpers (plastic deformation). Die Annahme eines Hencky- 
| Körpers setzt voraus, daß die plastische Deformation dieselbe ist, wie wenn die 
| Spannungskomponenten in derselben Proportion angewachsen sind, welche sie 
im Endzustand haben. In diesem Fall geschieht die plastische Formänderung 
| quasiisotrop, und man kann sie durch Verschiebungen in allen Flächen entstan- 
} den denken, die mit den in diesen Flächen wirkenden Schubspannungen propor- 
tional sind. Wird nun, wie in StÜüssıs Versuch, einem reinen Zug (oder Druck) 
eine Schubspannung überlagert, dann wird in einigen kristallographischen 
Flächen die Schubspannung zunehmen, in anderen Flächen aber abnehmen. In 
den Flächen, wo die Schubspannung abnimmt, wird keine plastische Schiebung 
‚auftreten, was wahrscheinlich auch die Schiebungen in den anderen Flächen 
mehr oder weniger hemmt, so daß praktisch nur elastische Formänderungen auf- 
treten werden, wie in einem Prandtl-Reuß-Körper. Beim Beulen tritt aber ein 
anderer Fall auf. Auch kleinerer Exzentrizitäten wegen wird die maximale 
Druckkraft erst bei kleinen Ausbiegungen erreicht, so daß zum Beispiel beim 
Beulen von kreuzförmigen Querschnitten die Druckspannungen zugleich mit 
den Beul-Schub-Spannungen wachsen. Dadurch werden praktisch in allen Flächen 
| die Schubspannungen zunehmen, so daß in allen Flächen plastische Schiebungen 
‚auftreten, entsprechend dem Verhalten eines Hencky-Körpers (plastic deforma- 
tion, e + 0). 

Die von Prof. Srtüssı mitgeteilten Versuche haben also nichts Neues ergeben 
und sind nicht in Widerspruch mit der Plastizitätstheorie. In meiner Theorie des 
| plastischen Beulens von Platten sind die einschlägigen Erscheinungen schon von 
Anfang an (1938) berücksichtigt. Alle bisher veröffentlichten Versuche (KoLL- 
BRUNNER, Stüssı 1948, N.A.C.A.) sind mit meiner Theorie in guter Überein- 
stimmung|5]. Die Versuchswerte sind nie höher als die theoretischen Werte. Der 
Versuch mit nur einer Platte « Avional M weich», welchen Srüssı jetzt mitteilt, 
ist der einzige, der eine höhere Beulspannung liefert als meine Theorie; er steht 
also in Widerspruch mit zahllosen anderen Versuchen. Kürzlich veröffentlichte 
‚der N.A.C.A. für denselben Fall sehr genaue Versuche, die in ausgezeichneter 
Übereinstimmung mit meiner Theorie sind[11]. 
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Stellungnahme zur Zuschrift von Prof. P.P. Bijlaard 


Die Zuschrift meines geschätzten Kollegen Prof. P. P. BIJLAARD veranlaßt | 
mich zu den folgenden Bemerkungen: 


1. Querdehnungszahl und Volumenkonstanz 


Es war vielleicht etwas unvorsichtig von mir, anzunehmen, daß beim ein- | 
achsigen Spannungszustand o, die beiden Querdehnungen e, und €, gleich groß 
seien. Diese Annahme ist jedoch genau so gut oder so schlecht gerechtfertigt wie | 
diejenige der Plastizitätstheorie, die aus einer hypothetischen Volumenkonstanz 
bei plastischen Formänderungsanteilen die Querdehnungszahl m,, zu m, = 2,0 ff 
ableitet. Wesentlich ist, und das ist der Sinn unserer Versuche, daß dieser Wert | 
Mn = 2,0 unrichtig ist; es ist deshalb unzulässig, die plastischen Formänderun- 
gen mit diesem Wert zu berechnen und insbesondere einen plastischen Schub- 
modul G,, = E,,/3 einzuführen. 


2. Entlastung oder Anisotropie 


Prof. BIJLAARD führt die in Figur 6 meines Aufsatzes dargestellten Versuchs- 
ergebnisse auf eine « Entlastung» im Sinne der Theorie der konstanten Gestalt- 
änderungsarbeit (Pfeil 7 in seiner Figur) zurück. Diese Überlegung ist richtig, 
wenn sowohl oo, wie o, Zugspannungen sind. Nun haben wir aber auch Versuche 
durchgeführt, bei denen einer Zugspannung o,, Druckspannungen o, überlagert 
wurden; die Ergebnisse, die in der beigegebenen Figur 1 dargestellt sind, sind 


grundsätzlich die gleichen wie für eine Zugspannung o,. Da für diesen Fall der | 
Bijlaardsche Pfeil 7 aus der Ellipse hinaus zeigt, kann hier von einer Entlastung. 
nicht mehr die Rede sein, und die Bijlaardsche Argumentation wird hinfällig. jj 
Sie trifft ebenfalls bei der Überlagerung von Schubspannungen nicht zu. | 

Prof. BIJLAARD spricht wohl in seinen Arbeiten davon, daß bei einer Rich- I 
tungsänderung des Spannungsdeviators das Material sich anisotrop verhalten! 
könne; in seiner Theorie des Ausbeulens verwendet er aber im Gegensatz dazu | 
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die Formänderungsbeziehungen der Quasiisotropie. Gerade diese innere Unsi- 
cherheit der Bijlaardschen Theorie (neben einigen andern Beobachtungen) ver- 
anlaßte mich, die bei der Theorie des Ausbeulens erforderlichen Formänderungs- 
beziehungen durch direkt auf diese Problemstellung orientierte Versuche zu 
ı untersuchen. 


3. Übereinstimmung mit Beulversuchen 


Prof. BIJLAARD weist auf die gute Übereinstimmung seiner Theorie mit den 
‚bisherigen Beulversuchen hin. Diese Übereinstimmung war auch mir bekannt, 
‚und deshalb bin ich auch früher für seine Theorie eingetreten. 

Nun sind aber die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der beiden Theorien 
von der Form des Spannungs-Dehnungs-Diagramms des Materials abhängig, und 
es zeigt sich, daß bei den bisher verwendeten Materialien mit relativ kurzer 
| Übergangszone zwischen Proportionalitäts- und Fließgrenze und mit ausgespro- 
‚chener Fließgrenze diese Unterschiede nur klein sind. In Figur 2 habe ich die 
‚nach meiner Theorie berechnete Beulspannungslinie für gleichmäßig verteilten 
Druck und gelenkig gelagerte Längsränder und für das von C. F. KOLLBRUNNER 
verwendete «Avional M hart» (vergütet) der von P. P. BIJLAARD selber nach seiner 
Theorie berechneten Beulspannungslinie gegenübergestellt. Die (zufällige) Über- 
‚einstimmung der beiden Kurven ist überraschend gut, so daß ich das schließlich 
entscheidende Argument der guten Übereinstimmung zwischen Theorie und 
‚Versuch auch für mich in Anspruch nehmen darf. 

Nun haben wir aber für unsere neuen Versuche nach einem Material mit 
|groBem unelastischem Bereich gesucht und es im «Avional M weich» (unver- 


Ona lfm 5 
35 


Fig. 2 


gütet) auch gefunden. Bei der hier vorliegenden Form des Spannungs-Dehnungs- 
Diagramms ergeben sich nun die in Figur 10 meines Aufsatzes ersichtlichen be- 
'trächtlichen Unterschiede zwischen den beiden Theorien, und der dort erwähnte 
Versuch, auch wenn er vorläufig noch isoliert ist, erhält damit sein besonderes 


‚Gewicht. F. Stüssı. 


(Eingegangen: 15. 1. 1951.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


Das Kolloquium über Ferromagnetismus und Antiferromagnetismus 
in Grenoble 


Vom 2. bis 7. Juli 1950 fand in Grenoble ein internationales Treffen von etwa 
50 auf dem Gebiet des Magnetismus arbeitenden, aus verschiedensten Ländern 
kommenden Physikern statt. Das Kolloquium war vom Centre national de lai 
Recherche scientifique mit materieller Unterstützung der Rockefeller-Stiftung} 
organisiert und brachte einen Überblick über den Stand der Arbeiten auf dem 
Gebiet des Ferro- und Antiferromagnetismus. 

Man kann feststellen, daß die schon alten Anschauungen von NEEL über den 
Antiferromagnetismus, der durch eine negative, im Gegensatz zu der im Ferro 
magnetismus positiven Ausrichtung der Elementarmagnete gekennzeichnet ist 
ihre rechnerische (vAN VLECK) und experimentelle Bestätigung gefunden haben 
Indirekte Bestätigung fanden sie durch Untersuchungen über Metalle und Oxyde 
(FOEX, TROMBE, MICHEL, BIZETTE, CHEVALIER) und über einige Paramagnetikæ 
in der Nähe des absoluten Nullpunktes (GORTER, KÜRTI, GARETT); Neutronen 
diagramme gestatteten, die antiparallele Verteilung der Elementarmagnete z 
«sehen». 

Experimente mit den für die Technik so wichtigen Ferriten (SNOEK, VA 
SANTEN, GUILLAUD, PAUTHENET) lassen ihre Magnetisierung als eine Kombina 
tion von Ferro- und Antiferromagnetismus erscheinen, bei der zwei ferromagneti 
sche Teilgitter negativ gekuppelt sind und ihre Momente teilweise kompensiere 
(Ferrimagnetismus). 

Wenn das von WEiss zur Erklärung des Ferromagnetismus eingeführte Mole 
kularfeld somit eine neue Anwendung gefunden hat, bleibt doch die Erklärung 
des Ferromagnetismus durch die Eigenschaften des Elektronenkollektivs ein 
verlockende Anschauung (STONER). Aber das Interesse erstreckte sich mehr au 
den Mechanismus der Magnetisierungskurve als auf die Berechnung des Sätti 
gungsmomentes (SMOLUKOWSKI, FORRER). 

Die Bitterschen Streifen über Einkristalle und neuerdings über polykristallind#} 
Stoffe (BOZORTH, BATES, STEWART) erlauben, die von NÉEL vorausgesehenerf@ 
Figuren der Weißschen Bezirke sichtbar zu machen und die Wandverschiebungeri#} 
im wechselnden Feld zu verfolgen; die Vorführung von Filmen war dabei beson 
ders eindrucksvoll (SHOCKLEY, BATES). 

Das Gebiet der schwachen Felder ist eingehend (SNOEK, EPELBOIN, LANGE] 
VIN, GOLDSCHMIDT) bis zu den Ultrakurzwellen untersucht worden (KITTEL); be 
letzteren hat es den Anreiz einer relativ leichten Messung des gyromagnetischeill 
Effekts durch die ferromagnetische Resonanz. Die beobachteten Abweichungen 
vom Raleighschen Gesetz sowie die Werte der Verlustwinkel erscheinen unte# 
neuem Licht dank der Theorie der magnetischen Nachwirkung (NÉEL), die dell 
Einfluß der Atomdiffusion streng von dem der inneren Feldschwankungen trenn 
Die experimentelle Untersuchung der Nachwirkung (LLIBOUTRY, BARBIER) en 
streckt sich auch auf die Felsen er hat dabei (THELLIER) eine interessante Au 
wendung gefunden, nämlich die Kenntnis des Magnetfeldes der Erde im Lauf 
der Zeiten durch Messung der Remanenz von Gesteinen. | 

Die Permancntmagnete waren Gegenstand verschiedener Referate (HoSELITZ 
WEIL). Magnete, hergestellt aus Pulvern von ausreichender Feinheit zur Bildun; 
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von Elementarbezirken, die neuerdings auch in der Technik Anwendung gefunden 
Ben, erläutern die Rolle der inneren entmagnetisierenden Felder in der Theorie 
der Koerzitivkraft. Die Orientierung der Magnete durch das Magnetfeld basiert 
jetzt auf soliderer theoretischer Crundlace. 

Eine Zusammenstellung der Benchtc und der anschlieBenden Diskussionen 
wird in einer Sondernummer des Journal de Phy sique veröffentlicht werden und 
wird für den Physiker und den Techniker einen Überblick über die Fragen des 
Magnetismus bringen, deren schnelle Entwicklung während der letzten Jahre das 
Fnteresse bestätigt. L. WEIL 
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Introduction to Theoretical and Experimental Optics. By J. VALASEK 
i ‚John Wiley & Sons, New York 1949). 454 pp.; $6.50. 


| Das in der 1. Auflage erscheinende Buch gibt eine kurzgefaßte Zusammenstel- 
‚ung sowohl der geometrischen als auch der physikalischen Optik. In knapp 
500 Seiten werden diese Gebiete behandelt. Es entsprach dem Willen des Autors, 
vuf die Darstellung von Detailfragen zu verzichten und sich ganz auf die Behand- 
jung der grundsätzlichen Fragen zu beschränken. Die Darstellung ist überaus 
lar, systematisch gegliedert und recht verständlich geschrieben. 

In der geometrischen Optik werden in acht Kapiteln die fundamentalen 
Prinzipien, die idealen optischen Systeme (kollineare Transformation) und die 
rigonometrische Berechnung des Strahlenganges durch Linsensysteme behandelt. 
Xbenso sind die physikalischen Begrenzungen (Abbe-Bedingungen), dann die 
Bedeutung der Öffnungen und Blenden dargestellt. Weiter sind in diesem Teil 
les Buches die Grundprinzipien der Photometrie und der optischen Instrumente 
»ehandelt. 

} Im 2. Teil, der der physikalischen Optik gewidmet ist, sind die mit der Wellen- 
ıatur des Lichtes zusammenhängenden Erscheinungen beschrieben, wie Inter- 
jerenz, Beugung und Polarisation. 

| In einem 3. Teil sind die ebenfalls zur physikalischen Optik gehörenden Ge- 
iete der Strahlung und der Spektren, sowie die magneto- und elektrooptischen 
£rscheinungen zur Darstellung gebracht. Am Schlusse des Buches ist eine Zusam- 
aenstellung von klassischen optischen Experimenten gegeben. 

Die Literatur kennt schon eine ganze Reihe von Büchern, die eine ähnliche 
‘ielsetzung haben, wie das von VALASEK verfaßte Werk. Der Referent ist aber 
\urchaus der Meinung, daß das vorgelegte Buch einen genügend stark ausgepräg- 
en eigenen Charakter der Darstellung aufweist, um seine Existenz zu rechtfer- 
igen. Für das erste erweiterte Studium der Optik als Spezialgebiet ist das Buch 
hr zu empfehlen. Aber auch der Fachmann wird es wegen der sehr übersicht- 
chen Gliederung des Stoffes als Hilfsmittel gerne benützen. E. Baumann 
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Sekundärelektronenvervielfacher 
Zusammenfassender Bericht 


Von NORBERT SCHAETTI, Zürich!) 


In den letzten Jahren hat die Verwendung der Erscheinung der Sekundär- 
2lektronenemission zur Verstärkung kleinster Photoströme außerordentlich an 
Bedeutung gewonnen. Ursprünglich für die Fernsehtechnik entwickelt, haben 
die Sekundärelektronenvervielfacher auch auf anderen Gebieten wichtige An- 
Iwendungsmöglichkeiten gefunden. 

Die großen Vorteile der Verwendung der Sekundärelektronenvervielfacher 
zur Verstärkung kleinster Photoströme liegen im günstigen Verhältnis von 
Nutz- zu Störsignal und in ihrer Frequenzunabhängigkeit über eine sehr große 
Frequenzbreite bis zu einigen hundert Megahertz. Bei normaler Verstärkung 
st das Störsignal, abgesehen vom Rauschen der Photokathode selbst, durch 
Hie äußeren Schaltungselemente gegeben und damit unabhängig von der Größe 
les Signals selbst. Bei der Verstärkung durch Sekundärelektronenemission ist 
Mer Störstrom proportional der Wurzel aus dem Signalstrom, nimmt also mit 
binkendem Signal ab. 

Im folgenden soll ein Überblick über die derzeitigen Kenntnisse auf dem 
ebiet der Sekundärelektronenvervielfacher und deren Technik gegeben wer- 
en. Diese Übersicht soll dabei auf Vervielfacher beschränkt bleiben, die zur 
erstärkung von Photoströmen dienen, das heißt auf die Photozellen mit 
Pekundärelektronenvervielfacher oder «Photomultiplier» und ihre Anwen- 
ungen. Dabei sollen Fragen, die die Photokathoden selbst betreffen, nur 
‚o weit berücksichtigt werden, als sie für das Verständnis der Wirkungsweise 
ler Vervielfacher notwendig sind. 
| Die Übersicht umfaßt die folgenden Kapitel: 

.. Die Sekundärelektronenemission. 

>. Die Schichten hoher Sekundärelektronenemission und ihre Herstellung. 
3. Die Sekundärelektronenvervielfacher. 

-. Die Wirkungsweise der Photomultiplier. 

b. Anwendungen der Sekundärelektronenvervielfacher. 


1. Die Sekundärelektronenemission 


Läßt man einen Elektronenstrahl auf einen beliebigen festen Körper auf- 
allen, so treten aus der getroffenen Stelle wieder Elektronen aus. Diese Er- 
cheinung, die Sekundärelektronenemission, ist um 1900 bekannt und be- 
onders in den Jahren 1908-1910 näher untersucht worden. 


1) Institut für technische Physik der ETH. 


15 für eine Ni-Be-Legierung gegeben 
5 (J. Matrues [1]'). Auf der Abszisse ist} 
die Beschleunigungsspannung der Pri 
10 märelektronen aufgetragen, auf der Or 
dinate das Verhältnis des Sekundär-f 
is elektronenstroms zum Primärstrom 6 


0 0 : 
0 200 400 600 800 1000 1200 vor wachsender Primärenergie rasch anf 
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Bereits im Jahre 1920 wurde der Gedanke erörtert, diese Erscheinung fi it 
die Verstärkung von Elektronenströmen zu verwenden. Doch scheiterte die 1 
Umsetzung dieses Gedankens in die Praxis daran, daB alle damals bekannten if 
Schichten nur kleine Sekundärelektronenausbeuten aufwiesen und damit nu 
kleine Verstarkungsgrade gestatteten. 

Erst als Schichten gefunden wurden, bei welchen die Mengen der aus-fj 
tretenden Sekundärelektronen ein Vielfaches der einfallenden Menge betrugen,f 
konnte diese Erscheinung in der Technik Verwendung finden. 

Die Elektronen, die von einer von Primärelektronen getroffenen Fläche aus- 
treten, lassen sich in drei Gruppen unterteilen: 

1. elastisch reflektierte Primärelektronen; 
2. gestreute Primärelektronen; 
3. eigentliche Sekundärelektronen. 

Alle drei Gruppen zusammen werden als Sekundärelektronen bezeichnet 
was strenggenommen nur für die dritte Gruppe gilt. 

Die wichtigsten experimentellen Tatsachen betreffend die Sekundärelek 
tronenemission lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: 


a) Der Verlauf der Ausbeute an Sekundärelektronen in Funktion der Energie 
der Primärelektronen 


Die Ausbeute weist eine starke Abhängigkeit von der Energie der Primär-f 
elektronen auf. Als Beispiel für den Verlauf der Ausbeutekurve sei diejenigeif 


elektronen. Die Ausbeute steigt mit 


Primärspanmung Yy Für V, = 50 V wird der Wert 1 bereitsf 

Fig. 1 überschritten, bei V, = 600 V wird die) 

maximale Ausbeute erreicht (6 = 12) 

Es schließt sich bei weiter ansteigender Primärenergie ein langsamer Abfall | 
der Ausbeute an. 


b) Die Winkelverteilung der Sekundärelektronen 


Für die Winkelverteilung der eigentlichen Sekundärelektronen (Gruppe 3] | 
gilt im wesentlichen das Kosinusgesetz. Die Zahl der pro Raumwinkeleinheit 


| 
1) Dic Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 155. !| 


| 
| 
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‘austretenden Sekundärelektronen ist in Richtung senkrecht zur emittierenden 
lâche am größten und fällt mit steigendem Austrittswinkel « mit cos « ab. 
Dies gilt unabhängig vom Einfallswinkel der Primärelektronen und nur für 
den Fall, daß die Zahl der eigentlichen Sekundärelektronen groß ist gegenüber 
Herjenigen der reflektierten Primärelektronen. 


c) Die Energieverteilung der Sekundärelektronen 


+ Für die Bestimmung der Energieverteilung der Sekundärelektronen sind 
drei Methoden anwendbar: 

I. Methode des transversalen Magnetfeldes; 
"II. Methode des longitudinalen Magnetfeldes; 
III. Methode des elektrischen Verzögerungsfeldes. 
Die allgemeine Energieverteilung der Sekundärelektronen soll an Hand einer 
|Energiev erteilungskurve nach RUDBERG [2] erläutert werden. Es handelt sich 
jam eine an Kupfer nach der Methode des transversalen Magnetfeldes gemessene 
Verteilungskurve (Primärspannung = 155 V). In Figur 2 ist auf der Abszisse 
Jie Energie der Sekundärelektronen in Volt, auf der Ordinate die relative An- 
zahl an Elektronen, deren 
Energie im zugehörigen 
Energiebereich AE liegt, 
aufgetragen. 
! Die Verteilungskurve 
"äßt sich in drei Bereiche 
unterteilen: 
I Bereich A: In diesem 
IBereich sind die mit voller 
Primärenergie austretenden 
‘Elektronen, die als elastisch 
reflektierte Primärelektro- 
nen bezeichnet werden. Sie 
haben einen Streuprozeß 
hinter sich, wobei dem Me- 
tallatom keine Energie ab- 
gegeben wurde. 171 8 

Bereich B: Dieser Be- Fig. 
reich umfaßt die Primär- 
elektronen, die an mehreren Cu-Atomen gestreut sind und dabei Energiever- 
Juste verschieden hohen Betrages erlitten haben. Ihre Zahl zwischen 150 und 
50 V ist nahezu konstant (rückdiffundierte Sekundärelektronen). 
' Bereich C: Er enthält die eigentlichen Sekundärelektronen, mit einem 


Häufigkeitsmaximum bei 2-5 V. 


1272; /00 30 
N | Energie in Volt 


——-S 
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Über die Energieverteilung läßt sich allgemein noch folgendes aussagen ff 

1. Unterhalb von 10 V Primärenergie werden keine Sekundärelektroner} 
ausgelöst, alle von der getroffenen Fläche ausgehenden Elektronen haben volle 
Primärenergie. | 

2. Die Energieverteilung der Sekundärelektronen ist einer Maxwellsche 
Energieverteilung ähnlich. Sie zeigt ein ausgesprochenes Maximum bei eine? 
Energie von einigen Volt. Das Maximum liegt dabei zwischen 2 und 5 V. 

3. Die Energieverteilung der Sekundärelektronen ist unabhängig von a 
Energie der Primärelektronen (Gruppe 3). |! 

4. Der prozentuale Anteil der eigentlichen Sekundärelektronen an der Ge! 
samtzahl der von einer getroffenen Stelle ausgehenden Elektronen steigt mil 
wachsender Primärenergie schnell an, durchläuft ein Maximum und fällt bei 
Primärenergien von über 1000 V wieder langsam ab (Ausbeutekurven). 


d) Verschiedene Einflüsse auf die Ausbeute an Sekundärelektronen 


1. Einfluß einer Gasbeladung: Im allgemeinen wird die Ausbeute an Sekun} 
därelektronen von Metallen durch eine adsorbierte Gasschicht erhöht. Dureli | 
Ausheizen der Proben im Hochvakuum läßt sich diese entfernen und dadurch 
die Ausbeute des reinen Metalls erhalten. (Verhalten von einigen Legierungeri} 
siehe Kapitel 2.) 

2. Einfluß der Oberflächenbeschaffenheit: Die Beschaffenheit der Ober 
fläche des untersuchten Materials spielt für die Ausbeute an Sekundärelek 
tronen eine Rolle. So ist die Sekundärelektronenemission einer Einkristallflache 
nicht gleich groß wie diejenige einer Vielkristallfläche. 

3. Einfluß der Temperatur des untersuchten Metalls: Es sind verschiedendf 
Untersuchungen durchgeführt und dabei die Temperatur des untersuchte 
Metalls zwischen 0 und 1700°C variiert worden. Innerhalb dieses Bereiche 
war keine Änderung der Ausbeute festzustellen. 

4. Einfluß des Einfallswinkels des Primärstrahles: Für kleine Primärener 
gien bis zu 100 V ist die Ausbeute unabhängig vom Einfallswinkel der Primär- 
elektronen. Bei Primärenergien von einigen hundert Volt ist ein geringes An4ff 
steigen der Ausbeute mit zunehmendem Einfallswinkel festzustellen. | 

Bei Energien von einigen Kilovolt ist diese Erscheinung stark ausgeprägt. 
Beispielsweise beträgt die Ausbeute für Aluminium bei 0° Einfallswinkel 6 = 1,2) 
und für 60° 6 = 2,2 für Primärelektronen von 2500 V Energie. | 

5. Abhängigkeit der Ausbeute von der Austrittsarbeit: | 

Diejenigen zusammengesetzten Schichten, die infolge ihrer geringen Aus-# 
trittsarbeit glühelektrisch oder photoelektrisch gut emittieren, zeigen Re | | 
eine hohe Ausbeute an Sekundärelektronen. | 

Diese Feststellung ist zum Beispiel durch Sıxrus [3] an thoriertem Wolfram 
gemacht worden. Es wurde die Ausbeute an Sekundärelektronen in Funktio 
des Bedeckungsgrades an Thorium untersucht. Die Sekundäremission stieg da 
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‘hei parallel dem Emissionsvermögen. Die Größe der Austrittsarbeit hat aber 
uf die Ausbeute an Sekundärelektronen einen ungleich geringeren Einfluß als 
uf die Glühemission. 

Bei den reinen Metallen ist eine Parallelität zwischen Austrittsarbeit und 
"Ausbeute an Sekundärelektronen nicht eindeutig feststellbar. 


e) Auslösungszeit für Sekundärelektronen 


Aus indirekten Messungen verschiedener Autoren ist zu schließen, daß die 
ur Auslösung von Sekundärelektronen benötigte Zeit kürzer ist als 10-11 
gl. zum Beispiel GREENBLATT und MILLER [4)). 

Aus theoretischen Betrachtungen folgern DIEMER und JONKER [5], daß als 
ynterste Grenze für die Verzögerung bei der Auslösung eines Sekundärelektrons 
ine Zeit der Größenordnung von 10-14 bis 10-15 s angenommen werden kann. 


f) Die Sekundärelektronenausbeute verschiedener Materialien 


i In den Tabellen 1 bis 3 werden die maximalen Ausbeutewerte mit den 
ugehorigen Primärbeschleunigungsspannungen sowie den Werten für die 
Austrittsarbeit für verschiedene Materialien gegeben. Tabelle 1 enthält eine 
Auswahl von reinen Metallen, Tabelle 2 zusammengesetzte Schichten und 
Verbindungen, Tabelle 3 endlich verschiedene Legierungen. 


Tabelle 1 
Reine Metalle 
Metall On V, Volt p (Volt) Bemerkungen 
Li 0,65 70 2,30 | 
Be 0,41-0,91 210-325 ‘ 
Cc 0,48 460 3,9-4,8 Ruß auf Ni 
C 1,0 290 4,6 Aquadag 
Mg 0,97 275 Überdampfschicht 
Al 0,95 280 Überdampfschicht 
Al 2,38 400 1,8-3,9 Metall 
Si 1,64 350 4,8 8 
K 0,78 295 102253 Überdampfschicht 
Ga 4,9 500 7255 Überdampfschicht 
I 0,90 266 
Fe 1,27-1,31 320-352 4,0-4,7 
Ni 1,29-1,35 470-530 3,0-4,6 
Rb 0,86 400 1,2-1,5 
Mo 1,24-1,29 300-410 3,3-4,6 
Ag 1,48 800 3,0-4,7 
Cs 0,73-0,91 380 0,7-1,8 ps 
Ba 0,80 400 1,8-2,3 Überdampfschicht 
Ta 1,28-1,32 575-705 4,0-4,9 
W 1,26-1,43 600-700 4,2-5,4 
| Pt 1,52-1,80 800 3,0-4,7 
Au 1,18-1,47 350-1000 4,3-4,7 
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Tabelle 2 
Zusammengesetzte Schichten und Verbindungen 
Schicht One Ves 

(Ag)-Cs,0-Cs 5,8-9;5 500-1000 

(Ni)-Cs,0-Cs Sp 500 

(Ag)-Rb,O-Rb 33 800 

(Ag)-K,0-K Ze 600 

(Ag)-Cs,Sb 8,0 500 

MgO 3 

BaO 4,8 

LiF 5,6 

KCl U 

CsCl 6,5 

Tabelle 3 
Legierungen 

Schicht Oma Vs | Bemerkungen 
Ag-Mg 9,8 500 2% Mg, oxydiert 
Cu-Be 1,95 400 DORE 
Cu-Be 3,5>5,5 500-700 20, Be, oxydiert 
Ni-Be 12,3 700 2% Be, oxydiert 
Ag-Be 5 500 29% Be, oxydiert 
Ag-Ca 4,5 360 2D Cay 
Ag-Al 2,8 560 BO JM | 


COPELAND [6] hat einen Zusammenhang zwischen der Form der Ausbeute 
kurve und der Atomnummer des untersuchten Metalls festgestellt. Er zeigt 
daß der Abfall der Ausbeute in unmittelbarer Nähe des Maximums um s 
steiler verläuft, je kleiner die Atomnummer des betreffenden Metalles ist 
COPELAND schließt daraus, daß die Abnahme der Ausbeute mit steigendelf 
Primärenergie eine Folge des tieferen Eindringens der Primärelektronen in da! 
untersuchte Metall ist. Dafür spricht auch das experimentelle Ergebnis, dal 
zeigt, daß die Ausbeuteabhängigkeit vom Einfallswinkel des Primärstrahles mil 
steigender Primärenergie ebenfalls ausgeprägter wird. | 

FROHLICH [7] und WOOLDRIDGE [8] haben 1932 und 1939 eine Theorie de | 
Sekundärelektronenemission auf quantenmechanischer Grundlage aufgestellt 
Diese Theorien stellen den Grundvorgang bereits befriedigend dar, doch ver 
mögen sie noch nicht, alle Erscheinungen quantitativ zu erfassen. Es wird dariıf 
auch nur der vereinfachte Fall des Zusammenstoßes von einem PH EEE 
mit einem Gitterelektron betrachtet. 
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FRÔHLICH gelangt auf Grund seiner theoretischen Untersuchungen zu fol- 
gendem Resultat: 
1. Für die Auslösung von Sekundärelektronen existiert eine untere Grenze 
für die Primärenergie in der Größenordnung von 10 V, die hauptsächlich durch 
das Pauli-Prinzip bedingt ist. 
2. Die Sekundärelektronen besitzen eine Energie von maximal 25 V. Diese 
| ist in erster Näherung unabhängig von der Primärenergie. 

3. Die Ausbeute steigt bei kleinen Primärenergien nahe der Grenzenergie 
mit VE, an. Für groBe Primärenergien fällt sie ab mit 


4. Die absolute Ausbeute ist für 100 V Primärenergie ungefähr 1 Sekundär- 
elektron pro Primärelektron. 

WOOLDRIDGE gibt eine approximative Methode zur Berechnung der Aus- 
beute in Funktion der Primärenergie, welche eine befriedigende Übereinstim- 
mung mit den experimentellen Ergebnissen gibt. Es zeigt sich dabei, daß die 
Ausbeute 6 nur wenig von der Austrittsarbeit der bombardierten Metallprobe 
abhängt, eine Tatsache, die ebenfalls mit den experimentellen Ergebnissen 
übereinstimmt. 

Neuere Beiträge zur Theorie der Sekundärelektronenemission stammen von 
KADYSCHEWITSCH [9] und von BARoopy [10]. 


2. Die Schichten hoher Sekundärelektronenemission 
und ihre Herstellung 


a) Die Schichten vom Typus Metall-Alkalioxyd-Alkalı 
als sekundäremittierende Schichten 


Auf Grund der Erfahrungen bei den Photokathoden mit Alkalioxyd- 
} schichten ist es zunächst gelungen, sekundäremittierende Schichten hoher Aus- 
beute herzustellen. Als erste praktisch angewandte Schicht in Vervielfachern 
ist die (Ag)—Cs,O-Cs-Schicht zu nennen. Diese ersten Anwendungen gehen auf 
| FARNSWORTH [11], ZWORYKIN, Morton und MALTER [12], [13], JAMS und 
_ SALZBERG [14], Weiss [15], [16], und schließlich auf PENNING und KRUITHOF 
[17] zurück. 

Figur 3 gibt Ausbeutekurven für die Ag-Cs,O-Cs-Schichten wieder. Von 
verschiedenen Autoren ist die Abhängigkeit der Ausbeute von der verwendeten 
Unterlage untersucht worden (Ag, Mg, Ni, Ta, Cu, Fe, Mo, Pb, W). Die höchste 
Ausbeute wird mit Silber als Unterlage erhalten. Weiss hat die Abhängigkeit 
der Ausbeute vom Oxydationsgrad der Silberunterlage untersucht. Diese ist 
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nur von geringem Einfluß. Das Maximum wird bei dunkelblauer Anlauffarbe |] 
erhalten. Auf Grund gleicher Untersuchungen gelangen TIMOFEEW und PJAT- IL 
NITZKI [18] zum Resultat, daß die maximale Ausbeute an Sekundärelektronen ji 
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Primarspannung 4 
Fig. 3 
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so fällt die Ausbeute ab (WEISS, TIMOFEEW und PJATNITZKI [20]). Figur 5 gibt 
die Ausbeuten nach Messungen von Weiss wieder [(Ag)-Alkalioxyd-Alkali- | 


le (BALL umen) 


4 & 8 10 12 14 
Zeitdauer der thermischen Behandlung 


Fig. 4 


Schichten]. 


TIMOFEEW und PJATNITZKI haben bei den Schichtkathoden mit Rb und K 
als Alkalimetall eine Temperaturabhängigkeit der Ausbeute an Sekundärelek- 
tronen festgestellt, was bei den einfachen Metallen nicht der Fall ist. Die Aus- | 
beute nimmt mit abnehmender Temperatur ab. 


162 


bei derselben Silberoxydschicht- Mi 
dicke erzielt wird wie die maxi- |} 
male lichtelektrische Ausbeute, | 
nämlich bei einer Schichtdicke. 
von 200 Silberoxydmolekülen. I 
Auf Grund weiterer Untersu- 
chungen gelangen dieselben Au- 
toren zum Ergebnis, daß die ma- 
ximale Ausbeute an Sekundär- |! 
elektronen bei kleinerem Zä-# 
siumüberschuß in der Schicht 
erzielt wird als die maximale, 
photoelektrische Ausbeute. Fi- 
gur 4 zeigt den Verlauf von licht- | 
elektrischer Ausbeute und Aus- 
beute an Sekundärelektronen 
bei thermischer Behandlung 
einer Kathode zur Entfernung 
des überschüssigen Zäsiums. Mit 
der Beobachtung, daß die Se- 
kundäremission einer Schicht- 
kathode mit dem Alkalimetall 
Cs in erster Linie durch deren 
Ultraviolettempfindlichkeit be- 
stimmt ist (Volumeffekt) und 
nicht durch die Infrarotempfind- || 
lichkeit (Oberflächeneffekt), 
steht die Feststellung von 
DoBROLUISKY [19] im Einklang. 

Ersetzt man in der Schicht- J 
kathode das Alkalimetall Zäsium } 
durch Rubidium oder Kalium, I 
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Diese zusammengesetzten Schichtkathoden werden heute praktisch nicht 
mehr als sekundäremittierende Schichten verwendet. Die Griinde sind im 
wesentlichen die folgenden: 

jl. relativ geringe Beständigkeit bei Temperaturerhöhung und größere Strom- 
| dichte im Sekundärelektronenvervielfacher : ‘ 

. hohe thermische Emission. 


Ht 0 
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 200 +00 600 600 1000 1200 


Primarspannung 4 in Volt Primarspannung 4 in Volt 


Fig. 5 Fig. 6 


b) Die Cs,Sb-Kathode als sekundäremittierende Schicht 


Wie die infrarotempfindliche (Ag)—Cs,0,Ag—Cs-Photokathode ist auch die 
auempfindliche Cs,Sb-Kathode als sekundäremittierende Schicht verwendbar. 
Eine Ausbeutekurve ist von ZWORYKIN [21] gegeben worden (Figur 6). 

Wegen der geringen Leitfähigkeit der Cs,Sb-Schicht wird diese auf einer 
silber- oder Nickelunterlage hergestellt. Das Herstellungsverfahren ist im 
brigen analog der Formierung der Photokathode von diesem Typus. Bei guter 
‚usbeute an Sekundärelektronen hat die Cs,Sb-Schicht gegenüber der Cs- 
‚chichtkathode den Vorteil einer größeren Stabilität. Zudem ist ihre thermische 
(mission bei Zimmertemperatur um Größenordnungen kleiner als diejenige der 
Ag)-Cs,0-Cs-Kathode. Neben ihrer guten Ausbeute für kleine Primärspan- 
‚ungen besitzt sie allerdings den Nachteil, Ermüdungserscheinungen aufzu- 
reisen, die sich in einer Abnahme der Ausbeute äußern. Diese Erscheinungen 
ind von MARSHALL, COLTMAN und HUNTER [22] an einem 1P21-Vervielfacher 
ntersucht worden (Vervielfacher mit neun Vervielfachungsstufen mit Cs,Sb- 
‚chichten). Bei Dauerbelastung ist der Abfall des Anodenstromes, das heißt 
ie Abnahme der Vervielfachung, untersucht worden. Die Verhältnisse sind 
ie folgenden: 

bei 10 A Anodenstrom Abfall auf 50% innerhalb von 2 Stunden, 

bei 100 „A Anodenstrom Abfall auf 30% innerhalb von 2 Stunden, 

bei 1000 «A Anodenstrom Abfall auf 12% innerhalb von 2 Stunden. 
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Wird der Vervielfacher eine gewisse Zeit auBer Betrieb gesetzt, so erreicht ei 
wieder die ursprüngliche Verstärkung bzw. Ausbeute. I 

Diese Erscheinungen sind offenbar darauf zurückzuführen, daß die Verbin; 
dung Cs,Sb bei zu intensivem Elektronenbombardement teilweise zerstört unch 
dadurch die Sekundärelektronenausbeute verkleinert wird. Diese Abnahmefi 
äußert sich denn auch in den letzten Vervielfachungsstufen, wo die Stromdichtef 
höher ist, viel ausgeprägter als in den ersten Stufen nach der Photokathode 
Wird der Vervielfacher sodann außer Betrieb gesetzt, so vermag Zäsium, wiede:} 
in die Schichten hineinzudiffundieren und sie dadurch zu regenerieren. 


c) Die Silber-Magnesium-Legierung 


Diese Legierung ist erstmalig von ZWORYKIN, RUEDI und PIKE [23] be! 
schrieben worden. Ausgehend von der Tatsache, daß Magnesiumverbindunger 
hohe Sekundärelektronenausbeuten aufweisen können, aber häufig nicht seht 
stabil sind, wurden verschiedene Legierungen mit Magnesium untersucht. Al] 
zweite Komponente wurde Ag, Cu, Au und Al gewählt. Von diesen Legierunge 
ist nur Ag-Mg als die am meisten versprechende eingehend untersucht worde 
Es handelt sich dabei um Legierungen von Silber mit 1-15% Magnesium. Di 
Magnesiumkonzentration ist innerhalb dieser Grenzen, was die Ausbeute a 
Sekundärelektronen anbetrifft, nicht kritisch. Hingegen ist sie von große 
Einfluß auf die Bearbeitbarkeit der Legiel 
rung, die mit zunehmendem Mg-Gehall 
spröde wird. 

Die Herstellung dieser Legierung ge 
schieht am besten in einem Graphittiegel 
an Luft, wobei die Metalle unter eine 
Salzschutzschicht (zum Beispiel KC] 
Siedepunkt 650°C) geschmolzen und ge 
mischt werden. Dadurch wird eine Oxy 
dation des Mg verhindert. 

Nach dem Einbau in die Röhre erfähri@ 

200 400 600 600 1000 die Legierung eine Glühbehandlung i 

Primarspannung Yin Volt Hochvakuum und wird anschlieBenAll 

Fig. 7 oxydiert. Auf diese Weise lassen sich 
Vervielfachungsfaktoren bis zu 10 er 

reichen. Figur 7 zeigt die Ausbeutekurven der Ag-Mg-Legierung nach Zworvi 
KIN [23] sowie nach Messungen des Verfassers [24]. | 

Vorteile dieser Legierung sind gute Konstanz der Ausbeute über länge | 
Zeiten, sofern sie nicht auf maximale Ausbeute formiert wurde. Ist dies de 
Fall, so fällt die Ausbeute innerhalb der ersten 30 Betriebsstunden auf de: 
niedrigeren, normalen Wert ab. Weiter weisen diese Schichten im Gegensat 
zu den bisher beschriebenen eine äußerst geringe thermische Emission auf, wa 


Ye —— Zworykin 
4 —— Schaefti 
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| bei Vervielfachern mit hoher Verstärkung von Wichtigkeit ist. Zudem ist diese 
| Legierung nur äußerst wenig photoelektrisch empfindlich. Die Ag-Mg-Legie- 
rungen weisen aber den großen Nachteil auf, daß die erzielten Ausbeuten von 
‚Legierungscharge zu Legierungscharge große Abweichungen aufweisen. Dies 
‘führt zu einem relativ großen Ausschuß an unbrauchbaren Legierungen. Auch 
list ihre Lagerfähigkeit an Luft nur sehr beschränkt. Nach der Erfahrung des 
| Verfassers weisen diese Legierungen eine mit der Sekundärelektronenemission 
| verbundene Leuchterscheinung auf (bläuliches Leuchten der Prallplatten, des- 
‚sen Intensität mit der Stromdichte ansteigt). Bei Röhren mit hoher Verstär- 
kung (108 bis 101°) wirkt dieses Leuchten auf die Photokathode zurück und 
macht den Vervielfacher unbrauchbar. 

Eine Anlagerung von Zäsium an die Ag-Mg-Legierung bewirkt eine Er- 
"höhung der Ausbeute. So steigt die Ausbeute zum Beispiel von 6 = 6,0 bei 
V, = 500 V durch die Anlagerung von Zäsium auf 6 = 10,0 (vgl. SCHAETTI[24)). 


L 


d) Die Ni-Be- und Cu-Be-Legierungen 


| Von G. GILLE [25] und J. MATTHES [1] sind Ni-Be- und Cu-Be-Legierungen 
Le bezug auf ihre Sekundärelektronenausbeute untersucht worden. Kompaktes 
um zeigt nach KOLLATH [26] bereits eine hohe Ausbeute an Sekundär- 
elektronen. Nach seinen Untersuchungen ist diese Ausbeute stark abhängig 
‘vom Zustand der untersuchten Be-Oberfläche. Auf diesen Versuchen fußend, 
‘sind Legierungen mit einigen Prozent Beryllium untersucht worden. Durch 
‚geeignete Behandlung dieser Legierungen lassen sich Ausscheidungen von 
| Beryllium erzeugen, wodurch eine besondere Struktur des Sekundärstrahlers 
erhalten wird. 

' G. GILLE hat Legierungen von Nickel mit 2%, Beryllium untersucht und 
‚gefunden, daß durch geeignete Wärmebehandlung der Legierung eine hohe 
' Ausbeute erzielt wird. In Figur 1 ist die Ausbeutekurve einer solchen Legierung 
‚nach MATTHES wiedergegeben. Durch Glühen und Oxydieren (teilweise durch 
-Gasentladung in Sauerstoff) können maximale Ausbeuten von 6 = 12 erreicht 
werden. Beim Glühen bei zu hohen Sauerstoffdrucken können Erscheinungen 
‚auftreten, die dem Malter-Effekt verwandt sind, das heißt hohe Ausbeuten bis 
zu 6 = 40, verbunden mit Trägheitserscheinungen. 

Gleiche Resultate sind von MATTHES für Cu-Be-Legierungen erhalten wor- 
den. Die entsprechenden Glühtemperaturen liegen für diese Legierung bedeu- 
tend tiefer als bei der Ni-Be-Legierung entsprechend dem niedrigeren Schmelz- 
punkt des Kupfers. Dagegen sind für die letztere die Behandlungstemperaturen 
kritischer und die günstigen Temperaturbereiche wesentlich enger. 

Die Legierung ist ebenfalls von ALLEN [27] für die Herstellung von Verviel- 
fachern verwendet und ihre Formierung auch vom Verfasser [24] beschrieben 
worden. Figur 8 gibt die Ausbeutekurven dieser Legierung für verschiedene 
Formierungen an. 
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Durch den Verfasser ist festgestellt worden, daB die die Sekundärelek- 
tronenemission begleitende Leuchterscheinung für die Cu-Be-Legierung be- | 
deutend geringer ist als bei der Ag-Mg-Legierung. I 

Neben dieser Tatsache sind die Vorteile der Cu-Be-Legierung: gute Repro-| 
duzierbarkeit, vernachlässigbare thermische Emission (für Zimmertemperatur) | 
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sowie weitgehendes Fehlen von Ermüdungserscheinungen. Diese Tatsache ist | | 
an einem Vervielfacher mit 10 Verstärkerstufen mit einer Gesamtverstärkung 
von 2: 105 festgestellt worden (Li-Sb-Photokathode, Verfasser). Figur 9 gibt 


Anodenstrom 


4 4 6 8 10 12 14 26 18 


Belichfungsdauer in Stunden 


Fig. 9 
den Verlauf des Anodenstroms bei konstanter Belichtung für verschiedene 
Werte wieder. Es zeigt sich, daß ein solcher Vervielfacher bei einem Anoden- I 
strom von 0,1 mA während 24 Stunden vollkommen konstant bleibt. | 

Der Nachteil der Verwendung dieser Legierung ist die Notwendigkeit von 
hohen Stufenspannungen von 200-300 V, was bei Vervielfachern mit hohen! 


Stufenzahlen zu großen Spannungen (3-6 kV) führt. 


| 
| 
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e) Die Ag-Be-Legierung 


An Stelle von Kupfer oder Nickel kann auch Silber als Legierungskom- 
ponente gewählt werden. Dies erniedrigt die Glühtemperatur gegenüber Kupfer 


nochmals. Die erreichbaren Ausbeuten bei 2%, Beryllium sind gleich wie die- 


jenigen der Cu-Be-Legierung [24]. 


3. Die Sekundärelektronenvervielfacher 
A. Die Entwicklung der Sekundärelektronenvervielfacher 
Für den Aufbau eines Vervielfachers bestehen zwei Möglichkeiten: 
a) Dynamische Verstärkung; 
b) statische Verstärkung. 
a) Die dynamische Verstärkung 


Ein dynamischer Sekundärelektronenvervielfacher arbeitet mit hochfre- 


Ei Wechselfeldern zwischen zwei Prallelektroden. Die Beschleunigung 


er Elektronen von einer Platte auf die andere erfolgt dabei durch dieses 
Wechselfeld, und dies setzt daher 

sine Übereinstimmung zwischen RRLIITIX] 

der Feldfrequenz und der Elek- 
-ronenlaufzeit voraus. Dieser dy- 
aamische Vervielfacher ist durch 
FARNSWORTH [11] entwickelt wor- 
len. Figur 10 zeigt dessen prin- 
ripiellen Aufbau. Zwei auf hohe 
Sekundärelektronenemission  for- 
nierte Platten stehen sich in einem 
Glasrohr gegenüber. Dazwischen 
yefindet sich die zylinderförmige 
Anode A. Die das Glasrohr um- 
rebende Magnetspule dient zur 
“okussierung der auf einer Prall- 
latte losgelösten Elektronen auf Fig. 10 

lie andere. Zwischen den beiden 

Prallplatten ist das Hochfrequenzfeld angelegt, das die in der Mitte einer Platte 
osgelösten oder durch eine zentrale Öffnung in das System eingetretenen 
Zlektronen auf die gegenüberliegende Platte und in der nächsten Phase die an 
ler zweiten Platte losgelösten Sekundärelektronen wieder auf die erste be- 
‚chleunigt. Infolge des radial nach außen gerichteten elektrischen Feldes der 
\node gelangen die Sekundärelektronenpakete nach einigen Hin- und Her- 
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läufen zum Rande der Prallplatten und werden schließlich als verstärkter Elek- fi 
tronenstrom von der Anode aufgenommen. Neben der magnetischen Abbildung |} 
ist ebenfalls eine rein elektrische möglich. FARNSWORTH hat ebenfalls eine solche | | 
Anordnung angegeben, bei welcher die Abbildung durch die konkave Form der! | 
Prallplatten bewerkstelligt wird. Der Vorteil dieser Anordnung ist der Wegfall | 
der für die elektrostatischen Typen notwendigen hohen Betriebsspannungen. 
Doch dürften die Nachteile überwiegen. Von HENNEBERG, ORTHUBER und ff} 
STEUDEL [28] ist die Wirkungsweise dieses Vervielfachers unter Vernach-| 
lässigung der Austrittsarbeit der Sekundärelektronen untersucht worden. Diese 
Untersuchungen zeigen, daß auch die bis zu 65° Phasendifferenz später aus- 
tretenden Sekundärelektronen allmählich in Phase kommen und auf diese} 
Weise zur Vervielfachung beitragen. Bei einer Verstimmung des Vervielfachers) 
nach größeren Frequenzen wird der sich ursprünglich von 0-65° erstreckende 
Bereich der ständig an der Vervielfachung teilnehmenden Elektronen mehr und 
mehr zusammengedrängt, bis er bei einer Verstimmung von 8,9% halb so groß 
geworden ist. Bei einer Verstimmung gegen kleinere Frequenzen kommen die 
Elektronen nicht mehr in Phase. | 
Von den Elektronen, die innerhalb des Phasenbereiches von 65° einfallen, | 
erreichen aber nur wenige die Höchstgeschwindigkeit und damit größte Ver- 
stärkung. Dies bringt gegenüber dem statischen Vervielfacher einen vergrößer 
ten Störpegel mit sich. Für den Betrieb erschwerend ist die Notwendigkei ll 
einer genauen Abstimmung des Hochfrequenzfeldes. Mit diesen Vervielfacherni| 
sind Verstärkungsgrade von einigen tausend erreicht worden. Eine Variant 
des dynamischen Vervielfachers von FARNSWORTH ist von OKABE [29] ani] 
gegeben worden. In neuester Zeit hat GREENBLATT [30] einen dynamischenif 
Mikrowellenvervielfacher für 3000 MHz beschrieben, der als y-Strahlen-Zähleri 
Verwendung gefunden hat. 


b) Die statische Verstärkung 


Sie ist durch die räumliche Hintereinanderschaltung von Prallelektrode 
oder Dynoden mit stufenweise steigendem Potential gekennzeichnet. Die Pri 
märelektronen (Photoelektronen) fallen auf die erste Prallelektrode, werden 
dort verstärkt, und durch das Saugfeld der zweiten Prallplatte werden die 
Sekundärelektronen auf diese hin beschleunigt, welche dort ihrerseits neucl 
Sekundärelektronen auslösen usw. Am Ende dieser Reihe liegt die Anode, die 
den verstärkten Elektronenstrom zur Verarbeitung aufnimmt. | 

Im Verlaufe ihrer Entwicklung sind für die statischen Sekundärelektronen- 


1 | 


vervielfacher verschiedene Ausführungsformen bekanntgeworden. | 

Eine erste Ausführung stammt von JARVIs und BLAIR [31]. Figur 11 zeigt} 
einen Schnitt durch diesen Vervielfacher. Die an der Kathode ausgelôsteril| 
Elektronen fallen auf eine erste Prallelektrode, lösen dort Sekundärelektronerilll 
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ich der Vorgang wiederholt. Eine erste Fokussierung der Elektronen von einer 
Prallplatte auf die andere soll durch die eingebauten Blenden bewerkstelligt 
verden, die verhindern sollen, daß Elektronen unverstärkt auf die Anode ge- 
er Die Elektronenkonzentration von einer Platte auf die andere ist noch 
echt unbefriedigend, und der Vervielfacher hat daher keine praktische Bedeu- 
ung erlangt. 

| 


| 
|! 


FARNSWORTH hat ebenfalls eine Lösung für den statischen Sekundärelek- 
ronenvervielfacher angegeben [32]. Figur 12 zeigt das Prinzip. Auf der Innen- 
vand eines Glasrohres ist ein Widerstandsbelag hoher Sekundäremission an- 
‚ebracht, an dem ein Potentialgefälle besteht. Axial im Rohr ist ein auf Anoden- 
otential befindlicher Draht ausgespannt. Die Primärelektronen treffen an 
iner Stelle auf den Widerstandsbelag und lösen dort Sekundärelektronen aus. 
Diese werden durch das Potentialgefälle der Schicht und durch den axialen 
Jraht in gleicher Weise beschleunigt; sie durchlaufen daher in zickzackförmiger 


L 


Richtung den Zylinder und werden schließlich von der Anode, durch die mehr- 
achen Aufpralle verstärkt, aufgenommen. Eine ähnliche Ausführung wird eben- 
alls von KuBETskY [33] angegeben, wo der Widerstandsbelag, durch getrennte 
3elage mit gesonderter Spannungszuführung ersetzt, Verwendung findet. 
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| 
Vervielfacher mit einer richtigen elektrostatischen Abbildung der Elek+f 
tronen von einer Prallplatte auf die folgende sind von ZWORYKIN anses A 
worden. Es handelt sich um die L- und T-Typ-Multiplier [12]. Figur 13 zeigt 
einen Schnitt durch einen L-Typ-Vervielfacher. Bei größerer Stufenzahl werden 
diese Vervielfacher aber recht kompliziert und sind daher einfacheren Lösungen 


gewichen. 


Fig. 13 Fig. 14 


Zu den erwähnten Vervielfachertypen gehört auch der von LARSON un 
SALINGER [34] beschriebene «Kästchenvervielfacher». Figur 14 gibt eine 
Schnitt durch einen solchen Vervielfacher wieder. Sie sind 6- und 11stufig aus 
geführt und durch FARNSWORTH ebenfalls in der Sonde des weiterentwickelte 
Bildzerlegers verwendet worden. 


Ein früher häufig verwendeter Vervielfacher arbeitete mit kombiniertem 
elektrischem und magnetischem Felde. Er ist von ZworyKIN [12] entwickelt | 
worden und geht auf eine von SLEPIAN [35] angegebene Anordnung zuriick.[f 
Figur 15 zeigt die Anordnung von SLEPIAN. Die von einer Glühkathode aus 
kommenden Elektronen werden durch das Feld einer Hilfselektrode E be- 
schleunigt und fallen nach dem Durchlaufen einer durch ein auf der Bildebene 
senkrecht stehendes Magnetfeld erzwungenen Kreisbahn auf die Prallelek-f 


| 


| 
| 
| 
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‘erode P. Die hier ausgelösten Sekundärelektronen werden auf die Anode A 
abgesogen. Durch Hintereinanderschalten mehrerer Pı ‘allelektroden erhält man 
“den bekannten magnetischen Vervielfacher von ZWORYKIN, der in Figur 16 
m Schnitt gezeigt wird. Mit diesem Vervielfacher ließen sich Verstärkungen 
won über 10% erreichen. Figur 17 zeigt eine Ausführung desselben (vgl. [36], [37)). 


JA 


+ 


| Fig. 16 


Fig. 18 


Eine ähnliche Ausführungsart des magnetischen Vervielfachers ist von 
«UBETSKI [33] angegeben worden. Figur 18 zeigt einen Schnitt durch diese 
köhre, die konstruktiv insofern sehr einfach ist, als die Prallschichten auf die 
rlaswand der Röhre aufgebracht sind und infolgedessen kein Aufbau im Innern 
er Röhre verwendet wird. Vom gleichen Autor stammt ebenfalls ein Verviel- 
ıcher mit kreisförmiger Anordnung der Prallplatten. 

Parallel zu diesen Entwicklungen gingen in Deutschland ab 1934 diejenigen 
on WEISS am Netzvervielfacher [15], [16]. Dieser im Aufbau äußerst einfache 
ervielfacher besteht aus verschiedenen hintereinandergeschalteten feinen 
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Drahtnetzen. Die durch das einfallende Licht auf der Photokathode losgelosten} 
Primärelektronen werden durch das Saugfeld der gegenüber der Kathode auf 
positivem Potential liegenden netzförmigen Prallelektrode beschleunigt, fallen 
zum Teil auf deren Gitterdrähte auf, zum Teil passieren sie unverstärkt die 
Gittermaschen. Der au 
die Gitterdrähte auffal- 
lende Primärelektronen-f 
anteil löst dort Sekun- 
därelektronen aus, wel- 
che durch die Gitter- 
maschen auf die zweite 
Prallelektrode hin be 
schleunigtwerden.Durc 
die mehrfache Hinter 
einanderschaltung sol 
cher Elektroden künneri 
hohe Verstärkungsgrade 
Fig. 19 erreicht werden. Did 
Elektronen lassen sic 
dabei magnetisch oder elektrisch durch das Einbauen von Blenden von einer 
Netz auf das andere fokussieren. Figur 19 zeigt eine Ausführung eines solche 
Netzvervielfachers. 


~ 


B. Die heute verwendeten Vervielfachertypen 


MORTON [38] unterscheidet bei den heute verwendeten Vervielfachertype 
zwischen elektrostatisch fokussierten und den unfokussierten Vervielfachern 
Zur ersten Gruppe von Röhren gehören die Vervielfacher, die sich auf dem 
Raychman-Vervielfacher aufbauen sowie die «Kästchenvervielfacher»; zus 
zweiten Gruppe sind die Netz- und Jalousievervielfacher zu rechnen. | 


a) Der Sekundärelektronenvervielfacher von Raychman 


Aus dem magnetischen Vervielfacher von ZWORYKIN ist durch RAYCHMAM# 
[39], [40] ein rein elektrostatischer Typ entwickelt worden, der infolge de4# 
Wegfalles des zusätzlichen Magnetfeldes viel einfacher und handlicher ist. Die 
Form der Prallplatten ist so gewählt, daß die an einer Platte losgelöster 
Sekundärelektronen auf die nächstfolgende Prallplatte durch das elektrostatih 
sche Feld fokussiert werden. Die hiezu notwendige Form ist mit Hilfe des 
Gummimembranmodells festgelegt und hernach im elektrolytischen Trog unter ff 
sucht worden. Die elektronenoptischen Eigenschaften dieses Vervielfachers : 


bedeutend besser als diejenigen des magnetischen Typs. Infolgedessen lasser 
sie auch viel höhere Belastungen zu. Nach Messungen des Autors an solcher 
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find Anden mit Cu-Be-Prallplatten ist die Linearität zwischen Photostrom 


ind Anodenstrom bis zu 25 mA Anodenstrom gewährleistet. Dabei ist es aber 
wichtig, daß die Primärelektronen 
fichtig in den Vervielfacher hinein- 
70 das heißt auf Stellen der ee 
"platten, die fehlerfrei abgebil- sa 
let werden. Figur 20 zeigt einen es 
“Schnitt durch den erwähnten Ver- 

Vielfachertyp, und Figur 21 ist die 
lung eines 18stufigen Ver- Fig. 20 
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Fig. 21 


nelfachers dieser Bauart (Cs,Sb- 

Photokathode, Cu-Be-Prallplat- 

en). Dieser Vervielfacher ist eben- es 
lalls bei der Vervielfacherzelle von \ 2 | Er 

>HILIPS zur Anwendung gelangt 

'TEVES [41)). 

' Eine ähnliche Anordnung ist Fig. 22 
on WINANS und PIERCE [42] für 

lie Western-Electric-Vervielfacherzelle D-159076 konstruiert worden. Figur 22 
‚eigt den entsprechenden Aufbau des Vervielfachers, wie er vom Verfasser 
n einem Farnsworth-Bildzerleger verwendet worden ist [43]. 
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Für spezielle Anwendungen hat RAYCHMAN in der Folge die Form de 
Platten seines Vervielfachers abgeändert. Zweck der neuen Ausführung ist di 
Erreichung möglichst gleich langer Elektronenbahnen von jeder Stelle eine} 
Prallplatte auf die nächste, um dadurch eine möglichst kleine Streuung in der 
Sekundärelektronenlaufzeiten zu erhalten, sowie zur Vermeidung von Stellexf 
mit Feldemission. Dieser Vervielfachertyp (L-16-Prallplatten) ist von MORTON 
[38] und STONE [44] beschrieben worden. Figur 23 gibt die Form der Platten 
wieder. | 


ry SD 
QG 


b) Die RCA-Vervielfacher 931-A, 1 P21, 1 P22, 1 P28 


Eine weitere Entwicklung des elektrostatischen Vervielfachers ist durcl 
RAYCHMAN und SNYDER [45] angegeben worden. Hier sind die Dynoden kreis 
förmig angeordnet (Figur 24), was eine wesentlich kompaktere Bauart des Ver 
vielfachers ermöglicht als die Anordnung der Prallplatten in einer Gerade 
Diese neuen Vervielfacher besitzen neun Verstärkerstufen und eine Photo 
kathode. Die vier Vervielfacher unterscheiden sich im wesentlichen durch ihrd 


Photokathode K 


Licht 
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iPhotokathoden [38]. Sie haben die Abmessung einer normalen Radioröhre. Die 
sekundäremittierenden Schichten sind Cs,Sb-Schichten. 

Derselbe Vervielfachertyp wird in der RCA-Röhre 5819 angewendet. Die 
Photokathode befindet sich dabei auf der Glaswand der Röhre (Durchsichts- 
kathode, Figur 25). Die Photoelektronen werden elektronenoptisch in den Ver- 
vielfacher, in welchem nun zehn Vervielfachungsstufen wirksam sind, da die 
arsprüngliche Photokathode nun auch als Dynode wirkt, hineinfokussiert und 
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c) Der «Kästchenvervielfacher» von Maurer 


Es handelt sich um denselben Vervielfachertyp, wie er von LARSON und 
SALINGER [34] beschrieben worden ist. Figur 26 zeigt einen Schnitt durch diese 
Röhre. 
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d) Der Netzvervielfacher nach Weiß [15], [16] 


Diese Anordnung der Vervielfacherelektroden ist auch heute noch ver-f 
schiedentlich angewandt worden. Ihr Vorteil ist: | 


Einfachste Elektronenoptik zur Fokussierung der an einer Prallelektrodef 
losgelösten Elektronen auf die nächste Elektrode. 


Ihr Nachteil: 


Kleine Ausbeute pro Elektrode, indem nur ein Teil der Oberfläche der Prall- 
elektrode wirksam ist bzw. nur ein Teil der Primärelektronen an der Ver- 
stärkung teilnimmt. 


| 


Eine gute Konzentration der Elektronen gegen die Achse des Vervielfachers] 
kann durch eine wannenartige Ausbildung der Netze erreicht werden (HART 
MANN [46], LALLEMAND [47]). Währen 
die Fokussierung der Elektronen auf di 
nächstfolgende Prallelektrode einfach ist} 
bietet die Absaugung der losgelösten Se 
Protokathode | kundärelektronen einige Schwierigkeiten 
Es muß dafür gesorgt werden, daß da 
Absaugfeld möglichst hoch wird. Die 
kann dadurch erreicht werden, daß di 
Netzelektroden bei konstanter Stufenspan 
nung von Stufe zu Stufe näher zusammen-# 
gebracht werden, oder durch grobmaschigelf 
lelze Hilfsnetze, die auf demselben Potential 
sind wie die nachfolgende Prallelektrode 
Fig. 27 Figur 27 zeigt den Aufbau eines Verviel 

fachers der ersten Art (LALLEMAND). 
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Von verschiedenen Autoren ist die günstigste Abmessung der Netzelek-l 
troden bestimmt worden. KLUGE, BEYER und STEYSKAL [48] kommen À] 
folgendem Resultat: 


1. Für die Vervielfachungswerte sind neben den angelegten Beschleunigungs4 
spannungen ebenfalls die Maschenzahl pro Quadratzentimeter und die Draht- 
starken der Netze maBgebend. 

2. Bei gleichbleibender wirksamer Oberfläche der Elektrode wächst die Ver 
starkung mit zunehmender Maschenzahl. | 

3. Die höchsten Ausbeuten werden bei einer wirksamen Oberfläche von gegen! 
60% erreicht. 
Die Anode ist in diesen Vervielfachern als grobmaschiges Netz ausgebildet, 


die letzte Prallelektrode als Platte zur Ausnützung des höheren Vervielfachungs 
faktors. 
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e) Der « Jalousievervielfacher » 


Es ist versucht worden, die Vorteile einer hohen Ausbeute bei 100%, wirk- 
samer Oberfläche der Prallelektroden in Vervielfacher mit Fokussierung mit 
den einfachen elektronenoptischen Verhältnissen beim Gr zu 
kombinieren. Dies hat zum « Jalousievervielfacher » geführt. Wie beim Netz- 
vervielfacher bildet auch hier das Absaugen der losgelösten Sekundärelektronen 
ein schwieriges Problem. Die Verhältnisse sind für diesen Fall durch LALLE- 
MAND näher untersucht worden [49] (im Druck ist ebenfalls eine diesbezügliche 
Arbeit von BARUTH [50]). 


Werden solche Jalousieelektroden äquidistant bei konstanter Stufenspan- 
nung angeordnet, so ist die Elektrodenfläche, die zur Vervielfachung beiträgt, 


Fig. 28 


das heißt von der die losgelösten Sekundärelektronen auch abgesogen werden, 
nur sehr gering (Figur 28a). LALLEMAND hat bei denselben Verhältnissen eben- 
falls andere Plattenformen untersucht, aber keine besseren Verhältnisse vor- 
gefunden. 

Die einfachste und beste Lösung bei Jalousieelektroden ist die Verwendung 
von feinen Drahtnetzen, die mit der folgenden Jalousieelektrode auf gleichem 
Potential sind. Dadurch werden ohne Erhöhung der Spannungen die Absaug- 
verhältnisse stark verbessert (Figur 285). Durch Bombierung dieser Hilfsnetze 
kann zudem eine Fokussierung der Sekundärelektronen gegen die Verviel- 
facherachse erreicht werden (Figur 28c). 

Der Jalousievervielfacher ist in den EMI-Röhren 4588, 5060 und 5311 an- 
gewandt. 

Seine Vorteile sind: 

1. Einfache Elektronenoptik; 

2. gegenüber dem Netzvervielfacher erhöhte wirksame Oberfläche der Prall- 
elektrode; 

3. Unempfindlichkeit gegenüber äußeren Magnetfeldern. 


ZAMP 11/10 
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4. Die Wirkungsweise von Photozellen mit 
Sekundärelektronenvervielfachern 


a) Die Photokathoden 


In Verbindung mit Sekundärelektronenvervielfachern werden in erster Linie | 
die hochempfindlichen Schicht- und Legierungskathoden verwendet. | 

Schichtkathoden: Ihr Hauptvertreter ist die rot- und infrarotempfindliche! | 
(Ag)-Cs,0,Ag-Cs-Kathode. Sie besteht aus dem Trägermetall Silber und einer} 
Schicht von Zäsiumoxyd mit eingelagertem Zäsium und Silber. Je nach Dicke 
der Trägerschicht kann diese Kathode undurchsichtig oder durchsichtig sein. 
Die Formierungsverfahren sind dabei für beide Fälle etwas voneinander ver- f 
schieden. Eine eingehende Darstellung der Herstellungstechnik ist von HART-|k 
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MANN [51] gegeben worden. In Figur 29 ist die spektrale Empfindlichkeitskurve 
der Kathode wiedergegeben [24]. 

Legierungskathoden: Diese Kathoden sind von GÖRLICH [52] in Dresden | 
entwickelt worden. Ihre wichtigsten Vertreter sind: Zäsium-Antimon (Cs,Sb), | 
Zasium-Wismut und Lithium-Antimon. Diese Bezeichnung ist insofern nicht 
richtig, als es sich um eine Verbindung beider Metalle handelt [53], [54]. Der 
Aufbau dieser lichtempfindlichen Schichten ist einfacher als im Falle der 
Schichtkathoden. 

Cs,;Sb-Kathode: Sie ist die empfindlichste der heute bekannten Photo- | 
kathoden. Sie hat ihre höchste Ausbeute im violetten-grünen Spektralbereich, | 
aber nur geringe Ausbeute für rotes Licht. In Figur 30 ist ihre Empfindlich- | 
keitskurve dargestellt [24]. Da bei dieser Kathodengattung die gesamte Schicht | 
für die Emission maßgebend ist, wie dies aus Lichtabsorptionsmessungen ab- | 
geleitet werden kann [55], ist auch die Quantenausbeute relativ hoch. Eine 
Cs,Sb-Zelle normaler Ausbeute weist eine Quantenausbeute von 20%, auf, das 
heißt auf 5 Lichtquanten wird 1 Photoelektron ausgelöst. 
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Werden verschiedene Cs,Sb-Schichten aufeinander hergestellt, so kann die 
Empfindlichkeit der Kathode wesentlich gesteigert werden [24]. 

Cs-Bi-Kathode: Der Ersatz des Antimons durch Wismut führt zu einer 
Kathode mit etwas verschiedener spektraler Ausbeuteverteilung (Figur 30). 
Sie ist insbesondere stärker nach Rot verlagert. Die Ausbeuten der Cs-Bi- 
Kathoden sind kleiner als diejenigen der Cs,Sb-Kathode. Durch Sensibilisie- 
rung mit Sauerstoff kann eine Erhöhung der Ausbeute mit gleichzeitiger Rot- 
verschiebung der langwelligen Grenze erreicht werden. 

: Beide Kathoden können vereinigt werden und ergeben eine Zelle mit der 
jangwelligen Grenze der Cs-Bi-Schicht bei der hohen Empfindlichkeit der 
[s,;Sb-Kathode. 

Li-Sb-Kathode: In Figur 30 ist ebenfalls die Charakteristik einer Li-Sb- 
<athode eingetragen [56]. Sie eignet sich für Arbeiten im ultravioletten-blauen 
Spektralbereich. Wichtig ist die Rückverlegung der langwelligen Grenze gegen- 
iber derjenigen der Cs,Sb-Kathode, was eine Verkleinerung der thermischen 
“mission dieser Kathode zur Folge hat. 

Tabelle 4 enthält die wichtigsten Daten der besprochenen Kathoden. 


Tabelle 4 
Zusammenstellung der Daten von Photokathoden 
: ae aes Lage der Mittlere nd 
Empfindlich- reed AN Emission 
Schicht keits- Es 2 : Re 5 bei Zimmer- 
3 Grenze keit 
maximums temperatur 
A A pA/Im?1) A/cm? 
Schichtkathode 
Ag—Cs,0,Ag—Cs 7500-8000 | 11000-13000 20-50 TUE 
Legierungskathoden 
Cs,Sb 4500 7000 30-100 10725 
Cs-Bi mit O, 4600 8000 10-25 
sensibilisiert 
Cs,Sb—Cs—Bi 4500 8000 20-80 
Li-Sb 4300 5700 5-20 Om 
| 1) W-Lampe T = 23600 K 


In der letzten Spalte der Tabelle sind die Daten für die thermische Emission 
er (Ag)-Cs,0,Ag-Cs-, Cs,;Sb- und Li-Sb-Kathoden bei Zimmertemperatur 
ngeführt. Diese Daten sind von großer Wichtigkeit für die Bestimmung der 
yinimalen meßbaren Lichtströme. Aus der Tabelle folgt, daß die Li-Sb-Zelle 
1 dieser Beziehung weitaus am günstigsten ist. Die Tabelle zeigt außerdem, 
aß eine (Ag)-Cs,O, Ag-Cs-Zelle nur dann angewandt werden soll, wenn wirk- 
ch Messungen im roten und infraroten Spektralbereich durchgeführt werden. 
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b) Das Rauschen in Photozellen mit Sekundärelektronenvervielfachern 


Wie eingangs bemerkt wurde, liegt der Vorteil der Anwendung der Sekun- | 
därelektronenvervielfacher darin, daß zum Schroteffekt der Photokathode 
durch diese Verstärkungsweise kein neuer wesentlicher Beitrag hinzukommt, 
Das Rauschen der Vervielfacher ist von mehreren Autoren untersucht worden 
wie ZWORYKIN [12], SHOCKLEY und PIERCE [57] und ZIEGLER [58]. 

Die Größe für die Ausbeute an Sekundärelektronen 6 ist lediglich ei 
Mittelwert!). Dadurch, daß nicht alle Primärelektronen genau 6 Sekundärelek- 
tronen auslösen, entsteht eine Schwankung in der Größe des Sekundärelek- 
tronenstroms: der Schroteffekt der Sekundäremission. 

Die Schwankungen im Photostrom lassen sich nach SCHOTTKY folgender- | 
maßen ausdrücken: 


(I — 1)? =2eidf, 


wobei J der Photostrom in einem gegebenen Augenblick bedeutet, 7 der BE | 
Photostrom, e die Elementarladung und d/ das verwendete Frequenzband. 
Für die Sekundäremission kann eine analoge Beziehung abgeleitet werden 
unter der Annahme, daß ein gewisser Bruchteil «) des Primärstromes 7} 
0 Sekundärelektronen auslöst, ein Bruchteil «, 1 Sekundärelektron usw. E 


ergibt sich dann 
oo 


[ee] 
) @,—=1 und 7; > Me Cy, = 
n=0 


n=0 


Man kann nun die verschiedenen Elektronengruppen «,, betrachten, die sic 
wie eine Ladung # e verhalten, da sie ja gleichzeitig ausgelöst worden sind. 
Jede dieser einzelnen Elektronengruppen erzeugt eine Stromschwankun 


Ba Eh, = 2neindf=2n?ea,i tp df. 


| 


Durch Addition aller quadratischen Schwankungen dieser einzelnen Elektronen! 
gruppen ergibt sich die Schrotschwankung des Sekundärstromes J, zu | 


Hi = I (Ine — ine)? = 32 0? tty 0 ty df = 203, df Sn? a 
n=O n=0 


Diese Formel läßt sich nun folgendermaßen schreiben: da 


tn ae ae D Be! 

= 
Ais = (Ip — 1p)? =2et,af und DS na, = 2%, 

e n=O 

st 


(Eg = 4)? = Ai? = 68 Ai? + Zei, (n? = 6%) df. 


1) Wir Gien im wesentlichen der Darstellung von H. BRUINING Die Sekundärelektronen 
emission fester Körper (Springer, Berlin 1942). | | 


Vol. II, 1951 Sekundärelektronenvervielfacher 149 


Aus der letzten Formel folgt, daß sich das Rauschen eines Photomultipliers aus 

zwei Komponenten zusammensetzt: 

1. Rauschen im Primärstrom der Photokathode; 

2. Rauschen der Sekundäremission, davon herrührend, daß nicht alle auf- 
fallenden Elektronen gleich viele Sekundärelektronen auslösen. 

Bezeichnet man die Größe 

n? — 0? 
we b, 

so erhält man die Form 


Ai? = 62 Ai2 + 2ei,bödf. 


Angewandt auf die Vervielfacher besagt die Formel, daB jede Stufe eine Strom- 
schwankung ergibt, die dem Produkt b 6 und 7, proportional ist. 
Unter der Annahme, daß alle Stufen gleiches 5 und 6 aufweisen, läßt sich 
das Rauschen eines mehrstufigen Vervielfachers folgendermaßen bestimmen: 
Für eine Röhre mit m Stufen ist die Größe der Stromschwankung der {-ten 
Stufe 
(2 ei, dt df) (6 b) (6™-*)2. 


Bedeutet 0" = D die totale Verstärkung, so wird der vorhergehende Ausdruck 


: b 
DIE Ta D Non df, 
wobei 7, = Ausgangsstrom des Vervielfachers und somit 


Er : aif 1 1 
Ai2 = D2Ai2+2ei,Dbaf(l en à + nr) 
oder 
Aig = D? Aig + De 438 | — UE 


oder, da D > 1, in erster Näherung 


FRE Su 7% no Ô 
Ari = D* Ager DE A1 0 ou 
Experimentelle Versuche zeigen, daß b von der Größenordnung 0,25, somit 
las zusätzliche Rauschen des Sekundärelektronenvervielfachers kleiner als das 
Photokathodenrauschen ist. Aus der Formel folgt weiter, daß der zusätzliche 
Rauschanteil um so kleiner ist, je größer 6 wird (HARTMANN [59]). 


c) Der Dunkelstrom in Photozellen mit Sekundärelektronenvervielfachern 


In einem Photomultiplier kann die Verstärkung nicht beliebig hoch ge- 
rieben werden, da diese Vervielfacher selbst in vollkommener Dunkelheit 
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: 
1. Verluststrom durch ungenügende Isolation der Elektroden ; 
2. Tonenstrom, herrührend von der Bombardierung der Photokathode und de 

Prallelektroden durch die sich im Vervielfacherraum befindenden Ionen; 
3. Feldemission an Elektroden infolge des elektrostatischen Feldes; 

4. thermischer Emissionsstrom der Photokathode und der sekundäremittieren- 
den Dynoden. 

Die erste Komponente läßt sich durch gute Isolation weitgehend beseitigen. 

Die zweite Komponente hat ihre Ursache darin, daß innerhalb des Verviel-f 
fachers im Restgas erzeugte Ionen auf die Photokathode und Dynoden be 
schleunigt werden und dort ihrerseits Sekundärelektronen auslösen, die de 
Ionenstrom verursachen. Dieser Strom läßt sich weitgehend heruntersetzen 
wenn vermieden wird, daß Ionen aus dem Anodenraum auf die Photokathode 
und die ersten Prallplatten beschleunigt werden können. Dies läßt sich durch 
die Formgebung des Vervielfachers erreichen. Wichtig ist ferner, daß Ione | 
nicht außerhalb des Vervielfacherraumes, das heißt zwischen diesem und dei 
Glaswand der Röhre, auf die Photokathode und die ersten Prallplatten ge 
langen können. Das kann durch die sogenannten Ionenblenden, die den Ver 
vielfacherauBenraum in einzelne Abteile unterteilen (vgl. Figur 21), vermiede 
werden. 

Die dritte Komponente, die Feldemission, tritt an Stellen der Elektrode 
auf, die scharfe Rander oder Spitzen aufweisen. Durch Vermeidung solche 
Stellen läßt sich diese Stromkomponente ebenfalls weitgehend vermeiden. 

Die letzte Komponente, die thermische Emission von Photokathode und 
Dynoden, ist für eine bestimmte Betriebstemperatur eine gegebene Größe. Did 
Emission der Dynoden wird dabei nur bei hochstufigen Vervielfachern eine 
Rolle spielen. Sie kann durch geeignete Wahl des Elektrodenmaterials weit- 
gehend vermieden werden. | 

Die thermische Emission der Photokathode kann ebenfalls durch die Wahl 
derselben wesentlich beeinflußt werden (natürlich ebenfalls durch die Größch 
der Kathode). Die kleinste thermische Emission der hochempfindlichen Katho-ff 
den zeigt die Li-Sb-Kathode. I 

Der thermische Emissionsstrom einer Photokathode läßt sich durch Kühlerf 
der Photokathode auf tiefe Temperaturen reduzieren. Solche Untersuchungen 
sind von ENnGSTRÖM durchgeführt worden [60], [61]. Eine Kühlung einen 
Cs,Sb-Kathode auf —80°C (Trockeneis) bewirkt eine Reduktion der ther- 
mischen Emission auf 1%, derjenigen bei Zimmertemperatur. | | 

Unter Berücksichtigung aller Vorsichtsmaßnahmen lassen sich mit geeig- 
neten Vervielfachern bei Zimmertemperatur Lichtströme der GrôBenordnungl 
von 10-1? lm noch nachweisen. 
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N d) Eigenschaften der Photomultiplier im Zusammenhang mit der Anwendung 
als Partikelzähler 


Reduziert man den Lichtstrom auf die Photokathode eines Photomultipliers 
immer mehr, so geht der Anodenstrom der Röhre schließlich in diskrete Strom- 
stoBe über, das heißt, es gelingt bei genügender Verstärkung die einzelnen aus 
der Kathode austretenden Photoelektronen zu registrieren. Diese Möglichkeit 
{wird in den Szintillationszählern ausgenützt. Bei dieser Anwendung des Photo- 
multipliers tritt naturgemäß die thermische Emission der Photokathode beson- 
ders störend in Erscheinung. 

Dabei spielen zusätzlich noch zwei weitere Eigenschaften der Röhren eine 
wichtige Rolle: 
1. Verteilung der Größe der einzelnen Impulse; 
2. Zeitdauer eines Impulses, der von der Verstärkung eines Primärelektrons 
herrührt. 


1. Verteilung der Größen der einzelnen Impulse 


Infolge der Schwankung in der Sekundärelektronenausbeute ist die Ver- 
stärkung nicht für alle an der Kathode losgelösten Primärelektronen gleich 
roß. Die an der Anode ankommenden Elektronenpakete schwanken somit in 
ihrer Größe. 

Diese Erscheinung ist von verschiedenen Autoren näher untersucht worden 

(vgl. Morton [38]). Wir folgen hier der Arbeit von MEYER, BALDINGER und 
IHUBER [62]: 
An einem Vervielfacher vom linearen Raychman-Typus mit 16 Ag-Mg- 
Dynoden und einer Au-Kathode (Figur 31) ist die Amplitudenverteilung der 
Einzelstöße untersucht worden. Auf die Kathode wurde dabeı die y-Strahlung 
einer Ra-Quelle eingestrahlt. In Figur 32 sind die Amplitudenverteilungs- 
kurven eines einzelnen Multipliers dargestellt. 

Auf der Abszisse sind die gemessenen Amplitudengrößen bezeichnet bzw. 
die ihnen entsprechende Gesamtvervielfachung. Als Ordinate ist die Zahl der 
pro Sekunde registrierten Impulse N aufgetragen, deren Amplitude einen vor- 
gegebenen Wert A überschreitet. 

Kurve 7 gibt die Amplitudenverteilung bei normaler Vervielfacherschaltung 
wieder. Da außer der Au-Kathode auch die Dynoden merkliche Mengen von 
Streustrahlen erhalten, steigt die Kurve / für kleine Amplitudenwerte stark an. 
Dieser Effekt kann eliminiert werden, indem die Kathode auf dasselbe Potential 
sebracht wird wie die erste Dynode. Dies ergibt die Kurve 2. Die Differenz 
yeider Kurven, Kurve 3, stellt somit die Amplitudenverteilung der an der 
Au-Kathode ausgelösten Impulse dar. Die Kurve 3 zeigt für Amplitudenwerte 
‘einer als 2 : 10-10C ein Plateau, was bedeutet, daß Impulse kleiner als diese 
Größe nicht in meßbarer Häufigkeit auftreten. Die Kurven / und 3 bedeuten 
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aber, daß wesentlich kleinere Impulsamplituden zur Registrierung ausreichen 
Somit werden alle an der Au-Kathode ausgelösten Elektronen gezählt. | 
Die Verteilungskurve 3 zeigt weiter, daß die Impulsamplituden zwischer! 
2-10-19 und ca. 17. 10-10C schwanken. Die Vervielfachung der einzelner 
Primärelektronen liegt zwischen 1,5 und 12 - 10°. 
Diese Tatsache ist für die Anwendung der Röhre in Koinzindenzanordnungerif 
wichtig. 


2. Impulsdauer 


Diese Größe bestimmt die maximale Anzahl von Einzelimpulsen, die pref 
Zeiteinheit getrennt werden können. Die Ursachen dafür, daß ein Elektronen-§ 
paket, das von einem Primärelektron herrührt, nicht gleichzeitig zur Anode 
gelangt, sind die folgenden (vgl. MORTON [38]): 

1. Schwankungen in der Auslösungszeit für die Sekundärelektronen ; 

2. Unterschiede in der Austrittsgeschwindigkeit der Sekundärelektronen ; 
3. Streuungen in der Länge der verschiedenen Elektronenbahnen ; 

4, Raumladungseffekte. 
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Die erste Komponente liefert keinen Beitrag, da die Auslösungszeit für 
Sekundärelektronen kürzer als 10-115 ist. Der Beitrag der zweiten Kom- 
>onente ist abhängig von der Streuung der Austrittsgeschwindigkeit der Sekun- 
lärelektronen. Liegt diese zum Beispiel zwischen 0 und 5 V, so beträgt bei 
200 V Stufenspannung der durch diese Erscheinung hervorgerufene Laufzeiten- 
ınterschied ca. 16%. Wichtig ist ebenfalls die dritte Komponente, die durch 
lie Konstruktion des Vervielfachers bedingt ist. Sie ist für Netzvervielfacher, 
wo einzelne Stufen übersprungen werden, größer als für die Vervielfacher mit 
Fokussierung. 

Bei zu hohen Impulsamplituden tritt eine Einwirkung der Raumladung auf. 

Die Impulsdauer ist experimentell von verschiedenen Autoren untersucht 
worden. So gibt Papp [63] als Impulsdauer den Wert 5-10-®s an. MEYER, 
3ALDINGER und HUBER [62] geben für die Halbwertsbreite der größten Impulse 
sine Zeit von ca. 10-8s an. Die gleichen Autoren [64] geben als praktische Auf- 
ösungszeit einer Koinzidenzanordnung mit zwei Photomultipliern mit 18 Dy- 
ıoden (gleiche Konstruktion wie in [62]) 4 - 10°? s an. 


5. Anwendungen der Sekundärelektronenvervielfacher 


_ Imletzten Kapitel sollen kurz einige Anwendungen der Sekundärelektronen- 
vervielfacher herausgegriffen werden. 


a) Fernsehtechnik 


Die Fortschritte in der Fernsehtechnik werden durch eine ständige Erhöhung 
ler Bildauflösung und damit durch eine Erhöhung der Bildpunktzahlen gekenn- 
veichnet. Dadurch wurden an die Photozellen der Aufnahmeapparaturen ständig 
neue Anforderungen gestellt. Trotz Erhöhung der Empfindlichkeit der Photo- 
xathoden und Verwendung von Lichtquellen von immer höherer Intensität 
xelangte man bald zur Grenze der Leistungsfähigkeit der Photozellen. Die von 
ler Photozelle gelieferten Impulse sanken auf dieselbe Größenordnung wie das 
Zingangsrauschen der verwendeten Verstärker. Erst die Einführung der Photo- 
‚elle mit Sekundärelektronenvervielfacher ermöglichte eine Weiterentwicklung 
n der Richtung hoher Bildauflösung. 

Photomultiplier fanden Verwendung für die Übertragung von Personen in 
len deutschen Gegenseh-Fernsprech-Stationen. Sie ersetzten die zuerst für 
liesen Zweck verwendeten Großflächenphotozellen (Weiss [15], [16], [65]). 
erner wurden sie in verschiedenen Konstruktionen von mechanischen Film- 
ıbtastern verwendet (FISCHER [36], THoM [66 ]). 

Außer in den Photomultipliern findet der Vervielfacher in elektrischen Bild- 
erlegerrôhren Verwendung, so in den Bildsondenröhren nach FARNSWORTH. 
Die erste Ausführung dieser Röhre war mit einem dynamischen Vervielfacher 
usgerüstet (FARNSWORTH [11]). Weiterentwicklungen in Deutschland verwen- 
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deten in der Sonde Netzvervielfacher (HARTMANN [67], HEIMANN [68]), 11 
Amerika den Kästchenvervielfacher (LARSON und GARDNER [69]). | 

Auch in Bildspeicherröhren finden Sekundärelektronenvervielfacher An 
wendung. Im Multiplierikonoskop (ZWORYKIN, Morton und FLORY [70]) wurde 
versucht, die Empfindlichkeit des normalen Ikonoskops durch Elektronenver' 
vielfacher zu steigern. Ein Vervielfacher vom Jalousietyp findet im Image] 
Orthicon Verwendung [71], [72]. 

Für die Abtastung von Filmen wird in neuester Zeit in erster Linie dei} 
Leuchtschirmabtaster (Flying Spot-Scanner) verwendet. Auf das Filmbild wird 
das auf dem Schirm der Braunschen Röhre erzeugte Zeilenraster abgebildetif} 
Hinter dem Film befindet sich der Photomultiplier zur Umwandlung der Ort # 
lichen Lichtschwankungen in Stromschwankungen. Die Anwendung diesel 
Methode bei hohen Zeilenzahlen ist nur bei Kompensation des Nachleuchten:f 
des Fluoreszenzschirmes möglich. Bei Verwendung der Ultraviolettkomponentd 
mit kurzer Abklingzeit des Fluoreszenzleuchtens (P-15 Phosphor) ist diese 
Kompensation nicht notwendig. 


b) Kernphysik 


Wie in Kapitel 4d bemerkt wurde, gelingt es, mit Vervielfachern genügen! 
der Gesamtverstärkung einzelne Photoelektronen zu registrieren und zu zähle 
Durch Bombardement mit Protonen, «-Teilchen oder Ionen, sowie bei Bestrah) 
lung mit y-Strahlen zeigen die Metalle ebenfalls Sekundärelektronenemission 
Diese Tatsache wird in den Direktzählern (Figur 31) angewandt, wo die Teil 
chen oder Strahlen einfach auf eine erste Dynode gerichtet und die ausgelöster 
Sekundärelektronenpakete gezählt werden (Bay [73], [74]; ALLEN [75], [27] 
RoBson [76]; STONE [44]). Der Vorteil dieses Zählers gegenüber dem Geigeri 
Müller-Zählrohr besteht im bedeutend höheren Auflösungsvermögen (ca.108 Im jf 
pulse pro Sekunde gegenüber 10? pro Sekunde im Geiger-Müller-Zähler). 

Eine Weiterentwicklung des Direktzählers ist der Szintillationszähler (Mor! 
TON [38], JORDAN und BELL [77]). In dieser Anordnung wird ein Photo 
multiplier verwendet und unmittelbar an die Photokathode ein Kristall gef 
bracht, in welchem durch Bestrahlung mit schnellen Teilchen oder y-Strahleri 
Szintillationen erzeugt werden. Diese lösen an der Photokathode Photo 
elektronen aus. Als Kristalle finden vor allem Anthrazen, Phenanthren unc 
Stilben [77] Anwendung, deren Fluoreszenzleuchten im Bereich von 3800 bis 
4500 À liegt und die eine kurze Abklingzeit aufweisen (zum Beispiel Stilber | 
107223), |! 


c) Astronomie | 

Auf diesem Gebiete gelangen Vervielfacher zur automatischen Korrektio 
der Uhrwerknachführung der Teleskope und in der Photometrie zur Anwen-H} 
dung. | 


| 
| 
| 
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WITFORD und Kron [78] haben eine Einrichtung der ersten Art entworfen. 
Das Bild eines bestimmten Sterns wird auf die Kante eines Prismas gebracht 
jund in zwei Strahlengänge aufgeteilt. Beide Strahlen, abwechslungsweise mit 
jeiner rotierenden Scheibe unterbrochen, gelangen auf die Photokathode eines 
Vervielfachers. Sind beide Strahlen nicht gleich, so entsteht eine Wechselspan- 
jaune, die zur Korrektion der Nachführung dient. 

Eine Weiterentwicklung dieser Idee ist das Telektroskop von ZWORYKIN 
[79]. Mit dieser Röhre, einem Superikonoskop, gelingt es, auch Szintillations- 
‚effekte zu kompensieren. In der Abbildungsebene des Teleskops befindet sich 
die Photokathode des Superikonoskops. Das Bild eines Sterns wird genau in 
die Mitte der Kathode gebracht. Das Mosaik der Röhre besitzt im Zentrum eine 
kleine Öffnung, hinter welcher eine kleine Pyramide steht, deren vier Seiten 
die ersten Dynoden von vier verschiedenen Vervielfachern sind. Das Sternbild 
wird genau auf die Spitze der Pyramide gebracht und die vier Anodenströme 
‚der Vervielfacher zur Steuerung von vier Kompensationsspulen der Bildwand- 
lerabbildung des Superikonoskops verwendet. Betrachtet man den Himmels- 
ausschnitt in einem Fernsehempfänger, so sind die Sternbilder vollkommen ruhig. 

Für Sternphotometrie im blauen und violetten Spektralbereich sind 1P21- 
Vervielfacher erfolgreich angewandt worden (KRON [80]). Kron gibt auf Grund 
seiner Untersuchungen Angaben für einen Idealphotomultiplier für Stern- 
‚photometrie: Vervielfacher in Quarzrohr, Cs;Sb-Photokathode von ca. 0,2 cm? 
‚Oberfläche, Vervielfacher mit 3-4 Dynoden, betrieben bei einer Stufenspan- 
nung, so daß 6 = 12. Solch ein Vervielfacher würde bei Kühlung mit Trocken- 
eis einen Dunkelstrom von 1 Elektron pro Sekunde aufweisen. In Verbindung 
‚mit dem 250-cm-Spiegelteleskop ließen sich mit einem solchen Vervielfacher 
Sterne der 21,4-ten Größe noch gut ausmessen. Unter idealen Bedingungen 
"könnte somit die lichtelektrische Photometrie die Empfindlichkeit der photo- 
graphischen erreichen und sogar übertreffen. 

Auch auf anderen Gebieten, insbesondere in der Spektroskopie, haben 
'Sekundärelektronenvervielfacher in letzter Zeit Verwendung gefunden: 
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Über die Tragweite der Begriffe «Brennpunkte» und «Brenn- 
weite» in der Elektronenoptik und die starken Elektronen- 
| linsen mit Newtonscher Abbildungsgleichung 

2. Mitteilung?) 


Von WALTER GLASER und OTTO BERGMANN, Wien?) 


B. Die starken Abbildungsfelder mit Newtonscher Abbildungsgleichung 


Im ersten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, daß bei einer beliebigen elek- 
fronenoptischen Abbildung der Zusammenhang zwischen Ding- und Bildort 
hnd die Vergrößerung bis auf Glieder vierter Ordnung durch die gewöhnliche 
Linsengleichung approximiert werden kann. Auf diese Weise kann man der 
Jmgebung jedes Dingpunktes zwei Brennweiten und ein Paar von Brennpunk- 
‘en (Hauptpunkten) zuordnen, die wir die Kardinalelemente der oskulierenden 
Newtonschen Abbildung genannt haben. Für ein magnetisches Feld existiert 
n jedem Punkt eine derartige Newtonsche Abbildung, während die Existenz 
m elektrischen Abbildungsfeld an eine gewisse Bedingung [Gl. (57) des 1. Teiles] 
seknüpft ist. 

In einer in den «Annalen der Physik» erscheinenden, gemeinsam mit F. LENZ 
verfaßten Arbeit werden für die Feldtypen 


se re En TA se 
die oskulierenden Kardinalelemente als Funktion des Ortes angegeben. Bereits 
n einer früheren Arbeit?) wurde festgestellt, daß für das einfache Glockenfeld, 
las durch „ = 1 gekennzeichnet ist, die oskulierenden Kardinalelemente vom 
Ort unabhängig werden, so daß die allgemeine elektronenoptische Abbildung 
lurch eine einzige Newtonsche Abbildung wiedergegeben wird. Es liegt nahe, 
1ach allen Abbildungsfeldern zu fragen, bei denen die oskulierenden Kardinal- 
lemente für alle Punkte zusammenfallen und somit die Abbildung durch die 
;ewöhnlichen Abbildungsgleichungen der Lichtoptik wiedergegeben wird. 
Diese Aufgabe wurde bereits in zwei früheren Arbeiten?) gelöst. Im folgen- 
len wollen wir die Ergebnisse nochmals im Zusammenhang mit den Betrach- 
ungen aus dem 1. Teil herleiten und insbesondere derartige Felder explizit 
liskutieren. 


1) 1. Mitteilung siehe ZAMP 1, 363 (1950). 

2) Institut für angewandte Physik an der Technischen Hochschule Wien und Abteilung für 
‚lektronenoptik der Siemens & Halske AG. in Berlin. 

3) W. GLASER, Z. Phys. 117, 285 (1941). 

4) W. GLAsER und E. LAMMEL, Ann. Phys. 40, 367 (1941); Mh. Math. Phys. 40, 289 (1943). 
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| 

Die Bedeutung dieser Abbildungsfelder liegt darin, daß die elektronen'f} 
optische Abbildung durch die bekannte Listingsche Bildkonstruktion be 
herrscht wird und die drei Parameter /, zp, und zp, die gesamte Abbildung kenn f 
zeichnen. Wenn man in der Praxis von vornherein die Gültigkeit der Newton} 
schen Abbildungsgleichung voraussetzt, so ersetzt man implizite das empirische \ 
Abbildungsfeld durch ein solches der Newtonschen Klasse, welches dieses mög 
lichst gut approximiert. Es ist daher die Frage wichtig, in welcher Weise mark} 
gegebene Abbildungsfelder durch solche der Newtonschen Klasse möglichst gu) | 
darstellen kann. Dies ist auch deshalb wichtig, weil man die Elektronenoptik 
und den Bahnverlauf der Newtonschen Felder vollkommen beherrscht und da 
mit auch die der approximierten empirischen Felder. | 

Für ganz hohe Vergrößerungen, wie sie in der Ubermikroskopie vorkommen! | 
ist der Dingort auf die unmittelbare Umgebung des zum unendlichfernen Punk fi 
konjugierten Punktes beschränkt. In diesem Falle genügt zur approximativerf 
Beherrschung der Abbildungsgleichung die oskulierende Newtonsche Abbildung 
dieses zum unendlichfernen Punkt gehörenden Dingpunktes, der gewöhnlich 
als Brennpunkt schlechthin bezeichnet wird. Wir haben diese Abbildung z 
Beginn unserer Betrachtungen die «zugeordnete Newtonsche Abbildung» g 
nannt. Man muß sich nur bewußt sein, daß die Anwendung dieser Abbildung 
im allgemeinen, das heißt auch für kleine Vergrößerungen, nicht zulässig is} 
(es sei denn, daß das Feld ein Newtonsches ist). 

Um nun die Felder mit Newtonscher Abbildungsgleichung aufzustellen, di 


von der Gleichung 


B LE REN Pr fo (6 


fa LS ie 


aus. Bedeutet a irgendeine für die Feldausdehnung kennzeichnende Länge, zum | 
Beispiel Spulenradius, Polschuhbohrung, Feldhalbwertsbreite usw., dann kön/f 
nen wir alle Längen in Vielfachen von a messen. Für die Abszisse erhalten wil 
so die dimensionslose Größe 


en (689 


a 


Für die dimensionslose Brennweite behalten wir weiterhin den Buchstaben 
bei. Die obige Abbildungsgleichung (67) lautet nun 


ae CES fo A 
ae or 
| 

Für den Zusammenhang zwischen Ding- und Bildort ergibt sich aus (69 

die projektive Beziehung | 

on #0 + filo — Xp, Xp, | 


Yi = (of 


X0 — Xp, 
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} Wir legen nun den Koordinatenursprung so, daß 

1; 

| Zn gece wes (71) 
| 


eilt. Wie im Anhang III (S. 184) gezeigt wird, ist die Größe fy fi + xp, stets 
negativ und kann daher —o? gesetzt werden mit reellem o 


fa lo + m0. (72) 
Gleichung (70) lautet dann 
Xp #%, 0% 
t= ——— 73 
ne a (73) 


(Diese Beziehung läßt sich nun in einer anderen Variablen, die wir g nennen 
fwollen, in sehr einfacher Weise schreiben. Wir setzen dazu 


x=o1g9, (74) 


‚wodurch der gesamte Bereich der Variablen x zwischen — und +c auf den 
endlichen Bereich der Variablen œ abgebildet wird. Aus der Eineindeutigkeit 
der Zuordnung folgt, daß m auf den Bereich (—x/2, +2/2) beschränkt bleibt 
(vgl. Figur 1) 


#1 4 
St eee (75) | : 
are 
Die Variable z ist also nach (68) und (74) durch a De 
dote (76) ee 


gegeben. Wir sehen, daß die Strecke ao die natürliche Längeneinheit unseres 
‚Systems darstellt. Diese natürliche Längeneinheit geht aus der willkürlich 
gewählten charakteristischen Lange a durch eine Streckung mit dem Streckungs- 
lfaktor o hervor. Da diese Zahl o für das folgende eine wichtige Rolle spielt, 
‚wollen wir sie die «Streckzahl» nennen. 

Um in (73) das Additionstheorem für die Tangensfunktion anwenden zu 
‚können, setzen wir 


% = —ctg — (77) 


‘und nennen w den «Feldmodul» der Abbildung. Wir erhalten so, wenn wir (74) 
‘und (77) in (73) einsetzen, | 


| tg P1 = tg (0 a a (78) 


a) 


Wegen (75) gilt also als Zuordnungsgesetz zwischen den Hilfswinkeln von Ding- 
und Bildort 


(a) 


ZAMP II/11 
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Man erkennt, daß in der Variablen y die Newtonsche Abbildungsgleichung 73) 
die einfachste Gestalt annımmt. 

Zur weiteren Diskussion brauchen wir die Differentialgleichung der lachen 
achsennahen Elektronenbahnen im rein magnetischen Feld | 


a | 


d?y CEE) 


PES CO ” (80) 
die nach (68) und mit ; 
Vz (81) fi 
und der Abkürzung 
Bley ay W 
De 2] 


die Form 


d*y 2 B;(x a) 
dx? 3 Be 


y = 0 (83) 


annimmt. In der Variablen  lautet (83), wenn wir dy/d mit y’ bezeichnen,| 


GÈNE B; (ao tg y) 


I! AE 3 Zz Tee 
a Mn B yo. (84) 
Mit IN 
I COS © (85) 
ergibt sich daraus | 
| 2 72 — B; (a (4 tg a) = LIN 
"4 (1 Ba je 0. (86)| 


Die allgemeine elektronenoptische Abbildungsgleichung lautet 


B=- u = (87) 


(83) AE Des Zen zwischen Ding- und Bildort erhält man 
aus der zweiten Gleichung (87). Führen wir die Funktion «(«) durch 


ein, so ergibt sich die Zuordnung von Ding- und Bildpunkt aus 
%(%9) = a (x). (89) fi 
Da die Nullstellen von u(x) und w(x) getrennt liegen müssen, besteht «(x) ausil 


mehreren Zweigen, die jeweils durch eine Unendlichkeitsstelle getrennt sind 
(vgl. Figur 2). 
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Sind £(y) und g(p) zwei linear unabhängige Lösungen von (86), so gilt 
ach (85) 


h (po) 7) 
u(o tg ~) = — > "uote o) = ae i (90) 
ind (87) lautet 
_ P(r) _ COS Po G(Pi)_ , COS Po 
p P(Yo) cos gy, G(Po) cos pi | ay 


Bezeichnen wir den Quotienten zweier unabhängiger Lösungen von (86) 
‘it (y), so ergibt sich 
big) _ u(otg p) 


h(g) = A be a(o tg @). (92) 


ye Abbildungsgleichung (89) geht damit 
ber in 
(Po) = hp). (93) 


ijoll nun zwischen Ding- und Bildpunkt 
ie Newtonsche Abbildungsgleichung be- 
tehen, welche in der Variablen @ die Ge- 
talt (79) hat, so muB die Beziehung gelten 


| Ho + =) = (po). (94) 


Ian erkennt, daß für alle Newtonschen Abbildungsfelder der Quotient zweier 
‚Inabhängiger Elektronenbahnen eine periodische Funktion in der Variablen » 
ait der Periode z/m sein muß. Differenzieren wir h(g), so ergibt sich 


gre He (95) 


Ind, da aus der Differentialgleichung (86) 


gp’ —q' p=const =C (96) 


f 


f 
pst. 
Fe or (97) 


Ja wir das Vorzeichen von C stets positiv wählen können, erkennen wir aus 
37), daß h’ stets positiv angenommen werden kann. Den Wert Null kann h' 
n Endlichen nicht annehmen, da g(p) als reguläre Lösung der Differential- 
leichung (86) im Endlichen (—2/2 < q < x/2) beschränkt bleibt. Wie aus 
ligur 1 hervorgeht, wird ein Dingpunkt einmal und nur einmal abgebildet, 
\renn die beiden Bedingungen erfüllt sind: 


7) 2 
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und 


Das Gleichheitszeichen in (98) tritt dann auf, wenn g, der dingseitige Brenn] 
punkt ist. | 
Aus (97) folgt, daß g(y) der Gleichung 


lp + +) = tee) (106 


Ne) 


ändern. Es kommt also nur das negative Vorzeichen in (100) in Frage. Aus (93% 
ergibt sich dann, daß auch #(p) halbperiodisch mit der gleichen Halbperiode is 
Die Lösungen von (86) haben also die Eigenschaft 

He +=) = 0: ale + =) = —a(9). qu | 


(a) 


et 
= 


p(p) und g(p) müssen also den für cos w @ und sin w y typischen Charak 
zeigen, h(p) also den von tg «© y. 
Auf Grund der Eigenschaften (79), (91) und (101) ergibt sich 


pe COS Po _ com  _ cos (y, — 2/w) (10. | 
COS Py COS (9, + 2/ a) COS 9, | 


Der Vergleich mit (69) ergibt für die beiden Brennweiten 


fa = £ ; fo — 2 . (10 | 


sinn/o sin z/o 


Sind nun f(g) und g(p) halbperiodisch mit der Halbperiode z/w, so et | 
nach (86) 

Bia o tg y) 

Bz cost. 


(104 


periodisch mit der Periode z/w sein, denn mit f(g) ist natürlich auch p'(dÎ 
und p”(y) halbperiodisch. Wegen des Nenners cos? muß sich daher jed 
Newtonsche Abbildungsfeld in der Gestalt | 


B, (a o tg vy) = By D(y) cos? mit Oy + =| = + Dg) (10! 
schreiben lassen. Ist insbesondere ® = 1, dann gibt (105) das bekannte Glocke 


feld 
| B,(aotgo) = By cos? y (108 
oder, in z geschrieben, 


By À 
Bz) = 1+ Ga: | | 
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Allerdings ist (105) nur eine notwendige Bedingung, das heißt alle Newtonschen 
‘elder müssen diese Gestalt haben, aber nicht alle Felder der Gestalt (105) 
ind Newtonsche Felder, denn die notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
in Newtonsches Feld ist durch (94) gegeben. Wie wir früher erwähnt haben, 
deht dies die notwendige und hinreichende Bedingung nach sich, daß die beiden 
-Öösungen p(y) und g(g) der Hillschen Differentialgleichung 


v” + [1+ 820? D2(p)] v — 0 (108) 


ialbperiodisch mit der Halbperiode z/@ sind. Da es sicher periodische Funk- 
‘Hionen D*(y) gibt, für die zwei halbperiodische Lösungen p(œ) und g(p) vorhan- 
en sind, existieren somit eine ganze Reihe derartiger Newtonscher Abbildungs- 
elder. 

Diese Formulierung ist bereits in den beiden oben zitierten Arbeiten ent- 
alten. Im Jahre 1945 hat Hutter!) darüber hinausgehend versucht, einige 
jlerartige Newtonsche Abbildungsfelder explizit anzugeben. Es zeigt sich jedoch, 
laß die Hutterschen Überlegungen auf einem Irrtum beruhen. HUTTER nimmt 
"Hazu für die Funktion ®() ein Fourier-Polynom, das er wieder in der Variablen 
: anschreibt. Die Funktion ®(p) hat aber für alle von HUTTER betrachteten 
\bbildungsfelder allein die Periode x. Dies bedeutet den auf Grund der allge- 
neinen Überlegungen ausgeschlossenen Fall w — 1. Nach Formel (77) lägen 
“ür = 1 die Brennpunkte im Unendlichen, und die Brennweiten würden, wenn 
lie Felder tatsächlich zur Newtonschen Klasse gehörten, nach (103) unendlich 
roß. Die Bedingung » > 1 ist eben wesentlich. Auf Grund der Hutterschen 
Überlegungen könnte man schließen, daß jedes beliebige Abbildungsfeld zur 
INewtonschen Klasse gehört; denn ®(g) ist für beliebige Felder eine periodische 
Funktion mit der Periode x. Diese Trivialität folgt auf Grund der Einführung 
Mes Hilfswinkels (74) unmittelbar. Der vorliegende Tatbestand ist auch von 
\. A. RUSTERHOLZ?) in seinem Buche Grundzüge der theoretischen Elektronen- 
ıbdtik nicht bemerkt worden, wo die acht Hutterschen Felder mit angeblich 
Newtonscher Abbildungsgleichung explizit angeführt werden. 

Unter den von HUTTER angeführten Feldern befindet sich auch das Kreis- 


‚tromfeld 


By 
B,(z) = 1 = (z/a)2]372 7 (109) 


Hier kann man sich leicht unmittelbar davon überzeugen, daß dieses Feld nicht 
sur Newtonschen Klasse gehören kann. Denn die Differentialgleichung (108) 
#rhält in diesem Falle die Gestalt (5 = 1 gesetzt) 

k? 


"+14 cos2p) 0-0. (110) 


1) R. G.E. Hurrer J. appl. Phys. 16, 670 (1945). 
| 2) A. A. RuSTERHOLZ, Grundzüge der theoretischen Elektronenoptik (Birkhäuser, Basel 1950), 


3.155. 
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Dies ist eine Mathieusche Differentialgleichung. Aus der allgemeinen Theorie!}} 
dieser Differentialgleichung ist nach E. L. INCE bekannt, daß diese Differential-f 
gleichung höchstens eine halbperiodische Lösung p(p) haben kann, im Wider-fi 
spruch zu unserer Forderung, daß auch die zweite Lösung g(9) halbperiodisch 
sein muß. | 

Um bei einem vorgegebenen Abbildungsfeld zu entscheiden, ob es zur Klasse 
der Newtonschen Felder gehört, werden folgende zwei Fragen zu beantworter) I 
sein: 


1 0D 
Bra o tg y) 
B2 cos! op 


eine periodische Funktion mit der Periode z/» mit > 1 ist, und 
2. ob die Hillsche Differentialgleichung (86) zwei unabhängige halb- 
periodische Lösungen besitzt. 


Um expliziterweise Beispiele für derartige Newtonsche Abbildungsfelde | 
außer dem Glockenfeld (107) anzugeben, wollen wir von zwei halbperiodischeï 
Funktionen p(y) und g(p) ausgehen und das zugehörige Feld nach dem obige 
konstruieren. Dieses Verfahren hat zugleich den Vorteil, daß uns damit auc 
die zugehörigen Elektronenbahnen bekannt sind. Sind ?(p) und g(p) zwe 
Funktionen, deren Wronski-Determinante eins ist, so genügen sie der Differe 
tialgleichung 


ia 6 | 

+ ty ie jv=0. (112 
Vergleichen wir dies mit (86), so erkennen wir, daß das zugehörige Abbildung 
feld durch 


2 


> BA Li / 71 
Pacte p) = — seca cosip{(p g" — gp" + 1) (11 


gegeben ist. Wegen 


QG Dr pq = also g'=Ë 9; (114 


kann man hiefür natürlich auch - wenn man g” ersetzt - 


B: Jörn A p" | 
(40189) = ge COS p(1+ | (113 


oder den analogen Ausdruck in g(p) schreiben. 


La : : | | 
2) Siehe zum Beispiel E. T. WHITTACKER und G. N. WATSON, A course of modern Analysà | 
(Cambridge University Press, Cambridge 1927), S. 404ff. Vgl. auch M. J. ©. STRUTT, LaméschA} 


Mathieusche und verwandte Funktionen in Physik und Technik (J. Springer, Berlin 1932) 
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Da B,(0) = B, ist, folgt 


FAR 2X) 
ko (1+ 5 is (116) 


b"(0)/p(0) ist eine Funktion des Parameters w. Da p(y) eine halbperiodische 
‚Funktion in y mit der Halbperiode 7/« ist, kann sie als Fourier-Reihe dar- 
‚gestellt werden 


p(g) = Ic, sin[(2 n + 1) © p + 6,]. (117) 
0 
Man erhält daraus 
p"(0) „2 ZEn(2n+1) sind, _ wo? 
p{0) z Son, ve (118) 


wobei wir für den Quotienten der beiden Reihen 1/y? geschrieben haben. Bei 
gegebener Funktion p(gœ) ist y ein bestimmter numerischer Wert. Der Feld- 
modul w ist damit durch die Gleichung 


DEN V1 + 8202 (119) 
igegeben. Die Bedeutung der Lange ao erkennen wir, wenn wir die Abszisse 
d=aotg Pa (120) 


angeben, wo das Feld auf die Hälfte seines Maximalwertes By herabgesunken 
st. Die Größe o bestimmt sich dann aus der Gleichung 


1 57 „m i 
B,(d) = + By = — yz by c08*ya (1 + ae (121) 


us der im allgemeinen transzendenten Gleichung 


p (Pa) 
Dee 2 cos? 1 EE 122 
k2 6 COS“ Pa ( P( Pa) ) ( ) 


kann gy als Funktion von k?6? bestimmt werden 


Pa = alk? 0°). (123) 


Führen wir den auf die Feldhalbwertsbreite d bezogenen Parameter der Linsen- 
starke 


re (124) 


>in, so wird 
2 2 
Vax Para) ex (125) 
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(a ist aber andererseits durch (120) gegeben, so daß die Auflösung der Gleichung 


/ 2 G2 {ll 
tale) (126 
nach d/(a o) diese Größe als Funktion der Linsenstärke x? ergibt. Wir seheifi 
also, daß für jede Linse die Größe ao der Feldhalbwertsbreite proportional ist} 

Die Funktionen p(y) und g(p) müssen außer (111) noch einer zusätzlicher i; 
Bedingung genügen. Da die linke Seite von (115) wesentlich positiv ist, mul] 
jede Ausgangsfunktion p(y) und g(p) die Bedingung | 


Ne (127 
p | 


erfüllen. Es genügt natürlich, zunächst nur eine halbperiodische Funktion #( 
zu wählen, welche (127) genügt, und dazu eine zweite halbperiodische Funktio 
zu bestimmen, die mit ihr zusammen eine konstante Wronski-Determinant! 
ergibt. Daraus folgt dann durch Differentiation der Wronski-Determinante 
daß auch g(g) der Ungleichung (127) genügt. 
Es erscheint naheliegend, zu einer gegebenen halbperiodischen Funktio# 
p(p) die dazugehörige zweite Funktion g(p) durch Integration der Differential 
gleichung 
CAE En AURA (128 

gemäß 
he 
pe 


a= | 


zu bestimmen. Dies ist jedoch deshalb unzweckmäßig, weil im allgemeinen dif 
nach (129) bestimmte Funktion gar nicht halbperiodisch mit der Periode z/ 
sein wird. Dieses Vorgehen würde die Beantwortung der Frage verlangen, al 
jene halbperiodischen Funktionen (gy) zu bestimmen, für welche die Inte 
gration 


p 
Mae 
p? 
0 
wieder zu einer halbperiodischen Funktion mit der Halbperiode x/« führl 


Man erkennt leicht, daß diese Frage darauf hinausläuft, alle Funktionen (gl 
zu bestimmen, für welche 


ist, wobei natürlich der Integrationsweg in der komplexen Ebene so zu wähl 
ist, daß die Nullstellen von p(y) außerhalb bleiben. Wir wollen uns hier mil 


| 
| 
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dieser Frage nicht befassen, sondern von zwei halbperiodischen Funktionen 
(9), x(p) ausgehen und setzen 


p= Se eae a 132 
4 PRE AS brun VW Mie 


omit erreicht ist, daß der Wert der Wronski-Determinante konstant ist. Aller- 
Ries müssen wir verlangen, daB 


| VX —y z+ 0 (133) 
| 

iit. Im allgemeinsten Fall werden y und y Fourier-Reihen sein, somit auch 
33). Von der Fourier-Reihe (133) ist also zu verlangen, daß sie beständig 
jositiv ist. C. CARATHEODORY?) hat die notwendigen und hinreichenden Be- 
‚ingungen für die Fourier-Koeffizienten angegeben. 

Wir wollen im folgenden unser Problem nicht in dieser allgemeinsten Form 
jatersuchen, sondern uns begnügen, explizite Newtonsche Abbildungsfelder, 
ie grundsätzlich realisiert werden können, anzugeben. 

4 Wir gehen aus von den beiden Fourier-Polynomen 


x = dD) a, sin (2n+1)mop+c,cos(2n+1)og, | 
(134) 
; y= Yd, sin (22+ 1) y+ b, cos (2n+ lh og. | 


Wollen wir ein symmetrisches Feld konstruieren, so muß nach (115) p”/p und 
‘Ig symmetrisch sein. Es kann also etwa g symmetrisch und # antisym- 
‚hetrisch sein. Wählen wir y symmetrisch und % antisymmetrisch, so ist W 
ach (132) symmetrisch, und # und g haben die gewünschten Symmetrieeigen- 
‚haften. Wir müssen also 


| C,»=0, d,=0 (135) 
| 
ählen. 

Betrachten wir die einfachsten Fourier-Polynome 


4=4asin op; y= 0 cos w y. (136) 


ie Funktionen sind symmetrisch bzw. antisymmetrisch. Die Wronski-Deter- 


| unante W ist : 
W=abo = 0. (137) 


‚tementsprechend lauten die Lösungen 2 und q 


p= Ve snwgy; g= | COS © ~ (138) 


| 1) Rend. Acad. Sci. nat. Palermo 32, 193ff. (1911). 


| 
fl 
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und die Elektronenbahnen 


p sno@, q COS © P 131 
“= — ~- ME I u =, ( 
cos y cos p cos p COS p 


Für B? (aotgy) erhält man 
2 
0 


Bilao tg p) = peus (m? 1) cost g. us 


2 


Aus Formel (118) und den beiden Funktionen p(y) und g(p) folgt 


FE (144! 
somit 
== l= R20°, (14 
Für o erhalten wir 
= 1 F By : I 
fe ee ee [1 + (d/o a)]? ? (14 


hieraus folgt 
a= Oo a, (14 


Die Kardinalelemente des Glockenfeldes (143), des einfachsten Feldes 
Newtonscher Abbildungsgleichung, lauten daher 


Vr+1' A sin ( n/V x2 + 1) j 
Der nächsteinfache Ansatz wäre 
y=-snwop+tasin3®9, y= cos + bcos3 © y. (144 


Wir wählen insbesondere der Einfachheit halber «= b und erhalten für 
Wronski-Determinante 


W=o[(1 + 3a) (1+ 4) — 8asin® qo g]. (1 


Wie im Anhang IV gezeigt wird, führen die Bedingungen, daB W stets ungleïA] 
Null ist und daß das zugehürige Feld stets reell ist, nach (127) auf die Ey 
schrankung 


als 0 Al 
33 
Für y ergibt sich aus (118) 


24 a? 
(a+1) (3@+1) ~ 


FES 
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: 1/2 
sin? o 9) (150) 


las zugehörige Abbildungsfeld lautet 
R?o? zw 4 1— Bsin’op 
~ (1— C sin? w @) 


126) 


t.(a o tg my) = B,cos 


Fig. 3b 
0,1, GE 1 — 1 31, 72 — 05182: 


Bl) 
& 


Fig. 3a 
DAS 


MP 22102 — 0,6, © — 1,17 


1%) 


Fig. 3d 


Fig.3c 
Fun r202=12, 0 1537, 


Bf) 
& 


Fig. 3f 


Fig. 3e 
10,05, k2 0? = 0,6, © = 1,235, x? = 0,435. 
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wobei die Konstanten folgende Bedeutung haben | I 
Wil 

192 a? (a — 1) B 5a 1 | 

or i) Ga PDT a aa Pi in a pias | |}: 


8a | 
Dre 


Fig. 3g Fig. 3h it 
a= 0,05, k2o2=1,2, mw = 1,445, x? = 1,03. a=0,05, ko? =3, o — 1,95, x? =3 3.1} 


Bz/z) 


Der Verlauf dieser zweiparametrige 
& 


Newtonschen Feldmannigfaltigke 
ist in Figur 3a bis 7 für einige typ 
sche Parameterwerte a und hk? 
wiedergegeben. 

Wie aus obigem Beispiel hervo 
geht, hangt der Feldverlauf im al 
we gemeinen Fall von der LinsenstärHl 
oe k? ab. Daher gilt die Newtonschfi 
| Abbildungsgleichung bei vorgegebyf 

Fig. 31 nem Abbildungsfeld im allgemeinél 

a=0, nicht für beliebige Beschleunigung 

gewöhnliches Glockenfeld nach Gleichung (142). spannungen, sondern nur für di | 

jenigen, welche durch den Wert vd 

k? bestimmt sind. Dies ist von vornherein zu erwarten, denn der Begriff di} 

Linsenstärke beschreibt ja nicht eine Eigenschaft des Abbildungsfeldes allei ff 

sondern die Wechselwirkung dieses Feldes mit der hindurchgehenden Elell} 
tronenstrahlung. Es ist klar, daß diese Wechselwirkung ebensosehr von de 


ja in der gewöhnlichen Lichtoptik der Fall, wo man strenggenommen au« | 
nicht von der Brechkraft schlechthin sprechen kann, sondern nur von dl 
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jlektronenoptische Abbildung ist insofern noch allgemeiner als die Abbildung 
er gewöhnlichen Optik, als nicht allein die Werte für die Kardinalelemente, 
jondern sogar die Form der Abbildungsgleichung von der Linsenstärke ab- 
‘angen können. 

Das Glockenfeld ist unter allen Newtonschen Abbildungsfeldern dadurch 
jusgezeichnet, daß die von ihm vermittelte Abbildung für alle Werte des Para- 
jneters der Linsenstärke ständig eine Newtonsche bleibt. 

Wir erhalten ein weiteres Newtonsches Abbildungsfeld, wenn wir den An- 
latz machen 


y=a+snog, vy=a+coswp. (152) 


Die Funktion y ist wohl um den Ursprung symmetrisch, 7 aber nicht schief- 
ymmetrisch, wir werden also kein symmetrisches Feld erhalten. Ferner sind 
jie Funktionen nicht halbperiodisch, wir werden also nicht erwarten, daß eine 
‚nd nur eine Newtonsche Abbildung auftritt. Tatsächlich wird sich zeigen, daß 
}wischen je zwei im Newtonschen Sinn aufeinander abgebildeten Ebenen stets 
in Zwischenbild liegt, das nicht zur Newtonschen Klasse gehört. Für W er- 
‚halten wir 

W=1+V2asin(? +). (153) 


Die Bedingung W + 0 zieht also 


la] < + (154) 
uach sich. Für y? erhalten wir 
| 1 3 (1 — 2a?) 
4er] (155) 


nd das zugehörige unsymmetrische Abbildungsfeld lautet 


B?(a o tg q) = By cos? p x 


Reot+1 4 [1 —V2sin (7/4 + o g)] [2 + a (1+ V2sin(x/4 + wg] ee 
B2 02 [1 + V2 a sin (n/4 + og)]? 
(156) 


| nit der Abkürzung 


3 a (1 — 2 a?) 1 
aa run: Ey 


Beschranken wir uns auf positive a, so ist die Bedingung (127) von selbst er- 
\üllt, wie man leicht aus (156) und (157) erkennt. Die Abbildungsgleichung 
autet 


= a + Sin © 158 
ea: (oo 
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Die aufrechten Bilder eines Gegenstandes kénnen nach der Newtonschen Ak 
bildungsgleichung bestimmt werden, wahrend dies fiir die verkehrten Bildef 
nicht der Fall ist. 

Die Feldfunktion B,(z) (156) sowie die fiir die Abbildung kennzeichnend 
Funktion 4(g) sind in den Figuren 4 und 5 dargestellt. Man erkennt, dai 


Be) 
cn 


fe 
7 ate pe dt 
er 40-20-0060 40070 -10 0) 0 2 0 4 À] 60 0,80 


Er | er 


2) i 
| 4 2 A oo 


T 
Fig. 4 Fig. 5 
a=05, ko?=1,2, wm = 2,298 MQ); @— 0,5, Rlo2 = 12, @— 22a 


zwischen je zwei Zweigen von h(p), die eine Newtonsche Abbildung vermittel 
immer je ein Zweig vorhanden ist, der mit dem Nachbarzweig durch eine nich 
newtonsche Abbildung zusammenhängt. | 


Im ersten Teil wurde bereits gezeigt, daß man die oskulierende Brennwei 
in einem bestimmten Dingpunkt z,, zu dem die Vergrößerung B gehört, folge 
dermaßen bestimmt: Man verschiebt den Dingpunkt um die Strecke Az,, w 
durch die Vergrößerung den Wert B erhält. Nach Gleichung (44) ist dann dill 
oskulierende Brennweite durch 


nm sh 


gegeben. Die «oskulierenden Brennpunkte» mit den Koordinaten 2; und 4 
finden wir nach (42), wenn wir für die Entfernung Z) = 2, — Zp, des oskuliereif 
den Brennpunktes vom konjugierten Bezugspunkt z, einsetzen, 


Analog ergibt sich 
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Ih und z, sind dabei die Entfernungen von Objekt und Bildschirm von einem 
{eliebigen Bezugspunkt aus gemessen (zum Beispiel Objektivblende). Die Orte 
er oskulierenden Brennpunkte 2; und z Zp, beziehen sich dann auf den gleichen 
J,ezugspunkt. 

Ist das betrachtete Abbildungsfeld ein Newtonsches oder kann man es als 
jn solches approximativ auffassen, so sind die auf diese Weise bestimmten 
skulierenden Kardinalelemente bereits die Kardinalelemente des Feldes. 

4 Wollen wir unsere Formeln (77), (103) für die Kardinalelemente des Newton- 
chen Feldes benützen, also Feldmodul und Streckzahl bestimmen, so müssen 
"ir den Bezugspunkt in den Halbierungspunkt der Verbindungsstrecke der 
‚rennpunkte legen. Bezeichnen wir diese Koordinaten mit z, und z,, so muß 
elten 


=%—-— Sy = — À ; m: (162) 

ach (159) haben wir 
ae 0. (te) 
“Fe 5 FF, =i Cte =. (164) 


aus (162) erhalten wir durch Subtraktion, wenn wir die gesamte Strahllänge 


A — % = 21 — 2 — À (165) 
etzen, 
okt 1 l B — $ PR 
a a un 
ind aus (160) und (161) 
a0 = 42, + sin = (167) 


Aus der ersten Gleichung bestimmen wir den Feldmodul » und anschließend 
us der zweiten Gleichung die Streckzahl o. 

Ist uns Feldmitte des symmetrischen Feldes von vornherein bekannt, so 
‘ônnen wir Feldmodul und Streckzahl auch in unserem allgemeinen Fall nach 
inem Verfahren bestimmen, das von Erris!) für das Glockenfeld (107) ver- 
vendet wurde. Aus der Vergrößerung (102) ergibt sich 


cos gp _ |/a?0o?+ at 168 
ee eee ae | ws 


1) S. G. Erris, Canad. J. Research [A] 25, 322 (1947). 
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zahlentnehmen. Aus den ee (73) a à (16 5) erhalten wir durch Auflösen 
nach 2; die Beziehung 


tp = —+ (a2 02 + 22)). (169 
In Verbindung mit (77) erhalten wir 

1 | 
CR (a? 02 +362) (170) | 


zur Bestimmung des Feldmoduls. 


5. Tangentenabbildung 


Zu jeder elektronenoptischen Abbildung gibt es ganz allgemein eine Newiohl 
sche Abbildung, die man auf folgende Weise erhält: Wir wählen zwei beliebigäft 
achsensenkrechte Ebenen E, und E, in den Punkten z= 2, und z= z,. Wii 
betrachten nun die Abbildung, welche durch die Tangenten an die Elektronen 
bahnen in ihren Durchstoßpunkten mit E, und E, vermittelt wird. Bedeuteri 
€) und Z, die jeweils von den Ebenen £, und E, gezahlten Abszissen, so sin | 
zwei unabhängige derartige Tangenten durch 


w = w, + Wy Co (17111 


und 


U = Ua + U Lo (1721 


gegeben. Die analogen Formeln erhält man auf der Bildseite. Die allgemeindf 
Gestalt der Tangente ist durch | 


Vo = Cy (Ug + Wa Co) + Ca (Wa + Wa Co): | | 

” à (173 
11 = Cy (uy + Mo Co) + Ca (Wy + Wy Co) | | 
gegeben. Eliminiert man daraus C,, so erhält man die Abbildungsgleichung'f 
wenn man den Koeffizienten von C, gleich Null setzt, zu 


a6 NTs 
re % Dit Wo, Up À U La 
/ TE : au, 
70 Way + Wa Co Ug + Ua Co 


Selbstverständlich hätten wir diese Gleichung gleich als Spezialfall von (87! | 
anschreiben können. Die entsprechenden Brennpunkte, die wir die « Tangenten: 1 
brennpunkte» nennen wollen, erhalten wir unmittelbar daraus, fiir Co 
bzw. für &, = +00 zu 


4 
a Uy i D = Wy Up — Ug wy 
Sr, SE 


ER = 6 Die 
ww Wu Fe ww — wu, 
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Die Abbildungsgleichung läßt sich damit auf die Gestalt 


ioe te) (é » \ _ (Ug Wa — Wa Us) (Wy UG — Uy Ws) (176) 


ou cr) (u), wy, — wi, uj)? 


ringen. Aus der Differentialgleichung (5) folgt 


/ R a 
V Dy (Wy Ug — ww) = V Dy (wy Uy — Wy ui). (177) 
betzen wir daher 
: Up W, — Wy UZ Wy Uy, — Ug We 
lo = Sg 77 = pris f = er / AE TU (178) 
w, u, — We Us Wy Ui, — wu 


o gilt die bekannte Abbildungsgleichung 


(&ı 4 Cr) (Co aa Cr.) == fa fo» (179) 


Ind zwischen /, und f, gilt nach (177) die bekannte Beziehung 

De Vz 180 
à a (180) 
setzen wir für die Vergrößerung f ein, so erhalten wir 


B Es ee Cr, = : fo f (181) 


h ze CF, 


‘Am schnellsten überzeugt man sich von der Richtigkeit der Gleichung (181), 
Jvenn man in (176) eine Lösung mit spezieller Anfangsbedingung, zum Beispiel 


(3) 
7 


Fig. 6 Fig. 7 
Tangentenabbildung, Tangentenabbildung, 
lle Abbildung eines virtuellen Gegenstandes. virtuelle Abbildung eines reellen Gegenstandes. 


ZAMP 11/12 
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w/ = 0, einsetzt. Die obigen Gedankengänge sind unabhängig, welche parti 

kulären Lésungen man auch nimmt. Aus der Determinantengestalt geht dé i 
unmittelbar hervor. 

a” Liegen E, und Æ, bereits ir 

praktisch en Räumen, sc 

können wir sie als die beider 

Scheitelebenen einer endlich dik: 


i 


| 


ken Elektronenlinse auffassem 

wir haben dann alle Verhältnisse 

der gewöhnlichen Lichtoptik. 

Man überzeugt sich leicht ial 

a analoger Weise, wie im 1. Teil] 

daß der Brennpunkt und dis 

Tangente beine Brennweite die in den Figuren 

virtuelle de eines virtuellen Gegenstandes. 7,8 angegebene Bedeutung habe 

wo eine reelle Abbildung eine} 

virtuellen Gegenstandes, eine virtuelle Abbildung eines reellen Gegenstande| 

und schließlich eine virtuelle Abbildung eines virtuellen Gegenstandes da 
gestellt sind. 


Fig. 8 


Asymptotische Abbildung 


Im Falle, daß das Feld sich bis ins Unendliche erstreckt, aber doch im Sinn 
von Teil I so stark abfällt, daß beiderseits Asymptoten existieren, können will 
die beiden Ebenen F, und E, nach —oo bzw. +00 rücken lassen. Nehmen will 
zunächst an, das Feld sei ausgeschaltet. Es sollen dann Bündel geradlinige# 
Elektronenbahnen sich in den Punkten eines achsensenkrechten Gegenstande|ff 
der Größe 7, vereinigen, also ein reelles Bild G erzeugen. Wird nun das Feld | 
eingeschaltet, so werden die betrachteten Elektronenbahnen zwar nicht mehli 
sich im Bild G vereinigen, aber wir wollen immer noch voraussetzen, daß ihri# 
asymptotischen Richtungen gegen die Punkte von G zielen. Wir können G all} 
virtuellen Gegenstand einer elektronenoptischen Abbildung auffassen. 

Wir wollen zeigen, daß die Elektronenbahnen im Bildraum von den Punktes 
eines achsensenkrechten Bildes der Größe 7, herzukommen scheinen, das eit 
ähnliches Bild des virtuellen Gegenstandes G ist. Der Zusammenhang zwischell 
Ort des virtuellen Gegenstandes z, und des virtuellen Bildes z, wird durch diff 
übliche Linsengleichung wiedergegeben. 

Dies folgt unmittelbar durch Spezialisierung unserer Betrachtungen, went 
wir den Berührungspunkt Q (man vergleiche Figur 8) der Tangente nach —o<f 
bzw. +00 wandern lassen. Die Tangenten erhalten dadurch eine bestimmt‘ 
eo dessen Achsenabschnitt wir nun mit w, bzw. w, bezeichnen. Went 
weiter w, und w, die Richtungen der een bedeuten, so behalten di | 
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| es Formeln der Tangentenabbildung auch im Falle der Asym- 
‘btotenabbildung ihre Gültigkeit. 
Der im üblichen Sinn definierte Brennpunkt (vgl. Figur 1 des 1. Teiles) ist 
seiner Definition nach das Bild des unendlich fernen Gegenstandes. Der Brenn- 
bunkt der asymptotischen Abbildung stimmt mit diesem nur überein, wenn 
“flas Bild des unendlichfernen Gegenstandes in feldfreien Raum fällt. Wir haben 
‘Herartige Linsen in einer früheren Arbeit als schwache Linsen bezeichnet. 
Zusammenfassend können wir sagen, daß der Brennpunkt im üblichen Sinn 
“der Achsenschnittpunkt der achsenparallel einfallenden Strahlen ist, während 
ler «Asymptotenbrennpunkt» der Achsenpunkt ist, von dem das objektseitig 
hchsenparallel einfallende Elektronenbiindel bildseitig herzukommen scheint. 
Bezüglich der Brennweite können wir sagen, daß die «Asymptotenbrenn- 
weiten» mit der Größe identisch ist, die E. RuskA!) beim Projektiv des Uber- 
ikroskops als «Vergrößerungsweite» bezeichnet hat und welche wir für das 
BGlockenfeld streng berechnet haben. Der grundsätzliche Verlauf dieser Größe 
ls Funktion der Linsenstärke konnte von E. RusKA experimentell verifiziert 
werden. 
| Man wird in allen Fällen, wo es sich um die Abbildung eines feldfreien Ding- 
'aumes auf den feldfreien Bildraum handelt, im allgemeinen die Kardinal- 
lemente der asymptotischen Abbildung heranziehen. Dies ist besonders bei 
lektrostatischen Linsen wichtig, wo der Gegenstand stets, und bei hoher Ver- 
»rößerung immer auch das Bild in feldfreien Räumen liegen. In einer Arbeit 
fon H. BRUCK und L. ROoMANI?), und im Anschluß daran in einer solchen von 
i. HEISE und O. RanG?), wurden die Kardinalelemente von vornherein nach 
Figur 8 eingeführt. Die in der Arbeit von HEISE und Rang für den ganzen 
‘Bereich negativen Linsenpotentials bestimmten Kardinalelemente stellen also 
ln unserem Sinne die asymptotischen Kardinalelemente der betrachteten Ab- 
bildung dar. 

Als Beispiel für die behandelten Abbildungsarten wollen wir die entsprechen- 
en Kardinalelemente für das einfache Glockenfeld (107) explizit ausrechnen. 

Da das gegebene Feld zu den Newtonschen Feldern gehört, stimmt die 
»skulierende Newtonsche Abbildung mit der allgemeinen elektronenoptischen 


2, =atg9%; H=algm (182) 
:usammenhängen. Setzen wir für w(z) und w(z) die Elektronenbahnen (139) ein, 
| 1) E. Rusxa, Arch. Elektrotechn. 38, 102 (1944). 


2) H. Bruck und L. Romanı, Cah. Phys. 24, 15 (1944). 
3) F. Heıse und O. Rang, Optik 5, 201 (1949). 
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dann erhalten wir für die Brennweiten 


i= | 
aw | 
@ COS © (Py — Pa) Sin (Pr — Pa) — Sin © (Py — Pa) LU? COS Py COS Pq + SIN Py SIN Pal 
fa = —fo | 
(183) 
und für die Brennpunktkoordinaten 
zul 2 a x | 
oF, — cos Pp 


— @ COS Pa COS © (Pr — Ya) + SIN Pa sin © (P»p — Pa) 
© COS © (Py — Pa) SN (Py — Pa) — SiN © (Py — Pa) LH? COS Py COS Pq + Sin Pp Sin Pq] 


— ® COS Py COS @ (9% — Pa) — Sin 9, Sin © (Py — Pa) 
_& cos © (Py — Pa) Sin (Yy — Pa) — Sin © (Pr — Pa) [wW? COS Py COS Yq + Sin 9, sin Pa] 


(1844 


Aus 


= ES Ye 
= ht; Cr = 20 — 2p, (185 


folgen die auf die Feldmitte bezogenen Brennpunktkoordinaten 

Helene 

COS Pa 

© [sin Pp Sin (Py — Pa) — COS Pa] + tg © (Pr — Pa) [SiN Pa COS? Py — W? COS Hp COS Pg Sin Yy 
@ Sin (pp — Pa) — tg © (Py — Pq) [w2 COS y, COS gy + Sin y, sin y,] 


at 
Fo COS Pq 


© [sin Pa Sin (Py— Pa) + COS Py] + tg © (Pr — Pa) [sin 9, COS? Pg — ©? COS 9, COS Pq Sin Pal 
@ Sin (Pp — Pa) — tg © (My — Pa) LH? COS y, cos p, + sin 9, sin y, ] | 


(186 


Durch Spezialisierung erhalten wir daraus die Kardinalelemente der oskulieifi 
renden Newtonschen Abbildung und der Tangentenabbildung. Für die erst 
müssen wir E, und E, als konjugierte Ebenen voraussetzen. Es gilt dann 

IT 


Ira de (187 


womit (183) und (186) in (145) übergehen, wie es sein muß. | 
Lassen wir nun z, gegen —oo gehen, also y, gegen —x/2, so erhalten will 


aw 
h & COS © (y, + 2/2) COS y, + sin w (y, + 2/2) sin y, ’ dave oats (ig i | 
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ınd 
R © Sin 9, Ctg@ (wy, + 2/2) — cos y, 
= © COS y ctg (9, + 2/2) + sin y, 
: (189) 
eo = gq OSI Pe ctg@ (my + 2/2) + w?cos y, 
Fo © COS Py ctgw (My + 2/2) + sin gy 


Auf diese Weise haben wir aus der Tangentenabbildung eine Geradenzuordnung 
»ekommen, bei der den Asymptoten des Dingraumes die Tangenten an die 
“lektronenbahnen in E, entsprechen (« Halbasymptotenabbildung»). 

Wir erhalten aus den Formeln (188) und (189) die asymptotische Abbildung, 
venn wir auch z, > +00 gehen lassen, das heißt @, > r/2 durchführen. Die 
-pntsprechenden Formeln für die Kardinalelemente lauten dann 


aw 
hy = sin @ It (190) 
ind 
| tp = AWCISOAT,; 27 — —4 &Ctg WT. (191) 


‘Die Formel für die asymptotische Brennweite bestimmt die Vergrößerung des 
>rojektivs und wurde in der angeführten Arbeit als Vergrößerungsweite be- 
feichnet. 

Die asymptotische Abbildung für ein beliebiges Abbildungsfeld kann auf 
weckmäßige Weise auf folgende Art bestimmt werden. Wie wir früher gezeigt 
iaben, läßt sich die Differentialgleichung (80) durch die Substitution 


Be) (192) 
cos p 
‚uf die Form 
„ Bra tg p)\ 
) 1 2 ax = 
a” (1 LA a ) v=0 (193) 


‚bringen. Ist v(y) jene partikuläre Lösung, welche für 9 = 2/2 Null ist 


| oF) =, (194) 
o ist durch | 
EEE (195) 
COS p 


ie aus dem Unendlichen achsenparallel einfallende Elektronenbahn gegeben. 


= 


für die Richtung dieser Bahn finden wir 
y'=v' cosp+ using (196) 
Ind daher für die Richtung der von links einfallenden Bahn 


(00) = o(— =) (197) 


\ 
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Die Asymptote ist gegeben durch 


R=7(—0o) ZT Simi (7 772) (198) | 


lex net ©.) 


Für den Achsenabschnitt der Asymptote erhalten wir 


COS p 


v (_F\ 100 
lim —rz)=a lim = — (v’ cosp+ usin 9) tg | = 4) lee 5). (199) 


2—> — 00 g—-7/2 
Die Gleichung der Asymptote lautet daher 


Ba iz al À 200} 


\ / \ / 


Der Achsenschnittpunkt R = 0 ist der Brennpunkt, das heißt z = z,,, 


pu 201 
a ‘| 


Die Einfallshöhe der Bahn ergibt sich mit Benützung der Regel von DE L’ Hos 
PITAL zu 


r(+00) = lim At Se (7). (202 


Hieraus bestimmt sich die Brennweite 


= v’ (20/2) 
Conte 


Wenden wir die Formeln (201) und (203) auf unser Glockenfeld (143) an, s 
haben wir für die Lösung, welche der Bedingung (194) genügt 


Ÿ — Sin & (p == >). (204 


Wenn wir in (201) und (203) einsetzen, erhalten wir wieder unsere frühereif 
Beziehungen (190) und (191). 

Der durchgeführte Vergleich zwischen asymptotischer und elektronenopti | 
scher Abbildung gibt uns die Möglichkeit, ein quantitatives Kriterium (zumäll 
für das Glockenfeld) dafür herzuleiten, wann die Elektronenlinse als « schwach 
bezeichnet werden kann. Es muß in diesem Falle die elektronenoptische AH 
bildung mit der asymptotischen übereinstimmen, das heißt, die durch diff 
Formeln (190) und (191) gegebenen Kardinalelemente müssen approximatil 
gleich den nach (145) gegebenen sein. Dies wird für kleine Werte des Para 
meters der Linsenstärke k?, also nach (142) für w-Werte in der Nähe von | 
der Fall sein. Wir setzen daher 


@y = il, =). (20: | 


‘sowohl 1//, wie auch 1//f*) zeichnerisch dargestellt und in den Abszissenmaß- 
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Entwickeln wir sowohl die Formeln für die elektronenoptische Abbildung als 
auch die für die asymptotische Abbildung nach Potenzen von ö, so erhalten wir 


a Re) x n° : EN 
a ea O60 ey x) 6 (x 7) 64... 
1 # & 3 
fs) um 70° | = x) 07 (x + 2 Lass 
5 ES où 
; 4 206) 
nl [ GE SE RTE ER ( 
ee RU dd ec no | 
(as) 1 [ a? 2 Tr? 3 
af =, + 6-2 ot T6 + 


/ 2) 

Bie-9 Fig. 10 

1/fo und U als Funktion von «. Z, und sags) als Funktion von @. 
1 L 


Wir sehen also, daß die Ausdrücke für die Brechkräfte bis inklusive Glieder 
dritter Ordnung und die Ausdrücke für die Brennpunktkoordinaten bis Glieder 
zweiter Ordnung in ö übereinstimmen. In den Figuren 9 und 10 haben wir 


stäben für alle w-Werte die prozentuelle Abweichung der Brechkräfte und der 


ee dargestellt. 


durch ein Newtonsches Abbildungsfeld 


| 6. Über die Approximation eines empirischen Feldes 
Il 


Um ein empirisches Feld durch ein Newtonsches Abbildungsfeld zu approxi- 
mieren, handelt es sich darum, Feldmodul w und Streckzahl o dieses approxi- 
mierenden Newtonschen Feldes zu bestimmen, womit zugleich auch die Kar- 
Hinalelemente des empirischen Feldes näherungsweise bekannt sind. Als 
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Bestimmung der Eigenwerte. Î 

Die Elektronenbahn v stellt im Falle eines Newtonschen Feldes eine peri-f 
odische Funktion dar, kann daher durch eine Fourier-Reihe dargestellt werden} 
Um nach RITz zu einem angenäherten Lösungsansatz zu kommen, setzen wii 


V = €, Sin © + €, Sin 2 © (207) 


und bestimmen e, und &, so, daß der zugehörige Eigenwert ein Minimum wird. 
Auf diese Weise erhalten wir, wie in einer späteren Arbeit ausführlich ausein.f 
andergesetzt wird, die gesuchte Beziehung zwischen Feldmodul w und den 
empirischen Parameter k2. Die Streckzahl o kann in vielen Fällen gleich 1} 
gesetzt werden. 

Wir haben auf diese Weise für die erweiterten Glockenfelder (66) den Feld} 
modul bestimmt und damit die zugehörigen oskulierenden Kardinalelement: 
im unendlichfernen Punkt. Es hat sich ergeben, daß diese mit den von LEN 
auf numerischem Wege berechneten Kardinalelementen übereinstimmen. Del 
Hauptgewinn dieser Methode liegt darin, daß man sich auf diese Weise dij 
numerische Integration der Differentialgleichung der flachen achsennahet 
Bahnen ersparen kann. 

Um den Umfang dieser Arbeit nicht allzusehr auszudehnen, soll eine aus 
führliche Darstellung dieser Methode einer späteren Veröffentlichung vorbehalf 
ten bleiben. 


Anhang III 


Wir wollen zeigen, daß /, /, + x7, stets negativ ist. Hat man eine proies | 
Beziehung 
Xp, Yo ae 


rn (III, 


% + Xp, 


so kann man nach jenen Punkten fragen, die bei dieser Transformation in sic | 
übergehen. Solche Fixpunkte sind durch 


bho 


B= (ITT 


gegeben. Unsere Aussage, daß & = —o?, besagt also, daB bei einer elektrone | 
optischen Abbildung keine Fixpunkte auftreten. Daß dies richtig ist, erkenr 
man aus der Differentialgleichung der flachen achsennahen Strahlen (83) 


d?y e B2(ax) a2 N |S 
dx? 8mU renee (LE 
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Ja diese Differentialgleichung eine lineare von zweiter Ordnung ist, kann jede 
~Osung nur einfache Nullstellen haben. Durch einen Punkt, der in sich ab- 
"gebildet wird, müßte aber eine Lösung gehen, die an dieser Stelle eine doppelte 
"Nullstelle hat, was nach obigem nicht möglich ist. Daraus folgt dann auch, daß 
"Nie Hauptebenen überschlagen liegen. Diese sind durch 


Xp, = % + hy, Xp, = — Xp + fo (I) 
gegeben. Die Behauptung lautet also 
Ky S Xy, (LUS) 


Nach (72) ist /, fo + x2, < 0, daher 


xe € fol]; (LETKG) 
weil /, negativ ist. Addieren wir hiezu die Ungleichung 
| en 
à] ae Mem il (III, 7) 
So erhalten wir 
9 1 ip P 

| << (+ IAI? +2 folAd) (IIL, 8) 
‚also 

2% < fot lA, (III, 9) 


veil beide Seiten positiv sind. Diese letzte Gleichung ist aber gerade mit 
III, 5) äquivalent, wie man erkennt, wenn man (III, 4) in (III, 5) einsetzt. 
Die Tatsache, daB die Reihenfolge der Hauptebenen umgekehrt ist, gilt also 
„ür jedes elektronenoptische Abbildungsfeld, bei dem man überhaupt von 
Hauptebenen sprechen kann. Das gleiche ist der Fall für jedes Paar von oskulie- 
renden Hauptebenen. Die üblichen Beweise dafür, daB die Hauptebenen bei 
‘schwachen Linsen überschlagen liegen, erübrigt sich damit nach dem obigen. 


Anhang IV 
Aus den beiden Funktionen 
y=sin®op+asin’®wp= (1+3a)sin®wp—-4asin’wo, | av, 1) 
y = cos © p+ a cos? o p = (1 — 34) cos © p + 4 a cos p | ee 


>ilden wir die Wronski-Determinante W 


W =o[(1 +4) (1+ 34) —8 a sin? y]. (IV, 2) 
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Damit W = 0 ist, muß 
lal<— oder [al > 1. (IV, 3] 


Befriedigt a die zweite Ungleichung, so haben 7 und y neben den Nullstellen 
von sinw g bzw. cosw @ noch weitere Nullstellen, die durch | 


SR —= t+ 3¢ bw. cos? © P= = T a (IV, 4] 
gegeben sind. Aufeinanderfolgende Nullstellen sind also nicht um x/« ent) 
fernt. Es treten Bilder auf, die nicht der Newtonschen Abbildungsgleichungf 
genügen. Wir schließen diesen Fall einstweilen aus. Die Funktionen p(y) und! 


g(œ) lauten nun 
sinogp-+tasin?’op 


No a 
PY) VA + a) (1+ 3a) — 8asin? ag | 


1 cos & py + 4 COS? w p 
YA + a) (1+34) — 8asin?09 


g(g) = 


Berechnen wir die Feldfunktion nach (115), so erhalten wir 


oe >. | Reo 4h Bi Bao one 1/2 ; 
B,(aotg op) = Bycos pl Rem D = Canto pp 2 oP IVe 
mit den Abkürzungen 
es 192 a? (a — 1) ae 5a+1 
(a+ 1) (3a+1) (27 a%+4a-+1) ? (a+ 1) (3@+1)” | 
8a 


2 ea ar 


Die Gleichung (116) lautet hier 


ka 1 @2 i u i: 


(a+ 1) (3a +1) 


Die Funktion h(p) kann auf die Form 


(I-34) (1 — a) te20 | 
h(@) = eae er er, top (IV,] 
gebracht werden. 
Wir kommen nun zur Diskussion der Bedingung (127). Statt dessen unte | 
suchen wir, wann der Klammerausdruck in (IV, 6) positiv ist. Da A (IV, 7) fill 
|a| < 1/3 stets negativ ist, interessieren uns nur die positiven Maxima von 


il’ —B’sin?2oo 
(1 = € sin*@ ¢@)? 


sin? © gy. (IV, 1 À 
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Nir erhalten hiefür 


1.210004 2302000, 3. sintag == = (IV 11) 
Jie erste Möglichkeit scheidet aus, wie man leicht an Hand von (IV, 6) erkennt. 
‘s ist nämlich an diesen Stellen der Klammerausdruck eins, B,(a o tg g) bleibt 
a der Umgebung dieses Extremums sicher reell. Ein weiteres Extremum 
ritt bei 
IT 
er (LV, 12) 


20 


‘fuf. Der Ausdruck in der Klammer (IV, 6) nimmt dort den Wert 


Re De ey 192 a3 | 
a Rae @—1) Ca=—1i@ie ET ET (IV, 13) 


n. Man sieht, daB für positive a dieser Ausdruck stets positiv ist. Bei negativen 
muß jedoch die Ungleichung 


k2 9? > == (O7 TE en ve 
= es TG as 1) (era? = Fe (a > TV, de) 


rfüllt sein. Nach (IV, 8) ist damit auch eine untere Schranke für « gegeben. 
in der Stelle des dritten Extremums (IV, 11) nimmt der Klammerausdruck 
lie Form 
— page 25 ib 48 a? (a — 1) 7 
OC NSD aa So aaa Se Ww ee ee) wei), 


n. Damit ®(p) reell ist, muß als notwendige Bedingung die Ungleichung 


48 a? (a — 1) | ‘ 
Asana ee 0 (IV, 16) 


‘rfüllt sein. Man schließt daraus 


la| < 733 ~ 0,174. (IV, 17) 


Diese Ungleichung stellt also eine Verscharfung von (IV, 3) dar. Ist (IV, 17) 
srfiillt, so lautet die untere Schranke für k? o? nach (IV, 15) 


48 a? (1 — a) 7 
eS ere De (IV, 18) 


Tür negative a hat man die stärkere der beiden Ungleichungen (IV, 14) und 
IV, 18) heranzuziehen. Für positive a ist nur (IV, 18) wesentlich. So erhält 


| 
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man für einige Werte von a: 


a=015. 308 < Bo Aula a 
4=0,10 059< Boa<306. 17-0 2 
2-00 012 162-520 000 0 2 |) 
a—000 0,00<k2o?<3,00 10<w<2 (IV, 19) 
= 0b 0,14 < bo? 30 107 2 N 
a=-010 0,88 < k202<4,53 17<w<2 
a=—+0,15 3,66< 5202<07,94 1429022 


Die oberen Schranken für #2 o? und w rühren von der Bedingung her, daß n | 
eine Abbildung zustande kommen soll, die untere Schranke dagegen von dell 


Feldes sichern. 
Wir bemerken noch, daß für a = 0 das angeführte Abbildungsfeld in d 
gewöhnliche Glockenfeld (107) übergeht. 


Resume 


La notion de distance focale est étudiée pour les lentilles électroniques. 
grandeur de la diminution de champ, qui est nécessaire pour l'existence de foyeu#) 
et de distances focales, est déterminée. La définition habituelle de la distandf 
focale ne caractérise pas en général la formation de l’image dans le cas de lentilldih 
électroniques fortes. La relation entre la position de l’objet et celle de l’image, di 
même que le grandissement linéaire sont rendus, en optique électronique, par deg 
fonctions plus compliquées qu’en optique de la lumière. Ces fonctions sont apprd 
chées, dans le voisinage de deux points conjugués, par l’«équation newtonienn| 
osculante pour la fonction de l’image» jusqu'aux termes du quatrième ordi] 
inclusivement. A chaque paire de points conjugués correspondent ainsi les foyeri} 
points principaux et distances focales résultant de l’«équation newtonienne osc 
lante». Si les éléments cardinaux osculateurs sont indépendants de la paire df 
points conjugués choisie, ils caractérisent à eux seuls la formation de l’image 
sont identiques aux grandeurs définies de la façon habituelle. Nous avons aol 
de tels champs, pour lesquels l’équation de formation de l’image de l’optiqu 
ordinaire est strictement valable, champs de représentation newtoniens. 

La seconde partie de ce travail est consacrée à l’étude de ces champs forts} 
Des exemples de tels champs, qui approchent des champs existant réellement 
dans des lentilles électroniques, sont donnés. Si l’on veut conserver à la notion d | 
distance focale un sens physique pour n’importe quels grandissements, il faul 
approcher aussi bien que possible le champ empirique par un champ de la classf} 
newtonienne. On indique un procédé pour le faire. Enfin on examine des méthode} 
expérimentales, qui permettent de déterminer les distances et les points focau i 
de ces champs approchés ayant une formation d’image newtonienne. | 


(Eingegangen: 8. 6. 1950.) 
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Über die Koppelkurven des Zwillingkurbeltriebes 


Von WALTHER MEYER ZUR CAPELLEN, Aachen 


Gewisse Koppelkurven des Antiparallelkurbeltriebes können bekanntlich 
als Umriß von Tragflügel- oder Schaufelprofilen benutzt werden!). Eine An- 
frage von fertigungstechnischer Seite über Länge, Dicke und Spitzenwinkel 
dieser Kurven veranlaßten die nachfolgenden Untersuchungen, die sich auf alle 
Arten des Zwillingkurbeltriebes erstrecken und einige eigenartige Sonderheiten 
und Konstruktionsmöglichkeiten dieser Kurven zeigen?). 


A. Das Antiparallelkurbelgetriebe 
1. Die Gleichung der Koppelkurve 


Beim gegenläufigen Kurbeltrieb ist der Steg gleich der Koppel und sind 
die Kurbeln gleich lang, das heißt, es ist (Figur 1) A,B,=AB=c und 
A,A = B,B = a < c. Die von einem Punkt K der Koppelebene beschriebene 
Bahnkurve zerfällt bekanntlich?) hier in den Kreis x, vom Radius a, der in 
der Verzweigungslage beschrieben werden kann, und in die bizirkulare Kurve 
vierter Ordnung x, die uns hier interessiert. Der Mittelpunkt des Kreises ist 
das Fokalzentrum C, der Koppelkurve und wird erhalten, indem man das 
Dreieck A,B,C, kongruent Dreieck AK B macht, während der Knotenpunkt O 
spiegelbildlich zu Cy hinsichtlich der Mittelsenkrechten zum Steg, der y-Achse, 
ist. Legen wir in die Koppelebene ein (zw, v)-System, das seinen Ursprung in 
der Mitte M der Koppel hat, so hat C, die Koordinaten x = # und y = v, wenn 
das (x, y)-System durch M, die Mitte des Steges, gelegt wird, und hat O die 
Koordinaten x, = —# und y, = v. 

Ferner bezeichnen wir die Seiten des Koppeldreiecks mit AK = f und 
BK = g, wobei f = g sein soll, und den Winkel AKB mit y. 

Die Rastpolbahn z und die Gangpolbahn p sind kongruente Hyperbeln, 


|} deren Brennpunkte A,, By bzw. A, B und deren reelle Achsen gleich a sind. 
| Der Winkel, den die Asymptoten mit der x- bzw. u-Achse bilden, sei mit r, 
| sein Komplementärwinkel mit o bezeichnet, so daß cos t = a/c = sin a ist. 


1) N. A. Prercy, R. W. Piper und J. J. Preston, A new family of wing profiles, Phil. Mag. J. 
Sci. [7] 24, 425-444 (1937); ferner R. W. Piper, Extensions of the new family of wing profiles, 
Phil. Mag. J. Sci. [7] 24, 1114-1126 (1937). 

2) Die vorliegende Arbeit gibt im wesentlichen den im Oktober 1948 abgeschlossenen Bericht 
über eine liebenswürdigerweise durch Herrn Prof. Dr. A. WALTHER, Darmstadt, vermittelte Unter- 


‚suchung wieder. 


3) Vgl. zum Beispiel R. MÜLLER, Einführung in die theoretische Kinematik (Springer, Berlin 
1932). 
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Zur Herleitung der Gleichung benutzen wir nicht die von PIERCY!) 1 
gegebene Inversionseigenschaft der Bahnkurve, sondern deren Erzeugung al} 
FuBpunktkurve: Sie ist der Ort der FuBpunkte der vom Knotenpunkt 0 aul 
die Tangenten der zur Polbahn a im Verhältnis 2:1 homothetisch ähnliche fi 


Hyperbel gefällten Lote. Oder anschaulich gesprochen: Fällt man von O aul| 


das Lot auf eine Hyperbeltangente (Polbahntangente 7) und sei F der Full) 
punkt, so muß KO = 20F sein (Figur 1). Der Tangentenberührungspunkt {|| 
ist hierbei der Momentanpol der betreffenden Getriebestellung, das heißt Pl 
ist Bahnnormale. | 

Die Polargleichung der Kurve, bezogen auf den Knotenpunkt als Pol ur | 
auf die Waagrechte durch O als Polarachse, folgt auf ganz elementarem Weg N 
indem man in die Hessesche Normalform der Hyperbeltangente die Koorch 
naten x,, y, des Punktes O einsetzt, den so erhaltenen Abstand OF verdoppefi 
und dabei beachtet, daß der Polarstrahl OX senkrecht zur Hyperbeltangenf 


1) N. A. Piercy, R. W. Preer und J. J. Preston, A new family of wing profiles, Phil. il | 
Sci. [7] 24, 425-444 (1937). | 


+ 
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steht, also der Polarwinkel in einfache Beziehung zur Steigung der Tangente 
} zu bringen ist. Die Auswertung liefert mit OK = y: 


y = + Var — ec? sin?g + 2 (u cos y —vsing), (la) 


rer c? sin? + 2 R cos ( + &), (1b) 


worin R = Vx2+ 2 = Vu2+v2 = OM = KM und tge,=vju ist. Für #=v—0 
erhalten wir die Gleichung der Zentralkurve als der von der Mitte M des Steges 
beschriebenen Kurve zu 


y = + Ve? — a?sin?g. (2) 


Wegen einer gewissen Ähnlichkeit mit der Lemniskate ist die Kurve auch als 
Lemniskoide bezeichnet wordent). Dies zeigt sich formal, wenn Gleichung (2) 
auf die Form 


Geo; _ = = =" 
Eee Vcos 2 9 — (1 — 2 a?/c?) 


gebracht und mit der Lemniskatengleichung 7 = + (c/2) V2 Vcos 29 für die 


gleichen Brennpunkte verglichen wird. Völlige Übereinstimmung besteht, das 


heißt die Zentralkurve ist eine Lemniskate, wenn c = a V2 ist, also die Polkurven 
gleichseitige Hyperbeln sind, das heißt 7 = 45° wird (vgl. auch Figur 4). 


Schreibt man nun Gleichung (1) in der Form r=r,+r,, so stellt 7,(g) 
die Zentralkurve und 7, einen Kreis À um M mit dem Radius À dar. Es können 
also sämtliche Bahnkurven als Deformationen der Zentralkurve angesehen 
werden: Hält man diese fest und zieht durch M um O*(u, —v) einen Kreis, 


so hat man nur die Vektoren 7, und 7, zu addieren. Einige Formen der Koppel- 
_ kurve mit der zugehörigen Lage von O* sind in Figur 2 zusammengestellt. So 


erkennt man leicht, daß die auf der Koppel, das heißt der «-Achse, gelegenen 
Punkte Bahnen symmetrisch zur x-Achse und die auf der v-Achse gelegenen 
Punkte Bahnen symmetrisch zur y-Achse beschreiben (vgl. auch Abs. 3). 


1) R. Beyer, Technische Kinematik (Barth, Leipzig 1931). 
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2. Erzeugung durch zwei Kreise 


Addiert man auf der rechten Seite von Gleichung (1a) zum ersten Glied 
| € cos g und subtrahiert c cos @ vom zweiten Glied, so bleibt 


r = (+ Va? — c?sin?g + c cos p) — [(c — 2u) cosy — 2vsing] | 


| oder (3) 


c= (+ Va? — c2sin?p +ecosp) — 2 Rcos(g+e) =7,— 7. 


| Hierin ist 7,(œ) die Gleichung des um B, (vgl. Figur 3) mit dem Kurbelradius a 


Big. 3 


| gezogenen Kreises x, wobei OB, = c ist, also A,OB,B, ein Parallelogramm 
bildet, und 7,(q) die Gleichung eines durch O gehenden Kreises 7, dessen 
_ Mittelpunkt auf der Verlängerung von 4,0 liegt und von O die Entfernung 
OO = OA, hat; sein Radius R ist gleich der Seite g des Koppeldreiecks. 
Man kann also hiernach die Kurve in sehr einfacher Weise unabhängig vom 
_ erzeugenden Getriebe zeichnerisch gewinnen, indem man, wie in Figur 3 ge- 
zeigt, nur die Differenz der Radienvektoren 7, und 7, zu bilden und von O aus 
auf dem gleichen Polstrahl abzutragen hat. Die bestimmenden Größen sind 
das Koppeldreieck und der Radius a. Will man, vom Dreieck OO B, ausgehend, 
das erzeugende Getriebe und das Fokalzentrum ermitteln, so ist das nach dem 
Vorhergehenden unschwer möglich. Die Kurven von Figur 2 sind mit dieser 
Konstruktion gewonnen, auch die Zentralkurve; bei dieser fällt O nach M, 
O nach By, und B, ist die Mitte von OB,, das heißt 7 ist der Kreis über dem 
Steg A,B,, und es ist B,B, = c/2 (vgl. auch Figur 4). 
In gleicher Weise hätte man ein zweites Kreispaar benutzen können: Man 
verlängert B,O um sich selbst und gewinnt den Mittelpunkt O des Kreises 7, der 


jetzt ebenfalls durch O geht, aber den Radius OB, = f hat; der Mittelpunkt A, 
des Kreises « liegt ebenfalls auf der Waagrechten durch O, aber um das Stück 


OA, = c nach links von O entfernt. 


ZAMP 11/13 
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3. Tangenten vom Knotenpunkt aus 


Zur Beurteilung der Kurvenform (und ihrer technischen Anwendung) ist} 
Bl 
zunächst | 


a) der Winkel B zwischen den Tangenten im Knotenpunkt von W ichtigkeit ; 
Zeichnerisch ist dieser gegeben durch den Winkel, den die von O zu den} 
Schnittpunkten S,, S, der beiden Kreise gezogenen Strahlen bilden (Figur 3)|| 
oder, von der en, Erzeugung ausgehend, durch den Winkel, den | 
die von O aus an die Polbahn, die Hyperbel x, gezogenen Tangenten mitein:]| 
ander bilden. Denn in den zugehörigen Getriebelagen ist O selbst der Fuß- i 
punkt F, das heißt gehen die zugehörigen Hyperbeltangenten unmittelba 
durch O. 

Die rechnerische Auswertung führt auf beiden Wegen oder aus der Bel] 
dingung 7 = 0 zu 


ee Al 


wonach ß also sehr bequem berechnet werden kann. 
Die Winkel w,, g, den die Tangenten mit der x-Achse bilden, ergebe 
sich aus 


wot Flu, | 
EP ee. JE (Si 


wobei Fu, v) = u?q? — v2 p? — p?q? ist, also erhalten wird, indem man di 
Koordinaten wu, v des Koppelpunktes bzw. x,, y, des Knotenpunktes in di 
Gleichung der Polkurven einsetzt, wobei die Ron zum Beispiel die Glei4f 
chung x?9? — y2p?— #?g?= 0 hat, wenn $ = a/2 undg = u - a?/2 = p sin Al 
ihre Halbachsen sind. | 

Die Gleichung (5) bestätigt für # oder v gleich Null die obenerwähnt 
Symmetrie und liefert für die Zentralkurve (wu = v = 0) den Wert tg g2= +#/q1l 
das heißt gy, = +o oder 8 = 20 (vgl. auch Abs. b). Reelle Werte 6 treten nach] 
(5) bzw. aus (4) gemäß |cosß| = 1 nur dann auf, wenn F{u, v) < 0 ist. Dies ist | 
aber nur der Fall, wenn der Knotenpunkt bzw. das Fokalzentrum (oder den] 
Punkt A in der Koppelebene) sich in dem zwischen den Hyperbelzweigeni] 
liegenden Ebenenteil befinden. Liegen die erwähnten Punkte auf der Hyperbellf 
selbst, so ist 6 = 0, die Hyperbel hat eine Spitze. Dies folgt auch aus der 
Erzeugung der Bahnkurven als Rollkurven: Abrollen der Gangpolbahn aufll 
der Rastpolbahn. | 

Ist 6 nicht reell, so stellt O einen isolierten Punkt dar. Gemäß der Erzeugungf 
durch die Kreise 7 und « (Figur 3) müssen sich für reelle ß die Kreise schneidenf 
bzw. im Grenzfall berühren. 

Vergleiche hierzu die Bahnkurven in Figur 2, insbesondere auch Figur 2e,} 
in der 6 = 0 ist: O ist identisch mit dem Momentanpol P® für die Nullage 
(Scheitel der Hyperbel x). 
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Von Interesse sind noch weitere besondere Werte von ß: So ist 6 = 90°, wenn 
7? + g?= a? ist, oder mit 


| auch wenn 


Nt ist, mit 


| Das heißt: Punkte K auf einem Kreis um M mit FR, können solche Kurven, für 
} die 5 = 90° ist, beschreiben. Doch ist dies nur möglich für reelles Rg, das 
| heißt, sofern t < 45° oder a < c Sa V2Zist. Für t = 45° wird ja, wie oben gesagt, 
? die Lemniskate durch M beschrieben, und die verschiedenen Möglichkeiten bei 
der Zentralkurve und die Konstruktion von Rg sind in Figur 4 angegeben. 
Wenn / = g wird (X liegt auf der v-Achse), folgt sin (8/2) = a/(2 f), und fiir 
'f+ g = c (K liegt zwischen A und B auf der Koppel) wird 


esint 
cos p = 


Pg ZUR 
b) Tangenten von O aus an die Kurve. Zieht man durch O verschiedene 
| Strahlen, so ergeben sich gemäß den Gleichungen für einen gegebenen Wert @ 
zwei Werte 7, wie auch die Konstruktion mit Hilfe der Kreise 7 und « zeigt. 
Diese Werte 7 fallen jedoch zusammen, wenn der Strahl Tangente an den 
! Kreis + ist oder wenn in Gleichung (1) der Radikand der Wurzel verschwindet. 
E heißt: der betreffende Polarwinkel ist durch sing = + a/c oder p= +o 
gegeben, mit anderen Worten: die Tangenten von O aus an die Kurve stehen 
‚auf den Asymptoten senkrecht. Die Vektoren mit den Berührungspunkten 
se. T, (Figuren 1, 2 und 3) können gemäß der Kreiskonstruktion leicht ab- 


gegriffen werden; sie errechnen sich aus Gleichung (1b) auch leicht zu 
a7 = 2 Rsin (e, +7). 
|} Da aber der erwähnte Radikand gleich Null wird, also die Zentralkurve 7, 
‚gerade durch Null geht, müssen 7, und 7, auf dem obenerwähnten Kreis h 
‘um M mit dem Radius R liegen; das heißt aber letzten Endes: Dreht man 
‚den Strahl MC, (Figur 1) um M mit dem Winkel 2 o entgegengesetzt bzw. mit 
‚dem Uhrzeigersinn, so erhält man die Tangentenberührungspunkte TJ, bzw. 73. 
| Fällt der Punkt O auf eine Asymptote der Hyperbel oder fällt einer der 
‚Schnittpunkte der Kreise 7 und « mit einem der Berührungspunkte der von O 
‚an den Kreis « gezogenen Tangenten zusammen, so fällt einer der Punkte 7 
‚nach O (und hat dort, wie unten gezeigt wird, einen Wendepunkt) (vgl. 
Figur 2c). Bei der Zentralkurve fallen infolgedessen beide Punkte T nach O 
(dem Wendepunkt der Kurve). 

Die Tangenten und damit die Punkte 7,, T, sind hiernach auch dann reell, 
wenn O ein isolierter Punkt ist. 
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4. Krümmungsradien in besonderen Punkten 


a) Inden Nullagen bzw. V erzweigungslagen des Getriebes kommt der Koppel 
punkt K in die Lagen O,, O, (Figur 1), wobei 0,0, = O,C = a ist. Hierbe: 
sind aber die Scheitel P°, P9 der Polbahnhyperbel die jeweiligen Momentan i) 
pole, so daß P%O, (i = 1, 2) die jeweiligen Polbahnnormalen sind. Da für diese 
besonderen Tagen > gemäß der Euler-Savaryschen Formel?) leicht der Wendef 
kreisdurchmesser anzugeben ist, kann gemäß dieser Formel auch der Krümi 
mungsradius errechnet oder nach der Bobillierschen Konstruktion zeichnerisck i 
gefunden werden. 


Es folgt mit P90, = 1, für die Krümmungsradien 1, 9 (1 = 1, 2) 
i 
ot BoD 
a b + u) 
Für die zur y-Achse symmetrischen Kurven sind die Punkte O,, O, um diff) 
Strecke a von der y-Achse entfernt; für zur x-Achse symmetrische Kurven wir i 


2 c?— a? 1 . 
; Y=ot+ hm Dat ete 


ee hes . 
PO Se DE i] 
also fiir die Zentralkurve |} 
= , a? ae cos? T 
LA a? + c? Pecos” 7 


und fiir die Lemniskate 
a 


Cin — wobei D= ven 

c) Im Knotenpunkt sind die Kurventangenten, wie oben gesagt, gleichzeitif} 
die Hyperbeltangenten, das heißt für die betreffenden Getriebelagen mit dei 
Polen P,, P, sind P.O, P,0 die Bahnnormalen, aber da diese jeweils mit de 
Polbahntangente zusammenfallen, sind P,, P, bereits die Krümmungsmittelf 
punkte! Von dieser Darstellung ausgehend, hätte man von O aus die Tangente 
an die Hyperbel x zu ziehen oder für die zugehörigen Getriebestellungen di | 
Momentanpole P,, P, zu ermitteln. 

Es ergibt sich aber auch ein anderer Weg: Für den Krümmungsradius 1 
bei Polarkoordinaten 7 = r(p) gibt bekanntlich 


(v2 + 7/2)3/2 
Vo = - 


v2 + 2172 yy" ? Q | 
worin die Striche Ableitungen nach @ bedeuten. Ist nun 7 gleich Null und trete | 
keine Singularitäten in den Ableitungen auf, so folgt »,— 7'/2 oder nach Glef 
chung (3b) auch 7, = (7; — ;)/2. Es ist aber 7’ gleich der Polarsubnormaleıf 
das heißt, es ist 7, gleich der halben Differenz der zu 7,(~) und 7,(¢) gehörige | 


1) Vgl. auch W. Meyer ZUR CAPELLEN, Die Abbildung durch die Euler-Savarysche Formd | 
Z. angew. Math. Mech. 17, 288-295 (1937). | 


BVol. II, 1951 Über die Koppelkurven des Zwillingkurbeltriebes 197 


Polarsubnormalen. Da diese Kurven aber Kreise sind, so sind j jene zeichnerisch 
leicht abzugreifen: Für den Schnittpunkt S, sind die Polarsubnormalen durch 
| "ON, und ON,, auf der Senkrechten zu OS, (Figur 5) bestimmt, wobei SIN 

durch O und S,N,, durch B, geht und 
auch N,, auf 7 liegt. Da die Polar- 
| subnormalen entgegengesetztes Vor- 
‚zeichen haben, ist, absolut genommen, 
% = N11N 5/2 und O,, der zugehörige 
Krümmungsmittelpunkt (das heißt der 
| Momentanpol P,). Entsprechend ist Oys 
| (das heißt P,) bestimmt worden. 

d) Den Tangentenberührungspunkten 
| T,, T, waren nach Obigem die Asym- 
| ptoten als entsprechende Hyperbeltan- 
pre zugeordnet. Dain den zugehöri- 
| 


gen Getriebestellungen der Momentan- 
| pol unendlich fern liegt (die Kurbeln 
| sind einander parallel), kann die als 
Sonderfall der Bobillierschen Konstruk- 
tion zum Beispiel bei R. MULLER!) an- 
gegebene einfache zeichnerische Ermittlung benutzt und rechnerisch aus- 
gewertet werden?). 

Man kann aber auch die Gleichungen (6) und (la) anwenden, wenn man 
beachtet, daß in dieser Stellung 7, =0 und @ = 90° — r ist. Es folgt auf 
beiden Wegen für den Krümmungsradius 


acsint a? qe 
(7) 


OZ Tage u 

; worin 7, = OT, bzw. OT, ist (vgl. Abs. 3b). Verbindet man M* = O* (Figur 1) 
jmit 7, bzw. T, und trifft M*T, die Waagrechte durch O in U, (nicht ein- 
getragen), so ist 7# = 7,U, und 7% = T,U,, also kann dann 7, durch eine 
‚einfache geometrische Konstruktion zeichnerisch gefunden werden. Bemerkens- 
wert ist, daß Yy1/Yoe = “19/7 ist, sich also die Krümmungsradien umgekehrt 
wie die Abstände der Punkte T von O verhalten. 

|} Bei den symmetrischen Kurven folgt 


7 Ce: ge 
füru=0,daB 1,=2vcosr und „=... snr= 
| 2 
= : ce pe 
| NES dab 7,—=Zusmr und 7% — MODs 


| 1) R. MÜLLER, Einführung in die theoretische Kinematik (Springer, Berlin 1932). 

2) Sämtliche Koppelpunkte beschreiben im Augenblick Bahnstellen, deren Tangenten oder 
‚deren Geschwindigkeitsvektoren durch den der betreffenden Koppelkurve gehörigen Knotenpunkt 
gehen. 


| 
| 
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Nach Gleichung (7) wird auch bestatigt, daB, wenn O und ih zusammenfallen}} 
also 7, = O wird, ein Wendepunkt vorliegt. | 


5. Der einbeschriebene und der umbeschriebene Kreis 


| 

Es liegt nahe, zu untersuchen, welche Schnittpunkte ein beliebiger Kreij 
mit der Kurve x hat. Hierbei müssen sich — einschließlich der imaginäreıf 
Kreispunkte — acht, ohne diese vier Werte ergeben. Ihre Berechnung fiihr) 
auf eine Gleichung vierten Grades, welche die nullte bis vierte Potenz de) 
Unbekannten enthält. Eine besondere Vereinfachung tritt aber auf, wenn wif 
als Mittelpunkt das Fokalzentrum wählen: Die Gleichung eines solchen Kreise} 
vom Radius o lautet 


/ ö FRS rt 
y — 2u cos p + ÿ 0? — 4 u? sin? y, (& 


und setzt man die Werte 7 aus den Gleichungen (8) und (la) einander gleic 
so fällt bei der Auswertung das auf beiden Seiten auftretende Glied 2 u cos 
fort, und es bleibt eine in sing biquadratische Gleichung von der Forı 
sinp — 2«sin®p+ß=0, die auf zwei Wertepaare + sin 9,, + sin g fü 
ren würde. 


Gleichung (8) für sin? y zusammenfallen. Denn dann berühren die betreffende! 
Kreise die Kurve. Die Bedingung hierfür ist das Verschwinden der Diskriminant! 
a? — 6, und diese liefert nach einigen Rechnungen die in o biquadratisc 
Gleichung 


0° — 203 er ou ( 
welche, da ja o immer positiv sein soll, nach geeigneten Umformungen auf diff 
überraschend einfachen Werte 


a 
C 


a g) =f + 2) cost, (104 


0, = — (f — g) = (f — g) cost (108 | 


führt. Die nach Figur 6a konstruierbaren Radien des um- bzw. einbeschriebef 
nen Kreises (vgl. auch die Figuren 1 und 2) sind also durch das Koppeldreiech 
(Strecken /, g,c) und durch den Kurbelradius a bestimmt. Der letztere gil | 
gewissermaßen an, ob flache oder volle Kurven erhalten werden!). | 


Liegt K auf der Koppel AB selbst, so ist f — g = c bzw. f + g = c, wenn Jf 
innerhalb bzw. außerhalb der Strecke AB liegt und g= (c/2) — u bzw. g=u— (e/ 21 


1) In Verbindung mit Gleichung (4) ergibt sich auch die einfache Beziehung 


(0, sin 8/2)? + (o, cos B/2)? = (a cost)?2. 


a  — 


DR > ee > a ae _ >A - 
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also wird 9, = a, 0, = 2 |u| cost bzw. 02 = 4, 0, = 2 |u| cost. Das heißt, diese 


zum Beispiel in den Figuren 2d und 2e gezeichneten Kurven haben, wie auch 
aus Gleichung und Konstruktion zu erkennen, die konstante «Lange» 2 4, und 
der Inkreis beriihrt in den Tangentenberührungspunkten IP dh tie ale Haas 
tralkurve wird zudem o, gleich Null, wie zu erwarten. 


Fig. 6b 


Liegt K auf der v-Achse, das heißt auf der Mittelsenkrechten zu AB, so bleibt 
0, gleich Null, und es wird 


rear 27 
61 = Ve? + 4 v2 cost f cost 


Geht man nun mit den Werten @,, 0, in die biquadratische Gleichung für 
sin y ein, die sich ja wegen des Verschwindens der Diskriminante auf sin? gy = « 
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reduziert, so erhält man nach geeigneten Umformungen und unter Beachtun I 
bekannter Dreiecksätze die wiederum sehr einfachen und nach Figur 65 kor} 
struierbaren Werte 


ec: a y ip À 
sind, = + = COs : = + cost cos, QUE 
. — a > p . | 
ST se = Sin ; = + cost sin. (Liby 


Die Berührungspunkte E,,, Eis bzw. En, Eg. (vgl. Figur 1) können som 
durch die Strahlen von O aus — gekennzeichnet durch die Winkel y, unf 
180° + 9, bzw. gy, und 180° + y, und durch die Kreise mit den Radien dl} 
bzw. o, um C, — bestimmt werden. Für die Radienvektoren 7,1, 732 bz 
Va lee Chae Den ach keine übersichtlichen Werte‘), so daß diese nicht angegebe | 
werden sollen, sondern im Einzelfall, wenn nötig, nach Berechnung von w,, 
aus (11) und Einsetzen in (la) errechnet werden können. 


6. Die «Länge» der Kurve 


Gibt der einbeschriebene Kreis gewissermaßen die «Dicke» der Kurve bz | 
des Profils an, so etwa der Umkreis die «Lange» der Kurve. Es ergibt sich aba 
noch eine andere Möglichkeit zur Bd} 
stimmung der Länge, wenn man zu eindf 
anderen Ermittlung der Berührungsf 
punkte übergeht: Es sei nach dem Kreif 
w gefragt, der durch E,, O und ZH 
bzw. durch E.,, O und E,, geht: | 

Zeichnen wir in Anlehnung an Fl 
gur 1 die Lage der einzelnen Punkte auf 
(Figur 7), so sind die Winkel w bei deff 
Punkten E,, und E,, einander eleicl | 
da den Seiten 9, in den DreieckenOC,E 
und OC,E 1, die Winkel 9, bzw. 180° — git 
gegenüber liegen, und es ist sin w/sin g | 
— OCol01 = 2u/o,. Mit anderen Worteril 
Der durch die Punkte E,,, O und E | 
gehende Kreis geht auch durch C,, da | 
Fig. 7 Fokalzentrum. | 

Der Mittelpunkt M,, liegt auf del 
Mittelsenkrechten zu OC,, das heißt auf der y-Achse, und, da das Dreiec | 
E12CoE 1, gleichschenklig ist, auf der Halbierenden des Winkels £,,C,E,,. Sei | 


1) Obzwar 7, nach Gleichung (1) (r = F1 +79, S. 191) die einfachen Werte + a sin w/2 bz1 | 
+ a cos p/2 hat. | 
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ou 


Radius w bzw. w, errechnet sich als Umkreisradius des genannten Dreiecks 
nach bekannten Formeln und nach den Gleichungen (10) und (11) zu 


01 AR eee 
? 


= = = ar 
2 sın 9] 2 cos y/2 


(12) 


(Konstruktion vgl. Figur 6), und, bezogen auf das durch O gelegte (£, n)- 
System, hat sein Mittelpunkt die Koordinaten 


2 De 
& =u, = -Vw: — u, (13a) 
w — w, gesetzt. Für den Inkreis gelten die gleichen Formeln, nur ist w durch 
| 

| 


’ 82 Be 
| 2 Zsing,  2sin y/2 u) 
| zu ersetzen. Liegt K auf der Koppel selbst, so geht der eine Wert nach oo 
| und der andere wird gleich #, wie auch aus früherem hervorgeht. 

Nunmehr kann die Länge der Kurve bzw. einzelner Teile durch die Bogen- 
längen auf diesem Kreis w oder durch die entsprechenden Zentriwinkel an- 
gegeben werden — ganz gleich ob O ein isolierter Punkt oder ein reeller Knoten- 

( punkt ist. 
Aus den Winkelbeziehungen der Figur 7, die nur für 0, = CE = Coen 
‘“ gezeichnet ist und sinngemäß auf o, zu übertragen ist, liest man ab: 


Eu = 2 (9, + w), dem Bogen OC,E,, entsprechend, 
&12 = 2 (91 — w), dem Bogen OE,, entsprechend, 


&11 + €12 = 4 91, dem gesamten Bogen £,,F,, entsprechend. 


| Hierbei folgt g, aus Gleichung (11a) und ist tg w = |x,/yo| = |u/v|. 


So ergibt sich zum Beispiel für Kurven mit Spitzen, die also von Punkten X 
auf der Polkurvenhyperbel beschrieben werden (siehe auch Abs. 3a), da hierfür 
| f- g=a ist, der für alle derartigen Kurven gleiche Wert 0, = acost und zu- 
dem 0, = 2u. Alle Punkte K, die auf der Hyperbel f — g = const liegen, haben 
| den gleichen Radius o,, und alle Punkte K, die auf der Ellipse f+ g = const 
liegen, haben den gleichen Radius o,. 


Es lassen sich noch eine Reihe weiterer Beziehungen zwischen den einzelnen 
Größen aufstellen — der Platzmangel verbietet es. Doch ist man auf Grund 
| der angeführten Gleichungen in der Lage, bestimmte Profilformen durch den 


| Kurbeltrieb erzeugen zu lassen oder mit Hilfe der Kreise 7 und « aufzuzeichnen. 
3 

7 

LE B. Der gleichläufige Kurbeltrieb 


Beim gleichläufigen Zwillingkurbeltrieb sind der Steg und die Koppel die 
kleineren Glieder und die Kurbeln die größeren, das heißt, es ist hier a > c. 
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Die Polkurven sind jetzt Ellipsen mit den festen Drehpunkten bzw. den Kurbelf 
endpunkten als Brennpunkten und mit p = a/2 und q = Va? — c?/2 als großef 
bzw. kleiner Halbachse. | 

Alle vorstehenden Bemerkungen, vor allem auch hinsichtlich der Fufl 
punktkurven, gelten entsprechend, nur ist «Hyperbel» durch «Ellipse», da 
heißt unter anderem g durch den soeben angegebenen Wert zu ersetzen. Dil 


Asymptoten (und damit der Winkel r) sind nicht reell, so daß auch von O au 


keine Tangenten an die Kurven gezogen werden können, das heißt die Pun 
Vs 1, gibt essnicht. | 

Die Zentralkurve, das heißt die vom Mittelpunkt M der Koppel beschrif 
bene Bahnkurve (Figur 8), hat hier keinen Knotenpunkt: Nur Punkte auf od 1 
außerhalb der elliptischen Polkurve beschreiben Kurven mit Spitzen oder mf 
Knotenpunkt. 

Die Formeln für die Radien der ein- bzw. umbeschriebenen Kreise bleibif 
in der ersten Form bestehen: o = (a/c) (+ g) (vgl. auch Figur 7). Doch sil 
diese Kreise nach Gleichung (11) (erste Form) aber nur dann reell, wenn jeweill 
cos (y/2) < c/a bzw. sin (y/2) < c/a ist. 

Auch die Konstruktion der Kurve mit Hilfe der Kreise 7 und « bleibt | if 
stehen, nur liegt der Punkt O immer innerhalb des Kreises « — man denke si 
in Figur 4 zum Beispiel a größer als c gezeichnet. | 
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Bei der Zentralkurve liegt eine horizontale Tangente wie oben für sin YP 
l= + (a/c) V1/2, aber zudem noch für g = + 90° vor. Das erstere ist aber nur 
möglich, wenn c < a Sc / 2 ist, wie in Figur 8; andernfalls tritt die Einbuchtung 
micht auf. 

| 
N 


| C. Die dreifache Erzeugung 


Der bekannte Satz von ROBERTS über die dreifache Erzeugung der Koppel- 
l&urve führt hier — das sei der Vollständigkeit halber angeführt — auf die Kon- 
figuration von Figur 9: In beiden Fällen werden gleichschenklige Kurbeltriebe 


‚rhalten, und es ist einmal das größere Glied der Steg (Figur 9a, entsprechend 
lem gegenläufigen Trieb), das andere Mal das kleinere Glied fest (entsprechend 
lem gleichläufigen Trieb, Figur 95). Für die Abmessungen ergibt sich beim 
Betriebe A,A,C,C,: 


HA AR Aone EUR 4; 


HAE =o) = mi, OK BE 


Pb BR = 5,0, ad, ER == (5 


CC = Bl,= b= =—a%=g—; C.K=AK —=f—. 


(a = fü 
( 


Taßgebend sind auch hier /, g, a, c. 
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D. Der symmetrische Schleifschieber 


Selbst wenn A, + und B + co gehen, also nach R. MULLER?) der syif 
metrische Schleifschieber (Figur 10) entsteht, lassen sich die Entwicklun 
von Abschnitt A übertragen; nur ist zu beachten, daß a, c, f und g nach I 
gehen und geeignete Grenzübergänge zu machen sind. Zwecke ist | 
daher, unmittelbar von der Bewegung auszugehen: 

Ein rechter Winkel bewegt sich so, daß der Endpunkt A des einen Schenk 
auf einer festen Geraden geführt wird, während der andere Schenkel e bz 
seine Verlängerung durch einen festen Punkt B, gleitet. Hierbei hat By v4 
der Bahn des Punktes A den gleichen Abstand p wie A von e. Die Polkurw 
sind kongruente Parabeln. Der Brennpunkt der festen Polbahn x ist By uf 
die Bahn von A stellt ihre Leitlinie dar, während A der Brennpunkt der Ganf 
polbahn ist und e ihre Leitlinie. Den Knotenpunkt O findet man, indem 
x A°B,O = x EAK = —& B,A°K „undOB, = KA = K,4% macht. Hierbg 
K, die Lage des Koppelnunktes K in der Null- oder Verzweigungslage 4 
entspricht den Punkten O,, O, von Figur 1: Von dieser Verzweigungslage d 
kann auch von K die Parallele x, zur Bahn von A beschrieben werden, 
Ky = 0 ist das Fokalzentrum der außerdem von K beschriebenen zirkula 
Bahnkurve dritter Ordnung x. Sie kann in gleicher Weise wie oben als Fil! 
punktkurve gedeutet werden: 

Man fällt von O aus auf die Tangenten der Polbahnparabel x das Lot 


und macht OK = 20F — r. Dann ergibt sich nach einfachen Rechnungen 
Polargleichung 


of 


P i | 
bees gk? de Oe aa, | 


Hierbei ist p = B,A, = AE der Halbparameter der Parabeln, # die Projek : 
von AK auf AE und v der Abstand des Punktes X von AE. Ferner stellt 7, = 
wie unter A die Gleichung eines durch O gehenden Kreises vom Radius g wf) 
vom Mittelpunkt B, (früher O) dar, entspricht also dem Kreis 7 in den obiil 
Entwicklungen. Led 2 = 7,(y) stellt den Kurbelkreis « dar, das heißt N 
eine zur Bahn von A parallele Gerade, die von O den Abstand ? hat ( | 
Figur 11). Hiernach kann die Kurve leicht mit der Differenz der Radi# 
vektoren konstruiert werden. 


Der Schnittwinkel der Tangenten kann unmittelbar aus der Figur =| 1 | 
gelesen werden, es ist 


1) R. MÜLLER, Einführung in die theoretische Kinematik (Springer, Berlin 1932). | 
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Dahn von A 


= Polarachse 


Ö = K=O, 
A ; 2/7 E ë, ya 
Bene 
r u = 


Fig. 10 


ZA 
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Es ist B reell, sofern |p — u| < g oder p? — 2 pu < v? ist, das heißt so- 
fern K außerhalb oder auf der Gangpolbahn liegt. Für p = u wird B= 905, 
für p — u = V2 g/2 wird B = 45°. 

Die Kriimmungsradien in O folgen als Längen der Bahnnormalen PO bzw. 
P,O, wie oben entwickelt, das heißt, man hat von O aus die Tangenten an die 
Parabel x zu ziehen. Oder aber man schreibt wieder wie oben r= 1'/2 
= (n — r;)/2, das heißt, man bildet die Differenz der Polarsubnormalen in 
gleicher Weise wie oben (vgl. auch Figur 11). Die Waagrechte durch B, halbiert 
mer NN, bzw. NN. 

Wie beim gleichläufigen Kurbeltrieb gibt es die obenerwähnten Berührungs- 
punkte 7 nicht. Wohl aber existieren der ein- und umbeschriebene Kreis: Sie 
fallen mit der Asymptote der Kurve zusammen. Diese folgt bei Einführung 
eines (£, 7)-Systems durch O aus 


E=rcosp=—-P+2(ucosp — v sin y) cos p 
für g = 90° zu &,, = —$ (siehe Figur 11). 


Erganzend sei auf das folgende hingewiesen: 

1. In Figur 10 entsprechen A,, A, den Lagen von A, wenn K nach O gekommen 
ist, es ist 4,0 = 4,0 = g, und ferner laufen die Tangenten in O parallel A,B, 
bzw. A,B,, so daß auch Bf = & A,B,A, ist. 

2. Punkte V,, V, mit vertikaler Tangente liegen auf der Halbierenden des Win- 
kels B,O& bzw. seines Nebenwinkels (Figur 11). Und wird (wenn man nicht 
7 = 3 — Y, hierfür unmittelbar abgreifen will) auf der Geraden « durch die 
Winkelhalbierenden die Strecke OR, bzw. OR, abgeschnitten, so haben V,, V;, 
von der Waagrechten durch B, die Abstände R,Q bzw. R,O, oder die Parallelen 
durch Q zu R,B, bzw. R,B, treffen die Winkelhalbierenden in V, bzw. V,. 

BA In jeder Stellung ist B,& = AO. 

4. Der zweite Schnittpunkt K,, der Geraden x, mit der Kurve x liegt ebenso 
auf dem Strahl OB, wie der Punkt A für diese Lage. 


Resume 


Certaines courbes de liaison de deux ensembles bielle-manivelle placés parallèle- 
ment dont les manivelles tournent en sens inverse peuvent être utilisées pour 
établir des profils d'ailes. Une étude approfondie a mis en évidence une série de 
propriétés surprenantes de ces courbes de liaison. Ces propriétés sont démontrées 
pour le cas où les manivelles tournent en sens inverse, puis ont été étendues au 
cas où les manivelles tournent dans le même sens et au cas où les manivelles 
dégénèrent en glissières. On peut, par exemple, trouver facilement les cercles en- 
veloppants et enveloppés, la «longueur» et l’«épaisseur», les courbes elles-mêmes 
sont ensuite facilement obtenues graphiquement. 


(Eingegangen: 8. 8. 1950.) 
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Über die Wirksamkeit von Flügelendklappen 


Von NiKoLAUS ROTT, Zürich!) 


Flügelendklappen (Figur 1) sind erstmals am Flugzeugtyp «Thunderjet» na. 
dem Vorschlag von C. E. Pappas angebracht worden?). Sie haben trotz geringf 
Abmessungen die durch die Flügelendtanks bei hohen Geschwindigkeiten ve 
ursachten Stabilitätsstörungen wirksam behoben. Im folgenden wird versuc 
die Luftkraft auf eine Flügelendklappe näherungsweise rechnerisch zu erfass 


Fig. 1 


Die große Wirksamkeit der Flügelendklappe beruht offenbar auf der T 
sache, daß diese sich im Aufwindgebiet der Wirbel befindet, welche vom Flügß 
abgehen. Angesichts der hohen Konzentration von abgehenden Wirbeln 
Flügelende erscheint es zunächst kaum statthaft, den Aufwind durch Berü 
sichtigung eines induzierten Anstellwinkels zu erfassen. Es sei deshalb der 
rechnung die folgende idealisierte Strömung zugrunde gelegt (Figur 2): paral 
zur Anströmgeschwindigkeit U soll sich ein unendlicher geradliniger Wirbelfa 
mit der Zirkulation I’ befinden. Die Flügelendklappe sei durch eine starre, ebe 
Fläche dargestellt, deren eine Begrenzung mit der Wirbelachse zusammenfä 
Die Wirkung der Fläche besteht darin, den anfänglich konzentrierten Wirbel 
«verteilen». 

Die Berechnung der Strömung wird möglich für spitze, schmale Flächen un 
einer vereinfachenden Annahme, welche im Grenzfall von sehr schmalen En | 
gerechtfertigt ist: in jeder Ebene senkrecht zur Anströmrichtung [das hei 
parallel zur (y, z)-Ebene] wird die vom Wirbel verursachte Zusatzströmung ebl 
vorausgesetzt. Betrachten wir also eine solche Ebene an der Stelle x, wo die Fläc 
die örtliche Spannweite b(x) hat, so ist die Zusatzströmung eine ebene zirkulato 
sche Umströmung einer Platte der Breite b(x). Das Potential ® für diesen F 
ist wohlbekannt; auf der Plattenoberfläche ist ® gegeben durch die Gleichun 


JP : ZN | 
D= pe arc sin (1 — ar) | 
Die durch die Fläche verursachte Druckstörung 4p ist in linearisierter Näheru! 
0 D | 
APE SE Dee 
p CURE 


1) Institut für Aerodynamik, ETH. 
2) Vgl. «Aviation Week» vom 5. September 1949. | 
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Die Berechtigung dieser Näherung kann in unserem Falle zunächst zweifelhaft 
erscheinen. Die quadratischen Glieder der Gleichung von BERNOULLI geben 
jedoch Druckanteile, welche bezüglich der (x, y)- Ebene symmetrisch sind und 
somit keinen Beitrag zum Auftrieb geben. — Das Potential (1) hängt nun von x 
nur über die Größe b ab, also ist 


08 db 
Te I pe 
Be OU sone ak (3) 


Nach Ausfiihrung der Differentiation erhalt man 


UT] y db 
A - 2 
P 2ab emer dx’ 4) 


Die Abhangigkeit des Druckes von y ist also durch eine Funktion gegeben, welche 
schon in der Birnbaumschen Theorie diinner Profile eine wichtige Rolle spielt. 
Der Auftrieb dA eines Streifens der Breite dx ist 


b 


= 
dA =—2dx | Apdy= 2 nz NE 
“| p ai a 
0 


Der Wert des bestimmten Integrals ist x 6/2; damit wird 


Durch weitere Integration nach x ergibt sich 
1 = E 
A=ZeUTb, (5) 


wobei 5b, die maximale Breite am Ende der Fläche ist. 

Der Auftrieb einer schmalen Flügelendklappe hängt also unter den verein- 
fachenden Annahmen, welche zur Formel (5) geführt haben, nur von der Breite by 
ab, und zwar linear. Über die Funktion b(x) mußte keine spezielle Annahme 
getroffen werden; sie sei jedoch monoton wachsend vorausgesetzt, da sonst die 
von der Flügelendklappe selbst abgehenden Wirbel eine Rolle spielen. 

Der Kraftangriffspunkt für einen Streifen mit der Druckverteilung (4) be- 
findet sich im Punkt y = 3 b/4. Das Moment eines Streifens um die x-Achse ist 


somit 


3 Te D hp 0b 
also wird 
3 
= J 2, 6 
M=-zeUTb (6) 


Das Moment um die y-Achse ist von der Funktion b(x) abhängig. Für drei- 
eckige Flächen ist b(x) = x : const und dA/dx = const. Jeder Querstreifen der 
Breite dx gibt den gleichen Auftrieb, und der Kraftangriffspunkt liegt in halber 
Biete. 

Im allgemeineren Fall, wenn die Fläche beidseitig über die Wirbelachse her- 
ausragt (Figur 3), wird die Rechnung ganz analog. Zur Vermeidung von Vor- 


ZAMP 11/14 
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zeichenschwierigkeiten wird die, x-Achse des Koordinatensystems am beste] 

is : | 
außerhalb der Fläche angenommen (Figur 3); die Flachenbegrenzung sel durc|| 
v,(x) und y,(x) gegeben. Das Oberflächenpotential wird 


PR EN Il! 
OE ACID THEME all 
DATE Yı= Vo | 
und der Druck: rai eur | 
T Sa in Ee Vo (8 | 
Ap = 0 U lon: dx OV, dx ) \G 


es RER, 
AH le aa dx). 
94 x 4 


1 nier : eae 
A(*)= > e UL [(¥1— Yo) + (Ya — Yo)] = a UT Gi Bei = Vora 
also fiir die ganze Flache (Figur 3) 
1 . | 
A=- QU r(,-—b;). (q 


Das Moment um die Wirbelachse ist 
3 / 


UTR 


M = — 
à 16 


b, bg + v8). ad 
Unter den gleichen vereinfachenden Annahmen, welche diesen Rechnunge 
zugrunde liegen, ist von JONES!) der Auftrieb einer schmalen, ebenen Tragflach} 


der maximalen Spannweite 6, berechnet worden, wenn diese mit der Geschwindig! 
keit U (bei einem Anstellwinkel «) angeströmt wird: 


are nur (11) 
4 7 1| 


Will man die Gleichung (11) dazu benützen, um die Formel (5) durch Berück 
sichtigung eines mittleren induzierten Anstellwinkels «, = w,/U abzuleiten, de} 
durch den Wirbel J’ verursacht wird, so ist für w, bzw. für «; zu setzen: 


W: = Ir er 12) 
er ee oan ( 


1) R.T. Jones, Nat. Advis. Comm. Aeron., Techn. Note Nr. 1032 (1946). 
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wobei b’ eine Länge ist, welche in irgendeinem festen Verhältnis zu b, stehen wird. 
Nach Einsetzen von (12) in (11) erhält man 


H 


Da 


ie or 


— 00 105 
s ® 
Durch Vergleich mit (5) folgt b’ = b,/4. 

Wir wollen nun den Auftrieb 4 der Flügelendklappen zur Auftriebskraft Ar 
des Tragflügels in Beziehung setzen. Da wir die abgehenden Wirbel in einem 
konzentrierten Wirbelfaden der Stärke I” angenommen haben, sei für diese Ab- 


schätzung 
po CF UB 


gesetzt, wobei B die Flügelspannweite bedeutet. Nach Formel (5) ist das Ver- 

hältnis des Auftriebs von beidseitig angebrachten Flügelendklappen zur Kraft Ar: 
DA by 

ae = (13) 

Wenn die Flügelendklappe zudem einen geometrischen Anstellwinkel « erhält, 

so kommt noch ein Anteil zum Auftrieb hinzu, der sich nach der Formel (11) 

berechnen läßt. Auch diese Kraft sei zum Auftrieb Ar in Beziehung gesetzt, den 


wir jetzt in der Form 
OC a 


Ar= Ze U? B a? 
anschreiben (mit 7, = mittlere Flügeltiefe). Setzen wir für 0c,/0x den größtmög- 
lichen Wert 2 x ein, so wird i 

DEA be 

waa = ter (14) 
Dieser Anteil, der quadratisch mit 6, anwächst, ist jedoch klein gegenüber (13). 
Anders ausgedriickt: der geometrische Anstellwinkel ist (fiir kleine Spannwei- 
ten b,) klein gegenüber dem induzierten Anstellwinkel «, nach der Gleichung (12). 

Aus diesen Ergebnissen ergibt sich eine interessante Folgerung, wenn man 
daran denkt, eine bewegliche Abwandlung der Fligelendklappen nicht nur zur 
Stabilisierung, sondern auch zur Trimmung, eventuell sogar zur Steuerung zu 
beniitzen. Die Anderung des geometrischen Anstellwinkels (Drehung um die 
y-Achse) gibt nur kleine Wirkungen. Bedeutend wirksamer ware eine Drehung 
(oder Spreiziing) um die z-Achse, das heißt Änderung der Fläche, die in den ab- 
gehenden Wirbel hineinragt. Es ist denkbar, daß derartige Anordnungen beson- 
ders für Flugzeugtypen mit starker Pfeilung verwendbar wären. 

Bei Anstellung ergibt sich zusätzlich noch eine weitere Kraft, die jedoch nicht 
nur auf die Flügelendklappen wirkt, sondern auch auf denjenigen Teil des Flügel- 
endtanks, der hinter den Tragflügel herausragt. Zur Abschätzung dieser Kraft 
benützen wir das vereinfachte Bild nach Figur 4a: der Tragflügel wird durch 
einen gebundenen Wirbel J’ der Lange B ersetzt, und die beiden abgehenden 
Wirbel I’ sind auch noch über eine Länge / gebunden. Bei Schräganströmung 
wirkt auf die beiden «materialisierten» Arme der Länge / eine Kraft, deren Größe 
und Richtung nach dem Joukowskischen Satz gefunden werden kann, unter 
Berücksichtigung der Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Wirbel. Bei 
Anstellung erhält man zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte in seitlicher Richtung: 


ET ee ae (15) 


22, Varia — Miscellaneous — Divers ZAMBA 


Beim Schieben fiihrt der gleiche Mechanismus zu zwei entgegengesetzt gerich4 | 
teten Kräften, die ein Rollmoment erzeugen (Figur 4b). Für den Schiebewinkel A 
ergibt sich I 

MRou = BeUTBi=8BArl. (6) 
Dieses Rollmoment hat durch sein Vorzeichen wie auch durch seine Propor: 
tionalität zu Ar den gleichen Charakter wie das Schieberollmoment von Pfeil- 


Fig. 4 


flügeln. Tatsächlich könnte Figur 4b auch als vereinfachtes Modell zur | 
Erklärung dieses Pfeilelekies angesehen werden. 

Schließlich wird beim Rollen eine Seitenkraft entstehen, wie Figur 4c 4 
Für beidseitig angeordnete Arme ergibt sich 


oh o À @ eTI= Ar. (1 

Eine derartige Rollseitenkraft könnte auch beim gepfeilten Flügel auftreten. Ge 
nauer genommen gibt jedoch der Hufeisenwirbel ein zu stark vereinfachtes Bild fü 
Rollen, das eine unsymmetrische Änderung in der Auftriebsverteilung verursach 
Es zeigt sich, daß die nach hinten gezogenen Flügelendtanks vom Standpunk 
der Seitenstabilität wie Pfeilung wirken und somit Schwierigkeiten RE 1 | 
können. Man könnte daran denken, vertikal angeordnete Flügelendklappen al} 
Seitenstabilisierungsflächen zu benützen, doch können diese aus ihrer Lage inf 
Gebiet der abgehenden Wirbel keinen besonderen Nutzen ziehen. Sie würde 
auch die Wirksamkeit der horizontalen Flügelendklappen durch Absohlemus | 
spürbar vermindern. | 


(Eingegangen: 24. 1. 1951.) 
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(U.R.S.I.) in Zürich (vom 11.—22. September 1950) 


Unter dem Patronat von Herrn Bundesrat Dr. E. Cetto hat die U.R.SI. ih IN 
9. Generalversammlung in Zürich abgehalten. Über 200 Forscher aus 18 Lai 
dern waren unter der Leitung von Sir EDWARD APPLETON versammelt. D 
Organisation lag in den Händen von Herrn Prof. Dr. R. SÂNGER. 
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Die U.R.S.I. ist zur Zeit des Völkerbundes gegründet und später der Unesco 
angegliedert worden. Ihr Ziel ist die internationale Koordination und Förderung 
der Forschung auf dem Gebiete der Radiowissenschaften. Die internationale 
Radiounion besteht aus 7 Kommissionen, die gesondert tagten. Nach zahlreichen 
Vorträgen und Diskussionen wurden für die weitere Entwicklung Richtlinien aus- 
gearbeitet, die im folgenden Abschnitt in stark gekürzter Fassung wiedergegeben 
sind. 

Kommission I: Méthodes de mesure et étalonnages. 

Es wurde empfohlen: Die Empfangsverhältnisse der drahtlos ausgesendeten 
Normalfrequenzen der verschiedenen Länder zu überprüfen, um eine internatio- 
nale Regelung der Sendezeiten zu ermöglichen. 

Die genauen Methoden zur Messung von Hochfrequenzleistungen im Fre- 
quenzgebiet von 30— 300000 MHz zwischen den verschiedenen Ländern zu ver- 
gleichen. 

Kommission II: Propagation dans la troposphère. 

Verschiedene Vorträge behandelten den Einfluß der Schwankung des atmo- 
sphärischen Brechungsindexes auf die Ausbreitung der Radiowellen. Es wurde be- 
schlossen, folgende Fragen genauer abzuklären: Einfluß der geographischen Breite, 
der Bodenbeschaffenheit und des Klimas, insbesondere im Kurzwellengebiet unter 
Verwendung der modernen Methoden der Radiometeorologie. 

Es soll eine engere Zusammenarbeit mit der Union Internationale de Géodésie 
et de Géophysique, der Union Astronomique Internationale und der Commission 
Mixte de Radiometeorologie aufgenommen werden. 

Kommission III: Ionosphere et propagation des ondes. 

Diese Kommission unterstützt den Plan eines internationalen Netzes von 
Beobachtungsstationen während der Sonnenfinsternis vom 25. Februar 1952 zur 
Abklärung ihrer Einflüsse auf die Ionosphäre. 

Im übrigen sollen die von der Commission Mixte de l’Ionosphère vorgeschla- 
genen Arbeiten unterstützt werden: Laboratoriumsuntersuchungen über die Bil- 
dung der verschiedenen Schichten in der Ionosphäre, Verbesserung der Meß- 
genauigkeiten, Untersuchungen mit Hilfe von Raketen, Aufstellen neuer Beob- 
achtungsstationen, weitere Untersuchung der Einflüsse der Sonne usw. 

Kommission IV: Bruits radio-électriques d’origine terrestre. 

Es wurde die Frage der Zusammenarbeit mit dem Comite Consultatif Inter- 
national des Radiocommunications (C.C.I.R.) behandelt sowie die Organisation 
der Beobachtung von Radiostörungen terrestrischen Ursprungs. 

Kommission V : Bruits radio-électriques d’origine extra-terrestre. 

Es wurde vorgeschlagen: Den Namen dieser Kommission umzuändern in Com- 
mission de Radio-Astronomie und gleichzeitig das Arbeitsgebiet auf die Beobach- 
tung von Meteoren und des Mondes mit Hilfe der Kurzwellentechnik auszudeh- 
nen. Die Strahlung der Sonne in den Frequenzgebieten 200 MHz und 3000 MHz 
dauernd zu beobachten und die Zahl der Beobachtungsstationen zu ergänzen. 

Kommission VI: Ondes et circuits. 

Diese Kommission will vor allem den folgenden Problemen ihre Aufmerksam- 
keit schenken: Informationstheorie, nichtlineare Schwingungen, Theorie linearer 
Schaltungen einschließlich der Steuerungsprobleme, Antennen- und Wellenleiter. 
Spezielles Interesse fand die Informationstheorie. 


Kommission VII: Electronique. 
Die in Stockholm ins Leben gerufene Kommission VII hat ihr Arbeitspro- 


gramm wie folgt festgelegt: 
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a) Grundlegende Eigenschaften von Hochvakuumrohren. 
b) Gasentladungen: Rekombination, Einfluß magnetischer Felder, Wechselwir-| 

kung zwischen Mikrowellen und ionisierten Gasen, Plasmaschwingungen usw. | 
c) Halbleiter und ihre Anwendung in der Radiophysik. | 
d) Mikrowellenspektroskopie. | 

Die nächste Generalversammlung wird im Jahre 1952 in Australien abgehal-} 
ten werden. E. Baldinger, N. Schaett. || 


International Congress of the International Union of Crystallography 


Dieser 2. Kongreß der International Union of Crystallography findet vom} 
27. Juni bis 3. Juli 1951 in Stockholm statt. Das Programm sieht Vorträge her 
Instrumente und Methoden, neue Strukturen, Ferro-Elektrika, Kristallmorpho- 
logie und Mineralsynthesen usw. vor. Sekretär der Veranstaltung ist F. E. WicK- 
MAN, Stockholm 50; die Sekretäre der Union bzw. des nationalen Komitees sind 
R. C. Evans, Crystallographic Laboratory, Cavendish Laboratory, Cambridge, 
England, und M. VUAGNAT, Musée d’Histoire naturelle, Genève. 


Professor von Karman — siebzigjahrig 


Am 11. Mai dieses Jahres konnte Professor von KARMAN seinen 70. Geburtstag} 
feiern. Mit ihm feierte die Gilde all derer, die sich mit angewandter Mechanik | 
befassen, denn wohl keinem ist es wie ihm vergönnt, so viele gute Bekannte 
Freunde und Bewunderer in aller Herren Ländern zu haben. Er ist uns allen be 
kannt wegen seiner grundlegenden und scharfsinnigen Arbeiten, Arbeiten, die de 
großen Vorteil haben, daß man sie verhältnismäßig leicht aufnehmen kann, da sie 
alle mit einer heute nur mehr selten anzutreffenden Eleganz geschrieben sind. Wir 
Ingenieure sind besonders dafür dankbar, daß er in seinen Aufsätzen und Bücher 
sich nicht scheut, gelegentlich auch Dinge aufzufrischen, die wir eigentlich wisse 
sollten und damit die Kontinuität des klassischen Gestern mit dem manchmaill 


| 
| 
| 
| 


Hoffnung, daß die umfangreiche Liste seiner für Wissenschaft und Technik sd 
wertvollen Arbeiten noch um eine größere Zahl vermehrt werde. — Hinweisen 
müssen wir aber noch auf von KARMANS unermüdliches Wirken zur Vereinigung 


undenkbar. Daß dies ihm so vollendet gelingt, ist nicht zum mindesten seinen) 
wahrhaft göttlichen Humor zu verdanken, der, bei allem Ernste in den wissen-f 
schaftlichen Einzelheiten, als versöhnendes Element über Kleinlichkeiten =! | 
Sorgen hinweghilft. Möge er, ebenso wie eine gute Gesundheit, den Jubilar noch | 
recht lange begleiten. J. Ackerel| 


Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung | | 


Im Jahre 1943 mußte der Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinif 
gung aus kriegsbedingten Gründen sein Erscheinen einstellen. In dem soeben von 
Verlag für Wissenschaft und Fachbuch GmbH., Bielefeld, herausgegebenerf 
Band 54, Heft 1, wird mitgeteilt, daß die Jahresberichte der DMV. nun wiedeif 
regelmäßig erscheinen. | 
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Vorlesungen über theoretische Physik. Bd. IV: Optik. Von A. SOMMER- 
FELD (Dieterichsche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden 1950). 389 S., 97 Abb.: 
DM. 16.50. 

Wenn ein Altmeister der theoretischen Physik und Klassiker der Beugungs- 
theorie (der Leser findet dieses große Gebiet, einschließlich der Beziehung von 
geometrischer Optik und Wellenoptik, in Kapitel V und VI des Buches in meister- 
hafter Forın entwickelt) seine durch viele Jahre gehaltenen Vorlesungen über 
Optik in Buchform herausgibt, wird vielleicht mancher Physiker der jüngeren 
Generation, der den Autor nicht gut kennt, ein wohldurchdachtes, aber konven- 
tionell-konservatives Lehrbuch erwarten. Der Referent, der die Freude hat, den 
Autor zu kennen, möchte deshalb sogleich energisch betonen, daß es sich um ein 
denkbar unkonventionelles Buch handelt. Es äußert sich dies insbesondere auch 
in der Weise, wie die Quantentheorie des Lichtes mit voller Berücksichtigung der 
modernen Idee der Komplementarität in die klassische Wellentheorie eingear- 
beitet ist (Kapitel II, $ 16: Photoeffekt; Kapitel III, $ 23: Die Dispersionstheorie 
in der Wellenmechanik; Kapitel VI, $ 49: Photonentheorie und Komplementari- 
tät). Jeden schwächlichen Kompromiß ablehnend, faßt der Autor, der ja selbst 
so viel zur Entwicklung der Theorie der Spektren beigetragen hat, die prinzi- 
piellen Probleme direkt ins Auge. Als Gegenstand, der sonst in Büchern und Vor- 
lesungen über Optik zu kurz kommt, in dem vorliegenden Buch aber seinen be- 
rechtigten Platz gefunden hat, sei die Optik bewegter Medien (Kapitel II) sowie 
die Cerenkov-Strahlung (Kapitel VI, $ 47) besonders hervorgehoben, die als 
«Machscher Kegel» auftritt, wenn ein Elektron mit größerer Geschwindigkeit als 
die Phasengeschwindigkeit des Lichtes in ein brechendes Medium eintritt. 

Hinweise auf die Originalliteratur erleichtern es dem Leser, seine Kenntnisse 
über den Inhalt des vorliegenden Buches hinaus zu erweitern. Die Übungsaufgaben 
am Ende des Buches sowie die «Anleitung zur Lösung der Aufgaben», die den Vor- 
lesungscharakter des Buches unterstreichen, werden dem Anfänger und Studie- 
renden sowie auch in pädagogischer Hinsicht dem Dozenten sehr willkommen 
sein. 

Der Referent ist überzeugt, daß diesem Buch, das sowohl dem reinen wie dem 
angewandten Physiker viel zu geben hat, ein dauernder Platz in der wissenschaft- 
lichen Literatur sicher ist. W. Pauli. 


Contributions to Mathematical Statistics. By R.A. Fisher (John 
Wiley & Sons, New York 1950). Demi-quarto, about 670 pp. $7.50. 

Der Einfluß, den R. A. FISHER auf die Entwicklung der neuern Statistik aus- 
geübt hat, kann kaum überschätzt werden. Von vereinzelten Ansätzen abgesehen, 
welche die neuen Ideen ankündigten und von W. S. GossET («Student») und 
K. Pearson stammen, verdanken wir R. A. FISHER fast alle fundamentalen Be- 
griffe und Kriterien, die in der neuern mathematischen Statistik eine so große 
Rolle spielen. Vor allem hat FISHER als erster eine einheitliche und allgemeine 
Theorie für das Ziehen strenger Schlußfolgerungen aus einem statistischen Mate- 
rial gegeben und damit die induktive Schlußweise, das heißt die Schlußweise vom 
Besonderen auf das Allgemeine oder, wenn wir wollen, von der Stichprobe auf 
die Grundgesamtheit, auf eine neue Basis gestellt; die Unbestimmtheit, die dieser 
Schlußweise anhaftet, schließt dabei die mathematische Strenge nicht aus, denn 
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die letztere besteht gerade darin, Art und Umfang dieser Unbestimmtheit zu be-| 
schreiben. In enger Beziehung mit diesen eher für die wissenschaftliche Methodik:| 
bedeutsamen Ideen, deren volle Tragweite noch nicht übersehen werden kann, 
entwickelte FISHER auch eine umfassende Theorie der Schätzung statistischeri] 
Parameter der Grundgesamtheit aus Stichproben. Auf ihn gehen die Verteilungen! 
zahlreicher aus Stichproben gewonnener «Statistiken» zurück. Nicht weniger] 
wichtig sind indessen seine Arbeiten, in denen er das korrekte Planen von Ver-} 
suchen darlegt, deren Analyse erlaubt, die größtmögliche Information aus den) 
Beobachtungen zu ziehen. Wenn diese a. Methoden bisher besonders im. 
Feldversuch des Agronomen ihre Anwendung gefunden haben, so sind sie doch] 
genügend allgemein, um ihnen auch in Industrie und Technik eine zunehmende 
Verbreitung zu sichern. | 

Der Band bietet die erste umfassende Sammlung von Arbeiten FISHERS, die, 
der breiten Skala der Anwendungen der statistischen Methoden entsprechend, 
über zahlreiche Zeitschriften zerstreut sind und oft nur mit Mühe beschafft wer 
den können. Er enthält in photographischer Reproduktion der Originalarbeiten 43jf 
zwischen 1920 und 1943 erschienene und von FISHER selbst als besonders wichtig 
erachtete Aufsätze, die durch einführende Noten des Autors in ihrem Zusammen-f 
hang und in der Vielfalt der Gesichtspunkte und Beziehungen beleuchtet | 
Sie führen den Leser unmittelbar an die Problemstellungen heran und zeigen, 
fern von jeder nur formal mathematischen Behandlung, wie diese unter der Han 
eines der ae Statistikers unserer Zeit Anlaß zu weitreichende 


nicht voll ausgeschöpft sind. Eine in Sankhya 4 (1938) erschienene Würdigungf 
FISHERS durch Prof. MAHALANOBIS und ein von Prof. TUKEY hergestelltes Sach 
verzeichnis vervollständigen den Band. A. Kali 


Underwater Explosions. By R.H.CorE (Princeton University Press 
Princeton 1948). 437 pp.; $7.50. 


Das Buch behandelt eingehend die mannigfaltigen physikalischen Aspekte deri 
Erscheinungen bei Unterwasserexplosionen. Einem einleitenden Kapitel, welches 
den Ablauf der Ereignisse beschreibt, folgen Darstellungen der hydrodynamischenf 
Theorie, des Detonationsvorganges in den Sprengstoffen und der Theorie dest 
Verdichtungsstoßes, wobei die Ausführungen von den Grundgleichungen aus] 
gehend zu den jüngsten Ergebnissen der Theorie gelangen. Weitere Kapitel be 
handeln die meßtechnischen Probleme, welche bei Versuchen mit Unterwasser-I 
explosionen auftreten. Schließlich werden Sonderprobleme dargestellt, wie diel 
Bewegung der Gaskugel, sekundäre Druckwellen, Oberflächeneffekte und Be-] 
schadigungswirkung. | | 

Als Sammelwerk für die Physik des Unterwasserexplosionsvorganges ist das] 
Buch einzigartig in der Vollständigkeit der behandelten Gebiete. Die Darstellung} 
der interessanten und ungew Chien Probleme aus dem Gebiet der Hydrodyna- 
mik, der Gasdynamik und der Mechanik wird aber dem Buch einen Leserkrei 
sichern, der über das engere Fachgebiet hinausreicht. CoLE folgt in seinen Aus | 
führungen den neueren Arbeiten auf diesem Gebiete, welche meist von Physiker 
duch er wurden; die oft etwas ungewohnte Darstellungsweise wird dem gas- | 
dynamisch vorgebildeten Leser nicht immer leicht zugänglich, jedoch anregend| 
erscheinen. N. Roti 
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Raumgruppensymmetrie und Berechnungsmethoden 
der Kristallstrukturlehre 


Von ALFRED N1GGLt und PAUL NIGGLı, Zürich!) 


meer 


1. Einleitung 


In der angewandten Kristallstrukturlehre spielen Summationsverfahren 
eine große Rolle. Sind in einer Raumgitterzelle » Massenteilchen mit den 
Schwerpunktskoordinaten x,, v,, z; @=1,2,...,n) vorhanden, so hängen die 
' Röntgeninterferenzerscheinungen von allen diesen konstituierenden Punkt- 
lagen ab. Die einzelnen Interferenzen können nach Brace bestimmten Netz- 
‚ebenen (hkl) zugeordnet werden; zur Bestimmung der Elektronendichte in 
einem herausgegriffenen Punkt ist dann über alle für die benutzte Strahlung 
‚reflexionsfähigen Ebenen zu summieren. 

Aus der Geometrie des homogenen (periodisch gebauten) Diskontinuums 
‚ergibt sich, daß die Grundbeziehung zwischen xyz- und (hkl)-Werten in der 
Form e-?”'#*+#y+l2) in die Rechnung eingeht. Dabei sind die Punktkoordi- 
naten x, y, z (früher m, n, $ genannt) als Bruchteile der Zellkantenlängen an- 
zugeben, so wie sich auch die (ganzzahligen) Indizes h, k, 1 der Netzebenen auf 
die dem Kristall eigene Metrik beziehen. Die Periodizität der Raumgitterstruk- 
tur erlaubt es, die Betrachtung auf die innerhalb einer primitiven Zelle nicht- 
identischen Punktlagen, die primitive Basis, zu beschränken. Um den Zusam- 
menhang mit der beschreibenden Kristallographie zu wahren, wird aber meist 
eine Zelle benützt, deren Kantenrichtungen in die kristallographischen Achsen 
fallen. Dieses Elementarparallelepiped mit seinen nichtidentischen Punktlagen, 
der Elementarbasis, kann dann mehrfach primitiv werden, etwa basisflächen- 
zentriert, innenzentriert, allseitig flächenzentriert. 

Für die Summation über die (hkl) gilt normalerweise das Friedelsche 
Gesetz; es sind also wegen des zentrosymmetrischen Charakters der Effekte 
(hkl) und die Gegenfläche (hk/) gleich zu behandeln. Komplexe Größen lassen 
sich dann folgendermaßen in einen reellen und einen imaginären Anteil auf- 
spalten: 

Fury = À nny +4 Biri Far >= Anan F4 Burn) 
also 
A nxt) + A Gr Birr > a Br: 


1) Mineralogisch-Petrographisches Institut der ETH. 


Fügt man nun stets zu (hkl) auch (h kl) hinzu, so wird 


—-anilhx+ky+la) 
F e 2 70 1 ( 
hkl 


(+++) 
= Any cos2n(hx+ky+iz)+ Bagysm2a (hat ky + 12), 
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und für die Berechnung interessieren von e”2*'%x+%y+l12) nur die reelle] 
Größen cos2a (hx + ky +12) und sin2x (hx+ky+Iz): sie bilden del 
geometrischen A- und B-Anteil. | 
_ Es sind Hauptaufgaben der Kristallstrukturlehre, einerseits bei gegebene1 
(hkl) über alle xyz der konstituierenden Punktlagen und andererseits füf 
einen beliebigen Punkt xyz im Raume des Elementarparallelepipeds über all} 
(hkl) zu summieren. Nun besitzen im allgemeinen die Kristallräume besonde 
und in allen Einzelheiten bekannte Symmetrieeigenschaften. Ihre Ausnützu 
bei den Summationsverfahren hat erst eine systematische Strukturbestimmur 
ermöglicht; die Grundlagen dafür sind 1919 aufgestellt und später ausgeba 
worden!). Seither sind viele Einzelbeiträge von so verschiedenen Standpunkt¢ 


aus hinzugefügt worden, daß sich der Versuch aufdrängt, den Zusammenha | | 


1 


Kennzeichnung der Komplexe gleichwertiger geometrischer Elemente, das heiff 
der Formen, und der Symmetrie einer Raumgruppe als Ganzes. Die Method 
der Aufstellung symmetriebedingter Gesetzmäßigkeiten beim Summationsvelf 
fahren ergeben sich dann von selbst: man wird wie in der beschreibenden Kill 
stallographie so vorgehen, daß man zunächst die Mannigfaltigkeit in ihre gleich# 
wertigen Komplexe gliedert, für sie die von der Symmetrie abhängigen Gesetif 
aufstellt und schließlich über diese Formen summiert. 


2. Die Formen 


Kommt einer Punkt- oder Raumgruppe eine bestimmte Symmetrie zu, |} 
werden — bei Verwendung der in der Kristallographie üblichen Bezeichnungf 
weise und Koordinatenachsenwahl — zu einem Punkt x yz, zu einer Richtunf 
[uvw) oder zu einer Ebene (hr!) andere Punkte bzw. Geraden und Ebend 
gleichwertig, das heißt durch Deckoperationen ineinander überführbar. DI 
Komplex solcher gleichwertiger geometrischer Elemente heißt die Form. Dafil 
soll die folgende Symbolik Verwendung finden: | 


<xyz> = Komplex aller zu xyz gleichwertigen Punkte: in Punktgrupp4 | 
Punktner (Punktform), in Raumgruppen einfacher (homogener) Gif 
terkomplex (Gitterform) ; 


1) P. Nicci, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). — P. Nicezr 
EB. BRANDENBERGER, Z. Krist. 68, 301 (1928). — P. Nıccuı, Kristallographische und strukturtie 
retische Grundbegriffe, in: WIEN-HArMs, Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 7/1 (Leipzig 19 


| 
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Vol. II, 1951 Raumgruppensymmetrie und Berechnungsmethoden der Kristallstrukturlehre 219 


<[uvw]»= Komplex aller zu [uvw] gleichwertigen Richtungen oder Kanten: 
Kantner (Kantenform) ; 


<(hkl)y = Komplex aller zu (AR!) gleichwertigen Flächen, Flächner (Flachen- 
form). 


Durch Gesamtsymmetrie, Aufstellung und Koordinatenachsenwahl sowie 
‚durch die Lage eines geometrischen Elementes sind die Koordinaten oder Indi- 
‚zes aller gleichwertigen Elemente, also die ganze Form, bestimmt. Da die Raum- 
‚gruppen auch die Symmetrieoperationen einer Translationsgruppe enthalten, 
‚treten bei ihnen die gleichwertigen Punkte in Gittern, die gleichwertigen Rich- 
tungen und Ebenen in Parallelscharen auf; bei Kenntnis der durch das Elemen- 
‚tarparallelepiped gegebenen Translationsgruppe genügt indessen die Angabe der 
‚endlichen Zahl von Elementen in der Elementarbasis. Im Falle der Richtungen 
‚und Ebenen beschränkt man sich oft auf die orientierungsbestimmenden Indi- 
‚zes. Eine Anfügung von Kennziffern!) gibt dann die Möglichkeit, die gleich- 
‚wertigen parallelen Geraden oder Ebenen der Scharen herauszugreifen. 

Geometrische Elemente, die durch keine anderen Deckoperationen als die 
‚Identität in sich selbst übergeführt werden, besitzen beliebige oder allgemeine 
‚Lage. Für eine aus solchen Elementen aufgebaute allgemeine Form nimmt die 
Zahl der gleichwertigen Elemente, die Zähligkeit, den für die Symmetrie höchst- 
‚möglichen Wert an. Sie entspricht in Punktgruppen und im primitiven Elemen- 
tarparallelepiped einer Raumgruppe der Ordnung N der (isomorphen) Punkt- 
gruppe; für ein m-fach primitives Elementarparallelepiped wird sie zu mN. 
Geometrische Elemente spezieller Lage auf Symmetrieelementen werden ent- 
sprechend ihrer geometrischen Wertigkeit » durch weitere Deckoperationen in 
sich selbst übergeführt, und die Zähligkeit der zugehörigen Form beträgt nur 
N/o. Durch Einsetzen der speziellen Koordinatenwerte oder Indizes in das 
System der gleichwertigen Elemente einer allgemeinen Form ergibt sich diese 
geringere Zähligkeit von selbst. In der Kristallographie werden symmetrie- 
bedingte Koordinatenachsen oder Elementarparallelepipede benützt, damit sich 
die Koordinatenwerte und Indizes gleichwertiger Elemente nur durch Vor- 
zeichenwechsel oder (und) Vertauschungen voneinander unterscheiden. Dazu 
müssen allerdings bei hexagonal-trigonaler Symmetrie viergliedrige Symbole 
verwendet werden, die sich aber ohne weiteres, etwa für orthohexagonales 
Achsensystem oder Elementarparallelepiped, in dreigliedrige verwandeln lassen, 
wobei dann drei nicht durch Vorzeichenwechsel oder Vertauschungen ineinan- 
der überführbare Symbole benötigt werden. 

Für alle Kristallsymmetrien sind die in Frage kommenden Symmetrie- 
elemente, die zweckmäßigen Bezugssysteme, die Ordnungen, die Art der mégli- 
chen Speziallagen und die Zähligkeiten der Formen völlig bekannt und mehrfach 
tabuliert worden. Den größten Nutzen kann man aus diesen grundlegenden 


1) P. Nicci, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 
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Untersuchungen ziehen, wenn es gelingt, die Gesamts ymmetrie einer Punkt- odd 
Raumgruppe eindeutig so zu charakterisieren, daB daraus unmittelbar alle fil 
die Berechnungen wichtigen Größen ersichtlich sind. | 


3. Die Charakterentafeln der kristallographischen Punkt- und Rau 
gruppen und die zugehörigen Koordinatentafeln 


a) Punktgruppen 


Liegt eine Punktgruppe vor, so sind als Symmetrieoperationen nur Dr 
hungen f,„, Drehinversionen s, oder Drehspiegelungen s, zu berücksichtigef 
wobei für kristallographische Gruppen n = 1, 2, 3, 4, 6. f, ist die Trivialop 
ration der Identität, s, die Spiegelung an einer Ebene und sj die Inversion aj 
Symmetriezentrum. Dabei bestehen zwischen Drehinversion und Drehspiegifi 
lung enge Beziehungen; die Vereinheitlichung der Bezeichnungsweise ermölll 
licht es, für jede Kristallklasse eine übersichtliche Symmetrieformel aufzuste | 
len, die sofort Zahl und Art der Deckoperationen erkennen läßt!). Die nötige 
Angaben sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 

In einer Punktgruppe gehen alle Symmetrieelemente durch einen Pun 
den Hauptsymmetriepunkt, der stets zum Nullpunkt gewählt wird; die Koor 
natenachsen werden (soweit vorhanden) in Symmetrieachsen oder Spiegele 
nennormalen gelegt. Schneiden sich die Symmetrieelemente in einer Geradeif 
so besitzt der Hauptsymmetriepunkt einen Freiheitsgrad; ist nur eine Spieg | 
ebene vorhanden, so hat er deren zwei, und beim Fehlen aller Symmetrif 


Freiheitsgrade bleibt dann die Wahl des Nullpunktes willkürlich. 

Für die vergleichende Formenlehre ist es besonders wichtig, die Zusamme | 
hänge zwischen den verschiedenen Symmetriegruppen zu überblicken. Dai | 
geht man am besten von der Fedorowschen Einteilung in eine kubisch-hypif 
kubische und eine hexagonal-hypohexagonale Syngonie aus, wobei an diesil 
Stelle nur die Beziehungen für die üblichen Aufstellungen der Kristalle berüc | 
sichtigt werden sollen. Für die vergleichende Kristallkunde sind natürlich nod} 
allgemeinere Zusammenhänge wesentlich. | 

Als eine in sich gliederbare Einheit wird die Grundtafel der acht aus xy} | 
[uvw] oder (hkl) durch Vorzeichenwechsel ohne Vertauschung ableitbaren Gr 
Ben aufgestellt. (Vierergruppe mit Operationen zweiter Art.) Minuszeichd 
werden über den Koordinatenwert oder Index gesetzt, und die einzuhalten« 
Reihenfolge geht aus Figur 1 hervor. 

Die Tafel zerfällt in eine Kopfzeile o,, eine Endzeile o, und drei ee | i 
a, B, y innerhalb des Quadrates. In der ersten Doppelzeile « ist der erste Wel 


1) P. Nıccrı, Experientia 2, 336 (1946). 


i 
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Tabelle 1 
Symmetrieoperationen der 32 Kristallklassen 
EE + . bzw. dreizählige Achse Vierzählige a Einzelelemente 

16 Sg SG Is fa fa Sa fa fo So So hy 
O, 48 #22 se SO CA 2 6 3 + 6 1 i 
O 24 4-2 20 3} 6 1 
Ty 24 4-2 SOUS 6 1 
7, 24 4:2 14-2 3 3 1 1 
iL 12 4-2 3 1 
De, | 24 2 2 2 2 1 3-3 Berge Al 1 
D, 12 2 2 1 3+3 1 
Cr 12 2 2 1 3+3 1 
Don ine 2 2 3 3 + 1 i 
Coz, 12 2 2 2 2 1 1 1 1 
C, 6 Zi Z 1 il 
C3), 6 2 - 1 ı 
ie AW 2 2 3 3 1 1 
DE 6 2 3 de 
C3, 6 % 3) 1 
UE 2 2 1} 1 
CA 3 2 1 
Da ale 2 2 1 Pere LM a il 
D, 8 2 1 2+2 il 
Cy 8 2 il 2+2 1 
ise 8 2 1 2 2 i 
Cin 8 2 2 it 1 1 1 
Ch 4 2 1 1 
SA 4 2 1 it 
Dan 8 Ii+1+11+1+1 1 1 
D, 4 en 1 
os 4 1 LCI 1 
Cop 4 1 1 1 1 
CA 2 il 1 
& 2 1 il 
C; 2 1 il 
€, il 1 


es Tripels durch sein Vorzeichen ausgezeichnet, und zwar ist gegenüber der 
opfzeile in «, das Vorzeichen des ersten Wertes umgekehrt, in & sind es die 
orzeichen des zweiten und dritten Wertes. In analoger Weise wird in ß der 
weite und in y der dritte Wert ausgezeichnet. Die ausgezeichneten Werte sind 
ir bequemeren Übersicht mit einem Kreis umrandet. In der Endzeile wechseln 
le Werte der Kopfzeile ihre Vorzeichen. Hat man sich diese Beziehungen 
nmal eingeprägt, so genügt natürlich die Darstellung der Figur 2; sie bildet die 
cerform für die später einzuführenden Charakterentafeln der Raumgruppen. 
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Wenn alle acht den Zeilen entsprechenden Werte zur Form gehören, lieg 
die Symmetrie D,, vor; die Tafel Figur 2 als Ganzes kennzeichnet also die Syn} 
metrie der Punktgruppe D,,. Fallen gesetzmäßig Zeilen aus, so wird die Zählijf 
keit der allgemeinen Form herabgesetzt, und die Symmetrie entspricht nur no¢ | 
einer Untergruppe von D,,. Das Fehlen der Zeilen wird am Rande durch Stricl 
an Stelle von &,, % usw. angegeben. So bedeutet Figur 3, daß nur xyz, x y 
xyz, Xyz zusammengehören, das heißt, daß die Symmetrie C,, vorliegt. 


Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


Grundtafel für Koordinatentripel. Leerformen der Charakterentafeln für Dz, und C,,,. 


Für Symmetrien des tetragonalen und kubischen Systems kommen nun w 
tere, analog gebaute Tafeln mit neuen Kopfzeilen hinzu, in denen auch Vertalf 


zeile gewonnen, wie das in der Grundtafel der Fall war. In der hypokubisch | 
Syngonie gelangen folgende Kopfzeilen zur Verwendung: | 


| 


xy2 mE Bu) VE 20% x 2 | 


bzw. Uuvw vwu WUV vuw wvu uw VA] 
bzw. hkl klh Ihk khl Ikh hir 
Bezeichnung 

der Tafeln: G G’ G" K 12% Ke 


In der hypohexagonalen Syngonie sind zur Verwendung von dreigliedrigf 
Symbolen im orthohexagonalen Bezugssystem drei Tafeln erforderlich mit d 
Kopfzeilen : 


xy2 KYıkı X), worin % = —$(x +7), =#+(3x— 7), 2 4 | 
bzw. uvw 9,8, UoVoWo %=-%(x-y), »=-I38x+9Y), 24 
bzw. hkl hkl lb für a —V30 


Bezeichnung der Tafeln: 
Gi Angel! A? 


| 


| 
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Jetzt lassen sich für alle 32 Kristallklassen die zu den Formen allgemeiner 
Lage gehörigen Koordinaten- und Indizestripel angeben, indem man die für 


} normale Aufstellung in Tabelle 2 aufgeführten Zeilen der verschiedenen Tafeln 


benützt. 
Man sieht, daß in den Symmetrieklassen, die keine selbständigen Tetra- 
gyroiden enthalten, die Zeilenauswahl in allen gleichzeitig verwendeten Tafeln 


Leerformen der Charakterentafeln für D, und Ty. 


_ dieselbe ist. Deshalb ist lediglich zur Beschreibung von S,, D,, und T, die Zei- 


lenauswahl für zwei verschiedene Tafeln anzugeben; in allen andern Fällen 
kommt man unter Angabe der verschiedenen Kopfzeilen mit einer einzigen 
Tafel aus. 

Jedem durch das Wertetripel einer Zeile charakterisierten geometrischen 
Element ist eine bestimmte Symmetrieoperation eindeutig zugeordnet, die das 
in der Kopfzeile von G gegebene Ausgangselement in das betreffende Element 
überführt. So geht etwa der Punkt zyx aus xyz durch Drehung um 90° (f,) um 
die Richtung [010] hervor. Tabelle 3 enthält für jede Zeile die Deckoperation 
und die Indizes der zugehörigen Symmetrieachse oder Symmetrieebene. 

Zwei Beispiele sollen die Darstellungsweise erläutern: Aus Figur 4 liest man 
ab, daß für die Punktgruppe D, die Zeilen 61, %, B und y, der Tafeln G und X 
als gleichwertig zusammengehören. Die allgemeine Form enthält also etwa für 
<x yz> die Punkte xyz, xy2Z, Xy2, xyz, Yx2, yx2, yx2, yxz. In ähnlicher Weise 
erhält man aus Figur 5 die in der Punktgruppe T, zur allgemeinen Form 


<(hkl)> gehörigen Flächen als (444), (hkl), (hkl), (kl), (AUX), (RIM), (RIM), (RER), 
(Ink), (lnk), (Ihk), (Ink), (khl), (khl), (khl), (khl), (LRA), (LRA), (LRA), (RD), 
(hik), (hik), (hir), (hik). 
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Tabelle 3 
Zeilen Tafeln (Kopfzeilen) und Symmetrieoperationen 
G(xyz) K(y x2) fel — (GAGA Wie) 
0] hy 7,[001] fh 
oa s,(100) s;(110) s,(100) 
Oo f,[100] 7,1110] f[100] 
By S9(010) S (110) S9(010) 
Bs f.[010] 7,[110] f2[010] 
vy s,(001) s,[001] s,(001) 
Ya f(001] f,(001] fo[001] 
6, $ 54001] & 
G’(yzx) K’(zyx) EE) 
O71 fall 11] [010] f,(001] 
Oy s6[111] s,(101) So (110 
49 A011] AUOT 7,1130) 
By s[111] s,[010] s,(310 
Be fe(111] 7,[010] 1110] 
vy se[111] s,(101) s[001) 
Va fa{111] 7,101] fL001] 
Ca s,[111] s,[010] s,[001] 
G"(zxy) K"(xz)) EHI" (Hp y529) 
07 alle 7,1100] f,[001] 
& seht s4[100] s,(110) 
ER rim /,{100] 7,1130] 
I sé[111] s,(011) s,(310 
Bs fall f,(011] 71110] 
yı sg[111] s,(011) s6[001] 
Ve Tal 7,[011] f,[001] 
Co split s,[100] sg[001] 


b) Raumgruppen 
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Zu jeder kristallographischen Punktgruppe im Scheinkontinuum sind im 
allgemeinen verschiedene Raumgruppen des Diskontinuums isomorph. Der Ver- 
gleich dieser Raumgruppen mit der zugehörigen Punktgruppe ergibt folgendes: 

1. Vorzeichenwechsel und Vertauschungen von Koordinatenwerten oder 
Indizes der Formen bleiben bei analoger Aufstellung gleich wie in der isomor- 


ohen Punktgruppe. 
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>. Zu den Koordinatentripeln gleichwertiger Punkte kommen ZusatzgrüBei| 
ra, die durch den Gitteraufbau, das heißt durch den Ersatz der gewôhnlichet | 
Identitätsoperation durch eine Translationsgruppe, bedingt sind. Sie cn 
chen Zusatztranslationen oder Verschiebungsvektoren. 
3. Ist eine solche Zusatzgröße gegeben durch a/m, b/n, c/p, so umfaßt si 
auch die unendliche Mannigfaltigkeit aller Größen a/m + ta, bln + tb, c/p + t\f 
mit beliebigen positiven oder negativen ganzzahligen ¢. Um diese der Raum] 
gitterstruktur entsprechende Periodizität zum Ausdruck zu bringen, sollen dif 
translativen Zusatzgrößen durch eine Winkelfunktion gekennzeichnet werdenf 
Dazu setzt man die Einheit a, b und c je gleich 2 und bezeichnet die Wert} 
cos (2x/m) bzw. cos (2 x/n) bzw. cos (2 x/p) als die entsprechenden Charakter | 
der Zusatztranslation. 
4. Die in den Raumgruppen auftretenden Zusatzgrößen zerfallen in dr i 
Arten: 
A. Die Zusatzgrößen, welche die zu einem Punkt translativ identische | 
Punkte ergeben, kennzeichnen die Tvanslationsgruppe. Für die Basispunkt] 
eines primitiven Parallelepipeds x+ta, y+tb, z+tc werden die Charakten 
cost2rr =1. Für mehrfach primitive Parallepipede kommen aber weiten 
Charaktere dazu, nämlich: 


3 Basisflächen- Innen- ae a 5 
Elementarparallelepiped ee et Allseitig flächenzentriert 
Bezeichnung C I F 
Zusätzliche Trans- tat+ib ta+tb+te DA ba ie NW Ai a 
lationen (mit#ungerade)| 9 v2 2 a oul 

if —_ —_ — _— _ = _— 
Zusätzliche Charaktere le il aly il dle aby ab il th ib ih Th al 


gruppe als solche erhalten bleiben und deren Hauptsymmetriepunkte infolgiff 
dessen die Symmetriebedingungen der Punktgruppe besitzen, werden sy 
morphe Raumgruppen genannt. | 

Wenn der Hauptsymmetriepunkt zum Nullpunkt gewählt wird, sind di 
symmorphen Raumgruppen mit einfach primitivem Parallelepiped durch EI 
setzen der Translationscharaktere 1 in die Leerform der isomorphen Punk} 
gruppe vollständig gekennzeichnet. Ist das Parallelepiped mehrfach primitiv, | | 
treten die oben angegebenen weitern Translationscharaktere dazu, die, wel 
sie für alle Zeilen gelten, als Operatoren über die Kopfzeile geschrieben werde; 
So stellt jetzt Figur 6 die Charakterentafel der zu D,, symmorphen Raumgrup] | 
mit einfachem Parallelepiped, also D},, dar; die Koordinaten gleichwertigf 
Punkte der Elementarbasis sind dieselben wie für Figur 1. In Figur 7 ist dl 
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Charakterentafel der zu C,,, symmorphen basisflächenzentrierten Raumgruppe 
a : = : : : 
Cz, gegeben. Hier erhält man die gleichwertigen Punkte der Elementarbasis 
durch zusatzliche Anwendung des Operators als xyz, Xyz, xyz, Xyz; x +4, 


PEL eis tgp teak ops epee al Ti Oe ar 
Pee AT EYES et hytheethy+ Fs 
1 
Co, 
=) 
% 
% 
B, 
B, 
', 
r, 
a = 
2 
Fig. 6 LNW 


Charakterentafeln für D}, und C3}. 


Die Ubertragung auf andere Raumgruppen mit mehreren Tafeln bietet 
keine Schwierigkeiten. 

B. Ein neues Problem für die Raumgruppendarstellung bildet die Nullpunkts- 
wahl. Getreu dem Prinzip, die Symmetrie und Metrik der Kristallräume bei der 
Beschreibung auszunützen, wird man, wenn immer eine Symmetrie vorhanden 
ist, den Nullpunkt in ausgezeichnete Punkte legen. In den Beispielen Figur 6 
und 7 diente dazu der Hauptsymmetriepunkt. Nun sind aber etwa in C}} bezo- 
gen auf den Nullpunkt mit der Symmetriebedingung C,, auch noch die geo- 
metrischen Örter[001] 44,[001]33,[001]33,[001]35; durch Symmetrie ausgezeichnet: 
sie entsprechen Digyren, die zugleich Schnittlinien zweier Gleitspiegelebenen 
sind. Auch sie könnten zum Nullpunkt gewählt werden. Es stellt sich somit all- 
gemein die Frage nach dem Einfluß einer Nullpunktsverschiebung um v,, V9, Vz 
auf die Koordinaten gleichwertiger Punkte und auf die Charakterentafeln. 
Werden die v in Bruchteilen der Elementarkantenlängen angegeben, so zeigt die 
Durchführung der Transformation, daß allgemein die Koordinaten mit nega- 
tivem Vorzeichen, und nur diese, Zusatzgrößen erhalten, und zwar kommt 
ey, - 20, zu % —V,= 20, zu y und - V,= 2v, zu 2. Soll also der neue 
Nullpunkt etwa in 7, v,, 0 zu liegen kommen, so werden neue Zusatzgrößen nur 
bei den x- und y-Werten auftreten. Somit erhält man für die Koordinaten zu- 
sammengehöriger Punkte in Ci bezogen auf einen Nullpunkt, der um 4, 4, 0 
gegenüber demjenigen der Figur 7 verschoben ist, die Werte xyz; x — 3, 9,2; 
Bye, ALTER, Yyt+h 2 eV +42; 45 Y, 2. 
Die Charakterentafel von Cj} bezogen auf diesen neuen Nullpunkt ist in 
Figur 8 dargestellt. 


|| 
1 
| 
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Verschiebt man in D!, (Figur 6) den Nullpunkt ebenfalls in den Punkt +, à, 0) | 
der nun allerdings keine "Symmetrieeigenschaften mehr besitzt, so erhält man 
als Charakterentafel oe 9. Die Zeilen miissen jetzt einzeln epee || 


eg c 
a, 5 
= a, 
ß, B; 
= B, 
= % 
E i, 

07 

Fig. 8 Fig. 9 


Charakterentafeln für C}} und D3, mit anderer Nullpunktswahl. 


Abschnitt C wird gezeigt, wie man die Aquivalenz der Figuren 7 und 8 oder 
und 9 sofort erkennen kann. Werden neben der Grundtafel G noch andere 
Tafeln gebraucht, die in der Kopfzeile schon Minuswerte oder Vertauschunge 
aufweisen, so sind fiir das Einsetzen nicht die Minuszeichen an sich, sonder 
die Vorzeichenwechsel gegenüber der Kopfzeile maßgebend; ebenso gehöre 
die V,-, V,- und V;-Werte stets zu den Feldern der 1. bzw. 2. bzw. 3. Spalte fl 
gleichgültig ob sie nun x, y und z vertauscht enthalten oder nicht. | 
C. Gegenüber einer Punktgruppe können in den zu ihr isomorphen Raum4f 
gruppen statt der Spiegelebenen Gleitspregelebenen, statt der Drehungsachsenfj 
Schraubenachsen auftreten, und es braucht keine Hauptsymmetriepunkte 
mehr zu geben, die denen der Punktgruppe entsprechen. In den gewöhnlichenf 
hemisymmorphen Raumgruppen bleibt wenigstens die Untergruppe der ind 
Drehungen als Symmetriebedingung einer Punktlage erhalten; sind auch did 
Drehungsachsen teilweise oder vollständig durch Schraubenachsen ersetzt, sd} 
spricht man von asymmorphen Raumgruppen. Der Ersatz einer Spiegelungf 
durch eine Gleitspiegelung erzeugt in der Koordinatentafel von G bei den posi-J 
tiven Koordinaten der zur Operation gehörigen Tripel zusätzliche Gleitkompo-| 
nenten. Ähnlich kommen bei Einführung einer Schraubenachse an Stelle einer 
Drehungsachse zu der positiven Koordinate des entsprechenden Tripels Schrau- 
bungskomponenten hinzu. So gehôren als gleichwertige Punkte zu x, y, z 


2, wenn (100) Gleitspiegelebene mit b/2 als Gleitkomponente, 
x, y+ 3,24 4, wenn (100) Gleitspiegelebene mit (b + c)/2 als Gleitkomponente, 
2 wenn [100] Schraubenachse mit a/2 als Schraubungskomponente 

ist usw. 
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Die kleinsten zur Darstellung der Basis benôtigten Gleitkomponenten dürfen 
nur die Hälfte einer einfachen Identitätstranslation betragen, die Schraubungs- 
komponenten einer #-zähligen Achse können die Werte Um ZF cg (ne le 
der Translation in der Achsenrichtung annehmen. 


Fig. 10 


Verallgemeinerte Koordinatentafel für Raumgruppen D,, und ihre Untergruppen. 


Deutung der Koordinatenwerte in der verallgemeinerten Grundtafel. 


In den hemisymmorphen und asymmorphen Raumgruppen gibt es keine 
geometrischen Örter, die gleichzeitig allen die isomorphe Punktgruppe charak- 
terisierenden Symmetrieelementen angehören. Es sind Symmetriesätze!) aufge- 
stellt worden, die zeigen, wie für eine gegebene Translationsgruppe, für Gleit- und 
Schraubungskomponenten die Symmetrieelemente zueinander liegen müssen. 
Danach ist eine Raumgruppe schon durch die Art der Symmetrieelemente und 
die Translationsgruppe eindeutig bestimmt. Da nun aber im allgemeinen kein 
Punkt mit der vollen isomorphen Punktsymmetrie vorhanden ist, wird die 
Nullpunktswahl mehr oder weniger willkürlich, selbst wenn man daran festhält, 
daß dafür nur ausgezeichnete Punkte auf Symmetrieelementen in Frage kom- 
men. Damit wird die Frage nach der Aguivalenz von Tafeln verschiedener Auf- 
stellung zu einem Grundproblem. Die Lösung ergibt sich aus der Darstellung 
der verallgemeinerten Koordinatentafel G in Figur 10, die alle monogonalen und 
digonalen Raumgruppen umfaßt und deren Gesetzmäßigkeiten auf die übrigen 
Tafeln mit veränderten Kopfzeilen ohne weiteres übertragen werden können. 
Darin bedeuten die 7-Werte bei den positiven Koordinaten die durch allfällige 
Gleitungen und Schraubungen erzeugten Zusatztranslationen. Die schon als 
Operatoren herausgegriffenen eventuellen Zusätze der Translationsgruppe sind 


nicht mehr hingeschrieben. 


1) P. NıcGLı, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 
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T, , sind allfällige Schraubungskomponenten, die in G (mit keiner Achse der 
Zähligkeit > 2) nur 0 (Drehungsachse) oder 4 (Schraubungsachse) sein können, 
T,, mit 7 + 7 sind allfällige Gleitkomponenten der a à Symme- 
ferences die in einfachen Elementarparallelepipeden nur 0 oder 3, in mehr- 
fach primitiven auch 4 und 2 sein können. In jeder Gesamtspalte verschwindet] 
die Summe der 7. | 
Die V, zeigen als v, = V,/2 usw. die Koordinatenverschiebung des Nullpunk-f 
tes an gegenüber einem vorhandenen Symmetriezentrum oder einem Punkt, inf 
dem ohne Lageänderung der übrigen Symmetrieelemente ein Zentrum dazu- 
kommen könnte. | 
Die verallgemeinerte Tafel hat folgende Eigenschaften: | 


1. Für die Art der Deckoperationen bzw. Symmetrieelemente sind in jedeaj 
Zeile nur die unterstrichenen Größen T, ; bzw. T,, maßgebend; zusammen mi 
der Translationsgruppe kennzeichnen sie die Raumgruppe als solche. In sym} 
morphen Raumgruppen sind alle 7 = 0, in hemisymmorphen Raumgruppe 
gibt es nur von Null verschiedene T,; mit 7 + 7, und in asymmorphen Raumjf 
gruppen treten auch unter den 7,, von Null verschiedene Werte auf. Raum 
gruppen, die sich in den 7-Werten voneinander unterscheiden und deren 
Darstellungen nicht durch symmetriegemäß erlaubte Zeilenvertauschungen aus 
einander hervorgehen, sind verschieden. Darstellungen mit übereinstimmenden 
T sind einander äquivalent und beziehen dieselbe Raumgruppe lediglich au 
verschiedene Nullpunkte. Damit ist das Äquivalenzproblem gelöst. 


2. Die (T;, + V;)-Werte bestimmen die Entfernung der betreffenden Sy 
metrieelemente vom gewählten Nullpunkt. Die gegenseitige Lage der Symmelf 
trieelemente ist durch STERNE a und zusätzliche Nullpunkt 
verschiebungen treten als — V,/2, — V,/2, — V3/2 in Erscheinung. Verschwindeil] 
daher die V;, so ist ein ae oder hinzufügbares Symmetriezentrum zunf 
Nullpunkt gewählt worden. Die beiden Zeilen einer Doppelzeile unterscheideil! 
sich dann nicht mehr voneinander, und man erhält die reduzierte Form del 
Koordinatentafel. 


| 


3. Aus der Symmetrielehre folgt, daß für einen wenigstens auf einem Symff 
metrieelement liegenden Nullpunkt auch die V; im einfachen Parallelepiped nuff 
die Werte 0 oder 3 annehmen können, bei mehrfach primitivem Parallelepipeil) 
gegebenenfalls auch oder à | 


4. Aus der ose CR G mit ihren Zusatzgrößen läßt sich sofort di | 
Charakterentafel G hinschreiben. Figur 11 zeigt die Form der verallgemeinerteA\ 
Charakterentafel, wobei die Charaktere den folgenden Bedingungen geniige# 
müssen: 


Ma X: = Cos2n(T,,+ Vi), x;=cos2xT;;, 
Los = COS2 Vin Ks c0s 20 1. N 
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Als Zahlenwerte für die Charaktere kommen in G nach der genannten Voraus- 
setzung nur 1, 1 oder eventuell 0 in Frage. 

5. Alle Charakterentafeln monogonaler und digonaler Raumgruppen, die 
für die vorhandenen Zeilen in den (in der Figur unterstrichenen) Werten 75, 
az Kev Los X31, X32 UNA Yi, X, 733 übereinstimmen, entsprechen, unbekümmert 


Xo4 Xo2 Xo3 ef 


Xo1 Xo2 Kos 0, 
Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 
Bezeichnung der Charakteren in der Reduzierte Charakteren- und Koordinatentafeln G. 


verallgemeinerten Grundtafel. 


um die übrigen Charakterenwerte, der gleichen Raumgruppe in analoger Auf- 
stellung, sind also äquivalente Darstellungen mit verschiedenem Nullpunkt. 
Man sieht sofort, daß das etwa für die Figuren 7 und 8 und für die Figuren 
6 und 9 zutrifft. 

6. Eine andere Aufstellung infolge Vertauschung der Koordinatenachsen 
verändert nur die Reihenfolge der Charaktere in der Matrix. Die y;, bleiben 
auf der Hauptdiagonale, und die zusammengehörigen y,; und y;, werden nicht 
getrennt!). 

7. Für eine gegebene Raumgruppe mit bestimmter Aufstellung entsteht die 
reduzierte Charakterentafel, wenn Vi = V, = V, = 0, also 4; = X, wird, das 
heißt, wenn der Nullpunkt in einem vorhandenen oder möglichen Symmetrie- 
zentrum liegt. Dann gehört in zentrosymmetrischen Gruppen zu x yz stets x yz, 
und die Charakterentafel G nimmt die Form der Figur 12 an. 

Bezeichnet man mit x’ usw. die Koordinaten einschließlich ihrer Zusatz- 
translationen, so gibt Figur 13 die reduzierte Form der Koordinatentafel G. 
Darin sind wieder in den Zeilen «,, ß}, y, die Koordinatenwerte im Kreis negativ 
und die andern positiv in Rechnung zu stellen, in den Zeilen a, ß,, y, gerade 
umgekehrt. 


1) Siehe auch P. Nıccıı, Acta crystallographica 2, 263 (1949), und 3, 429 (1950). 
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8. Die in der G-Charakterentafel auftretenden, für die Symmetrieebener 
kennzeichnenden y;; der &-, ßı-, yı-Zeilen sollen künftig s-Charaktere genann) 
werden, und die für die Symmetrieachsen kennzeichnenden (mit Kreisen um 
randeten) y;,; der &-, Bar, y-Zeilen d-Charaktere. Für die Ableitung der Sym 
metrieelemente aus den Charakterentafeln sei auf die unter 6 zitierte Arbei| 
verwiesen. 

9. Treten neben G noch andere Tafeln auf, so sind sie genau wie die zuge 
hörige G-Tafel zu behandeln. Die Analogie bezieht sich dabei auf die Lage dell 
Felder und die Vorzeichenwechsel gegenüber der Kopfzeile, nicht etwa auf die 
Größen x, y, z. Besitzen schon die Kopfzeilen gegenüber denjenigen der Punkt 
symmetriedarstellung von Tabelle 3 Zusatzgrößen, wie das bei hôherzähliget 
Achsen möglich ist, so sind diejenigen der G-Tafel naturgemäß hinzuzufügen 
so daß die resultierenden Charaktere in den K-, K’- und K”-Tafeln ander | 
Werte annehmen kônnen als diejenigen in G. | 

Auf Grund der gegebenen Sätze läßt sich für alle Raumgruppen mit alle 
Aufstellungen und Nullpunkten von kristallographischer Bedeutung das Sy 
stem der Koordinatentafeln und Charakterentafeln aufstellen. Damit ist dei} 
Gitterkomplex <x vz» beschrieben. Sofort ist ersichtlich, ob Darstellungen an 
verschiedener Nullpunktswahl gleichen oder verschiedenen Raumgruppen en | | 
sprechen. Ist eine Darstellung, etwa die üblicherweise verwendete reduziert 
Charakterentafel, bekannt, so können die Auswirkungen jeder Nullpunktsve 4 | 
schiebung angegeben werden. Begnügt man sich bei der Beschreibung del 
Komplexe von Netzebenenscharen und Gittergeradenscharen <(hkl)> und <[uvw] 
mit den der Punktsymmetrie entsprechenden, die Richtung kennzeichnendeif 
Formen, so braucht man die Raumgruppencharaktere nicht zu benützen. I! 
gewissen Fällen wird aber wie die Gitterform <xyz) auch die Scharenforriff 
<(Akl)> gute Dienste leisten; sie ist dann in ähnlicher Weise durch die Charak | 
terentafeln bestimmt. Damit sind die Grundlagen für eine Ausnützung de | 
Formengliederung bei den Summationsverfahren gegeben. 


(Eingegangen: 6. 4. 1951.) II. Teil folgt in ZAMP 11/4 
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On the Remainder of the Runge-Kutta Formula in the Theory 
of Ordinary Differential Equations 
(From communications to A. M. OSTROwSKI) 


By Lupwic BIEBERBACH, Berlin 


Let (%, Vio, ---» Yno) be a particular system of values assigned to the real 
variables (x, y,,..., y,), such that within a domain defined by the inequalities 
|x—%| Sa, | Yo| Sd, (A=1,2,...,m) () 
the functions 
NE TE pre N el 
and their derivatives 
of, 
— 0 See 4 3 
Ox' Oy N: dy" > fi) 


are one-valued and continuous. 
Let M and N be positive numbers and such that in (1) 


| of; ré M 
ZN. N ; 0< 1 = 454 
LA = | ax! oy TE oykn | Nit tkn-1 ( ) ( ) 
and that 
Gin = 0, Gilat (5) 
Let y; = ,(x) (A = 1, 2, ..., n) be the solution of 
UE I ree i Gao ee 


which reduces to y;, for x = %o. 


Put 
Ray = fy (%o» Yi0: «+++ no); 
ya = fil % + +7 “9 » V0 + Ru — A, 2.5 Ying ni 45"), 
# — Xo X — X =), (7) 
4 Z 


Ra = flx0 A 0 ko 2 RE Do Viens Re à 
Ra — ART + (x — Xo), Vio + Ras CRE PE Rng (x — x), | 
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aa Yar as (Rat 2 Rio + 2 Rag + Ru). el 


These conditions being satisfied, the y, are approximated by the y,, in th! 
interval | * — x,| <a in such a way, that 


La, — #1 € |# — “LP [men EE . 0-016 66... 


+ MON ED (0.78333... + 031250 

+ 0.1252) 
n (n + 1)? 

+ Men MOD (1.4555... +1-69444...m 
+ 1.3541666... n? 
+ 0:680555... n? 
+ 0-15625 n4 

MN a) 2722 ee 


+ 1-0763888... n? 

= 0-950 997 22209 
+ 0-566 840277... n? 
+ 0-200086 8055... n° 
+ 0:046440972... n® 
+ 0-006 0763888... n? 
+ 0:0004340278 n8) | 


+ 0-0208333... n°) ( 


in |*% — x| Sa. | 
In particular we have for m= 1, that is for the solution y(x) of dy/dx= f(x, y 


|v — Vol < |x — x)? [M N 3-680642361 + M? N 5.3618055... | 
+ M3 N 1.220833... + MN 0.01666...] ft | 
Mai | 


in |x — x,| = at). Î 
The formula of RUNGE-KUTTA gives a better approximation than (9) fc | 
the solution of special types of differential equations. 
For instance there let be given a differential equation of the n-th order 


any Zen M- | 
de Lo à) (11] 


1) L. Biegergach, Theorie der Differentialgleichungen (Springer, Berlin 1923) 
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Put 
Vn } Vn-1 Zr y" Yn-2 = 5 Ei V1 oa wa | 
I(x Vn Vn-1> V4) = h(x, Vi Vo, 5 Vn) (12) 
EI Ps Ve ee Ot (A= 2, Scat 7) | 


Then the equation (11) is equivalent to the system 


DA hr nd) =U Bs) (13) 

The conditions (4), (5) being satisfied—out of which follows in particular 
M =1, 0< a<1~—the y, are approximated by the y,, defined by (7), (8) in 
such a way that for n = 2 


[v1 — Viol € |< — %|5{ MN 53-714371744 791 666... 
+ M2 N 30-293 142361111... 
+ M3 N 3-154166666... 
+ M4 N 0.025} = |x — x9|5 R(2) 


lve — Yaa| S| * — 40/5 {N 0-919379340277... 
+ M N 1-986631944... 
+ M2 N 0-786458333... 
+ M3 N 0.025} 


mand that for 7 = 3 


my, 7. =|*— 4%” {M N (— 0-116878 255 208333... 
+ 0-876 388 888... n 

+ 1-607552083 333... n? 
+ 3-660156 25 n° 

+ 1-241514756944... 4) 


4+ M2N (- 0.021614583333... 

+ 1-44453125 n 

+ 3375520833333... n° 
+ 1-743576 388... 23) 


= ———_——— 


(15) 


+ M3N ( 0-225 + 0635416666... n 
+ 0.414583 333... n°?) 


+ MEN (n+ 1) 0.008333...) = |x — 20/5 R(x) | 
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vo — Veal <Ir- | {N  ( 0-0009765625 

— 0.009114583333...n 
+ 0.048828 125 n? 
+ 0.062934 027777... n° 
+ 0.014865451388... 74) 


+ MN (—0-0359375 + 0-1296875 n (16! | 


NAS 
+ 0-087 326 388... n°) 


+ M2N( 0.069791 666... + 0-177083333...” 
+ 0.090625 n?) 


+ M3 N (n+ 1) 0-008333...} 


lvs— Veal <lx— MSN  (0:003689236111... | 
+ 0-011 284722222... 
+ 0-011 71875 n? 
+ 0-004340277... n? | 
+ 0-000217013 888... 14) (1 
+ MN ( 0.010416666... 
+ 0.045833333... n + 0-01875 n°?) 
+ M?N (n + 1) 0.008333...} | 
ya aol < |x- m AF — MN (+1) 0.008333... (IM 
19 = Vg Se — IN 00855 More (199 


y, being the (n — 1)-th derivative of y, it follows from (14) and (15) by 
integration, that | 
|~ — ae pee 


ly ue Ya | = 6-7 .. (4 + n) R(n) (20] 


for 


yl) (x — BE 
(n — 1)! 


a / dx, | dx, a re) dXn-1 
0 0 0 


ye nip . 
VE = Yo + Vo (X — Xo) +-:-4 


Therefore ya is an approximation of the solution y of (11) with a remainder of th | 
(4 + n)-Ih order in x — xq. 
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The proof of these propositions is as follows. By derivation results from (7) 


aR 39 1 Of; 1 Of, 

a = oP = + 

dx 208 2 a OVo Ro, 
Bie (OU HE ee 
ee 4 Ox? Las 7 Ox OVo Qu = 0Yo 0Vo el o1})? 


fa Of), 0*f, 
0x2 22 x? 0Ve bat Dat OV yo Ror Ra 
a®f, 
BT Oyo OVa Oyr Ror Fo Ra), (21) 
ET | (oh 


Ph 04/2 0*f, 
dx4 xt 7 42 0x3 0Vo Ror + CD Da dy Oye 0x2 0Yo Os Ra Ra 


Off 
— > Ox OVo 0Yo Oyr ki Ra Rı 


of, 
+ À Dye dye Oye Oyy, Ret Ber Be ka): 


nn %) _ Ro + Le 3), 


Ro (4 — Xo) er 2 ae Res (x — a) ; 


dx? 
(22) 
DEF) 2 Sp + 05 (lei), 
Cure %) _ 4 Ri, re pe De A 
Further is 
| dks 1 Of, 1 Of, dRo(¥% — X) 
22 0% 2 0Vo dx 6 
Dir _ 1 (9 0°fà ARoy(¥% — %o) 
dx? 4 ea ga 0x Oyo dx 
: (23) 


1 Of, / d'Roo(# — Xo) 
2 <4 Öyo dx? | 
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APR jg a: fa dko2(X — Xo) 
ds 8 Ga | > Ox? 0 dx 
72209 dhoa(X — %) , dRoa(X — #0) 
+ ve Ox OVo Oo dx dx 
fr ARo (7 — %0) 
2 0Vo Oya OVr : dx 
x do (X = #0) ; dhr(X — %0) 
. dx dx ) 
3 0?fà d'hoo (# — Xp) 
de OX OVo dx? 
3 0?fà d*Roa(¥ — %) | Aka (X — %0) 
4 Ye dYe dx? dx 
OG) ie =, 
1 yy Of, del — #0) 
2 OVo Bae? : 
an ee 
d*Rag 1 O*f, 0) fa dRoo (X = %o) 
na EC Gr + > 0x° Oyo dx 
O*f, AR os (x = Xo) Aka; (x —"% 9) 
% or Ox? OVo OVe j; dx or eG 
04, dRo.(* — %)) 
4 el 0 
1) = OX OVo 0Yo OVr dx 
dRo (X — #0) _ Akr(X — Xo) 
dx dx 
0*f, Akos (X — %) 
Hes Oyo OVe Oyr OV ; dx 
eory 
X AR, (X — Xo) Ahr (X — Xo) } Aka (X — Xo) 
dx dx dx 
3 03} d?Roo (X — %)) 
LE Na A À 02 0 
7 4 (x 0x? 0Yo dx? 
03f dRoo(X — %)  dRag(*% — #0) 
2 he B g2\ OF 62 0 
2 0% 0Vo OVo Ge dx 


NA Of Aha — #0) 
| 00T Oye OYo OVr Gee 


AR (x — %)) ; AR ry (x — “) 


X 
dx dx 


N 
| u 02 0 
D> Ox Oyo dx? or 
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0?f; a hoo (x — Rn) Ako (x — %) 
+2 0e OVe das © dr 


+ 09, OVe dx? dx? 
y 
Pad ee. 
Tho, (2 — % ) ; ; 
> dx ays Ros as Le (x — Xo), 


2 ko + hl (x — x), 


3 


ee) 


63 \- m IV 
er Res “a Ros (x — Xo). 


u Of, | St, dhes (x = x) 


0x3 Oy, ax 


o 


4 65 097, _ ÜRo(x — %,) _ akas(% — x) 
00 


0x2 Oy, Oyo dx dx 
0, Akos (x = #0) 
> 2 0x 0Vo 0Va OVr ax 


Thos (x = Xo) - ahr, (x — Xo) 


dl dx dx 
9%, , Ro (4% — x5) _ dhos(* — x,) 
Ss, Ye Va Oyr 0y, dx dx 
Akrz (x — #5) f Ah ys (x — %) 
. dv dx 
0°; T'Ros(x — x5) 
De, 0x2 Oy, UE 
0 
0°; Whos (x — Xo) _ dos (x — #0) 
oF 2, 0% 0Yo OVe i dx? dx 
07 d'hos(x — 3) 
à >= Oyo Oyo Oyr dx? 


AR (X — x) Ahr, (% — x,) 


7 dx dx “i 
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(23) 


(24) 
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A Rog (4% — Xo) 
eye — Bog (* 0 
QO 


X OVo aK? 


0%}, dog (a — x) … dhtag (* — #0) 
Le 427 Ove Oyo dm de 


= 0?fà d*Rog(* — %)  d'ko3(X — X0) 
D Ty 0Ya k AE axe 


Of, dihalx— x) 
AR fr, d'kes( o) 


Oyo dx 

Bip Oh 5 tO 
| 2 0Ve a lolat + ER j Er 
ng 

ni zZ TL ee le ” lo le 
ne Dh da le be 
u D _ nm dy, le la 1, 4 = En oe 
ee Reape gh 

a nr et 

Danie a Er ee 
De 

Finally, 

SR ON LE 

dx Ox 0Ye “2? 

Dt oat tL aa het Dae hee yee th 
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From (4), (5), and (21) to (26) result the estimations 


[Bu Se, le N, [Rig SEN. (27) 
| dao MA~L gar A’Rzs n + 1\? 
„|, MN, ee) MN, | 
(28) 
aR jy A ENE | dR. | ae | 
dx: = 2 ) ee da | £( 2 N 
dRj2 (4 — Xo) ; 1+ 3 
12 Le zahl ie Rat Rig (X — %)| S (7) N, 
4 — 2 + 1 2 
| = [2 het RG (x x) Sti MN + (tim, 
| (29) 
dSR3a (x — %,) 7 7 {n+1\? n + =) 
= 38 + ku (x — %0)| <3( ; | MN +| an 
: en : Nop LAINE Ade Te 
a = [4 RE + RY | SA MN + (TN. 
dRys | we (n + 1) (n + 2) MN, 
CANIN 
ak 75 (7 +1)? (4+ 6x4 n?) > n(n+1) 
oy |= MN 16 a 2 ? 
A ye | n+ 1)*{8 + 28% + 127+ n°) 
at un) 64 
| (30) 
M°N3n(n+1)?(n +3) 
8 ) 
a*k ys | (m+ 1)4 (16 +120 n + 100 n? + 20 n° + nt) 
ay | =MN 256 
m(n + 1)? (28+ 24n+ 3n?) Pie Gee eee 
+ MN ae + M3 N 7 : 
ARj8 (4 — %) | — Ne INES N 
dx = 4 i 
EAN +1)2(4+6n+ 7? 
Br Ko) < (n+ 12M N | (n ) ne n n?) N, 
; (31) 
d®kj,(* — % 9) 3n (n+ 1) 3 (m+ 1)? (4+12n+ 3 n?) 
aS | = of est 16 ao 


(n+ 1)? (8+ 28 n +12 n°? + n°) N 
64 
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bet: 1)? (m+ 2) M2N 
4 


ZAME 


A = 
(n+1)3(2+14n+9n?+ n?) MN 
4 
(1+n)(16+120n +109 n2 + 20 n° + ni) N. 
256 
Atk ag | = 3 AT On? (n+ 1)? (6+ 5n+ 2n?) 
Far Sew 4 
n(n + 1)3(152+ 440 n + 384 n°? + 196 n° + 45 ni + 6 n° 
+ M? N— ~ 16 
+ MN ED (256 + 1040 n + 2280 n° + 2164 n° 
49 
+ 1304 n4 + 461 n5 + 107 n® + 14 n7 + n8). 
df; << SL j T 
nl = n+l1)MN, 
LU <(n+DMN+n(M+ ID MEN, 
= <s(n+1)?MN+4n(n+1?M?N+n®(n+1)M?N, 
d*}; 


Tri <(n+1)*MN+11"(n+1)? M?N+4 11? (n+1)? MSN 


+ n$ (n +1) MAN. 


As is well known, it is 


dk Le a 
2 | — 0% (= 1 203545 Pras 1,2, 4000) 


L#= #5 


Therefore, if all maxima relate to the range | x — x,| Sa: 


en = [x — x9|° 


_| atk | Cake | AAR jy a*f, | 
7 Penna Eee + 2 max EZ | - max 7 | max FEL | 
6:24 


120 


49 5n ISSO. gulag 
00 4 
= |x Xo| {MN (+1) ot +9,18 9.28 at; 9.210 
653nt 461 n° 107 n$ nt n8 
| - = 
CHAT 9.212 CAM 9.212 


CA 


(3 
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DSi Gly | 65.42 49 n3 5 n4 n° 
ee ieee ee à CPE DT 9:26. 28 mL sar | 
47 5 a (1 + #) ve 
3 ) 2 22 é | Qe l 2 4 ENTE des 
MN (w+ 1)? m re Henig, un De je | 


From (35) follows the formula (9). 

I consider further the equation (11) of the #-th order equivalent to the 
system (12), (13). According to (4), (5), (12) we have M = 1 and 0 < a < 1. 
Now again (27), (28), (29) hold for À = 1. For À = 2, 3, ...,nis 


HX — Xo 


has me vi Ryan Ta s 


| (36) 
LE Ee 
Ris =i ro À À, 1:2 = Rag or Ry 1.3 (x — %) . | 


A— iS ? 


And hence we obtain 


| dR 39 | ES = N d?R 39 — SR 39 d°R 32 Ö, (A == DR 3, see) n) (37) 


| dx | > dx? PE dx4 
| AR jy (x = # 0) 3 d? Ryo ( # — Xo) | 
| dx = 2 SRE dx? | en | (8) 
dEk,,(x — Xp) da — Hy) _ Fr | 
1x3 er = 0. (dee) 
From (23) follows now according to (27), (28), (29), and (36), (37), (38) 
PRıs = 5) MN 
a £ (n+> MN, | 
d’R 1 7 9 n + 1 2 
|< MN |- tants | OU 
dk 3 5 In we ] 
u. UN ++ ce ae gl + (ie 16)” 
1 ene 
+N [1+ 543n4 (14 2) "|, 
8 8 
R LS) 
d!r 5 ZN 
<< MN m - (1+ 45) "+ (6 + 2)" 


— 


+ MN = (n + 1)?. 
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dh3(# — Xo) | = ( = N 
ee cee Ge | 
Cpls => aay) || 22 DH ae 9 ) 
er =, „une 3 Sr N + za” N, 
d®hy3(% — Ko) | L 3(n + 1) MN 


Ru = 4) | < yen [5 +++ (13+ 5) n+ (8+) n| 
aa 4 
OOM | ARE er 
un [$4 (245) (243 
+ (10 + 4) „| 
5 9 21 
] Se 2 
on be (1 a 6) x + (6 x 72) a 
12 R 
+ (8+ 55) m+ (2+ 22) 4] 
| dss | — n+3 la = mi 1 /n+1\2 
\ ae ee A Maxi |= 2 NE E 2 ) ar 
| di, | 3 (n+1 ee 
Fin 2 | 2 ) La = | 2 ) an 
Mec EN n +1 lb mes 
cage | <2("—) MN+z (=) a 
dk, (*% — Xo) n+ 7 | d#ho, (4% — %) | 17-10 nn? 
De On ee ge | dx? : | = 8 x 
hy (x — où | = 3(n + 1) 13 4d 115 1 
rn le 
elle —= Bas) | ‘n+ 1 
Se lors 


8 16 8 32 
| dkjg| _ 3 dk 1 
| GILET tet BEUTE | Re 
ral no: t| Sa. 
APRs dR ys 
x3 ge 0. (A= 3 4, . ‚n) 
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dR33 (x — Xo) | = 7 N d*P 33 (x — %) | <2N 
ax + Ae ax? HZ ’ 
| SR (x = ol < 3 ap dk; (x — %q) 23 | 
Sinead) Sy, Memo =3,4.,n) 
| d* 
Krk: | 256 


i. (496 au =. n3 + (173 ar nn ns} 


2) \ 


7 


+ M2N|-6+ © 


| 


Lu) een (110 + 3) m+ (194 + =) 0 | 
Ts a) n + (398 N =) ne | 
| 


Ne MSN 116 + N (58 + za n + 45 nm 


En es 


AR _ d*hy_1.3(% =) 2 0 DAS x) 
dx* i dx4 : ag LES 
| af, | T dfa| < T = N 
2) <sm+)MN, BEN. test 
war <n(n+3)MN+(n+1) MeN, 
| AX 
| @*fo| _| af, | = IN 
Ka la er ee 
| fi) _ | hal En rer 
| ax? ax | 
ae <MN(—444n+6n24 n°) + M2N (4+10n+4n3) | 
u = 
+ M3N (n+ 1), wz2) 7 
d’f, 1% <MNn(n+3)+M?N (n+1), | 
ax? Ghee || = 
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dr 2 
Bear. DREIER, | 
dx AE 


ra <M N [e(n) (n — 3) — 10 — 12n + 19 n2 + 10 n° + n4] 


+ M?N [e(n) (n+ 1) 4+ 450+ 51 n? + I1 3] 


+ M3 N (12 + 25n+ 11 n?) 


+ M4N (n4+1) [nr = 2); e(2) =0; e(4) = 1; A =3,4,... 
S| —|%h) <MN(-444n+6n2+m) 


+ M2N (4+10n+4n?) + MSN (n+1), 


dffs | _ A| — MN V2 
al el dr a iat Ne 
Ce EP RC EN Sp, IN 
lee (n+1)MN, 
CE d°fra | N KE 
Le el <N (A= 5, 0 
Instead of (35) follows now 
| D lie CR ne ein) ' 
[91 — Mra] € |4— zo’ IM N | 212.3 Doo arr DES 
GNIS Su 261i ze 
iS as aes tes 28.3 ZE 220.32 
? 
Ma 2 en) 
| a ge 
1853 e(n) 
ss = ag 5)" 
6481) 7, T00 ene 
en. 
2 SACS 
9 83 199 
+ MSN | 5 Fee | ne n?| 
1 
+ MIN n+l) |. 
(e(2) S103 rer) pe 
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y 3 alle 1 7 25 
Ve — Vea |x — 20/5 {N Ee PE n+ 29 n? | 
45 ayy 
28.32 > PDT ns] 
= 23 249 
+ MN | tern 
: ; (54) 
El ae 503 n3 
PORES). BUS Seo 
ee 201 By; 261 
at : Eur 2 
M N | SRE 25.3 ? el 
+ Men Gi]! 
PN OES) 
| | ler 17 13 3 5 
Lys — Yaa| = a Xo|? IN Ei I ne 28 n? 
PER GER a3 ns] 
; (55) 
2 1 
+ MN | NE n + es | 
Bene 
PRREET IE 
| s MN (n+ 1) 
a Vaal Se Xo|° Demons 2 (56) 
5 N 
lv, — Val Ne %o| 23.3.5 ° (A = 5) (57) 


From these formulae follow the formulae (14) to (19). 
I compare the results of formulae (9), (14), and (20) for the differential 


>quation of the second order ( = 2). 
The formula (9) gives then 


ly — vel S |x — x]? {M N 165-4171875 
+ M? N 127.38 + M3 N 17-175 + M4 N 0.025}. 


The formula (14) gives for y = y, a better approximation. 
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But the best approximation gives (20) by integration of (14) for y" = y1ll 
Then 


ly— yt| <|a— xlS{MN 8-952395290798611... 
+ M® N 5.048857060185185.... 
+ M3 N 0-525692992992992... 


+ M4 N 0-004 166 666 666 666...}. 


Let be for instance N = 1, M = 2, |x — x | = 1/10. 
Then from (9) we get 
812: ew) Wai} 
De 
from (14) 
8-238476521277. 
| 
ee = = 105 
and from (20) 
42-38 83229432948573573. 
Way —ı 


106 


Zusammenfassung 


In (1) des englischen Textes seien die Funktionen (2) samt ihren partielle | 
Ableitungen (3) der ersten vier Ordnungen eindeutig und stetig erklärt, und qi 
möge noch (5) erfüllt sein. Dann wird die durch y,(%,) = ya (4 = 1, 2, ..., AM 
bestimmte Lösung y, der Differentialgleichungen (6) in |x — x,| S a durch dig 
Runge-Kuttasche Näherung (7), (8) bis auf einen Fehler approximiert, für dan 
in der Arbeit eine Abschätzung bewiesen wird. Das Ergebnis ist in den Forme} 
(35) bzw. (9) enthalten. Für n = 1 bietet sich insbesondere die Abschätzung (10% 
die der Verfasser bereits 1923 in seiner Theorie der Differentialgleichungen all 
gegeben hat. Bessere Abschätzungen ergeben sich in dem Sonderfall der Differe1l] 
tialgleichung #-ter Ordnung (11), die durch (12), (13) als System geschrieben wir 
Die hier gefundene Abschätzung wird für n = 2 durch (14), für # > 3 durch (1/9 
bis (19) gegeben. Da in der Bezeichnung des Textes y, die Ordinate der Lösurfl 
von (11) ist, so zeigt (19) bzw. für kleinere n (17), (18) eine für die Ordinal. 
besonders gute Näherung. Durch (20) wird endlich noch bei Differentialgich 
chungen #-ter Ordnung eine Approximation der Lösung bis auf einen Fehll | 
(4 + n)-ter Ordnung in Ir — x,| gegeben. Das dabei vorkommende R(n) ist durch 
(15) definiert. Î 


(Received: July 31, 1950). 
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Ähnlichkeitsgesetze für Hy perschallstromung’) 


Von KLAUS OswatitscH, Stockholm?) 


1. Einleitung 


Als Hyperschallströmung wird allgemein eine Strömung bei sehr hoher Mach- 
Zahl M bezeichnet (M >1). Diese Definition sei im folgenden präziser so 
gefaßt, daß unter Hyperschallströmung jener Grenzzustand verstanden werden 
soll, welchem die Strömung zustrebt, wenn die Mach-Zahl der Anströmung M, 
über alle Grenzen wächst. Die Skala der möglichen Anströmgeschwindigkeiten, 
deren Anfang die dichtebeständige Strömung mit M,,<1 darstellt, wird also 
durch die Hyperschallströmung M, >1 abgeschlossen, wobei vorweggenommen 
wird, daß es einen entsprechenden Endzustand für M, + gibt. Dabei sei 
lie Voraussetzung M, > 1 keineswegs daran gebunden, daß überall in der 
Strömung M >1 ist. Senkrechte Verdichtungsstöße und damit lokale Unter- 
schallgebiete seien zugelassen, wo nicht ausdrücklich Einschränkungen gemacht 
werden. 

Die praktische Bedeutung der Hyperschallströmung liegt nicht so sehr in 
hren Aussagen für außerordentlich hohe Fluggeschwindigkeiten, weil nur in 
len seltensten Fällen so extreme Zustände erstrebt werden, daß die Hyperschall- 
yoraussetzungen ausreichend erfüllt sind. Der größere Vorteil einer Beschäfti- 
sung mit diesen Problemen liegt darin, daß bei allen höheren Mach-Zahlen 
ler Anströmung eine Kenntnis über die Vorgänge bei weiterer Steigerung der 
Geschwindigkeit erstrebenswert ist, zumal wenn sie sich mit solch geringem 
Aufwand ergibt, wie das hier der Fall ist. Alle Strömungen höherer Mach-Zahl 
ragen bereits auch gewisse Hyperschalleigenschaften in sich und lassen sich mit 
liesen besser verstehen. Ist beispielsweise bekannt, daß ein bestimmter Luft- 
craftbeiwert im Bereich, in dem man mit Linearisierung der Gleichungen 
ichtige Resultate erhält, mit wachsender Mach-Zahl M, abnimmt, hingegen 
m Hyperschallbereich konstant bleibt, so weiß man auch, in welcher Richtung 
lie Abweichungen von einer der beiden Theorien im Zwischenbereich (etwa 
Uf ,, =4 oder 5) zu erwarten sind. Es zeigt sich, daß M, bei stumpfen Körpern 
labei gar nicht so sehr groß zu sein braucht. 

Ahnlichkeitsgesetze für die Hyperschallströmung stellte zuerst H. TsıEn [1]?) 
uf. Die Ableitung wurde später von S. V. FALKovIcH [2] vereinfacht und 


1) Vgl. die entsprechende Arbeit: Royal Inst. Technology, Stockholm, Inst. Aeron., Techn- 
Totes No. 16 (in englischer Sprache). 

2) Flygtekniska Laboratoriet, Kungl. Tekniska Högskolan. 

3) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf S. 264. 
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von W. D. Hayes [3] erweitert. Jedoch fällt auf, daß die Resultate diest 
Arbeiten weder mit den experimentellen Erfahrungen noch mit den theoret 
schen Ergebnissen einfach berechenbarer Spezialfälle übereinstimmen. Die Ey 
fahrung deutet auf Asymptoten mit konstanten Werten für die Luftkräfte i 
hohen Mach-Zahlen der Anströmung hin, wobei stumpfe Körper, wie Kuge! 
oder axial angeströmte Zylinder, schon bei M, = 3 bis 4 sehr deutlich Hype 
schalleigenschaften zeigen (Figur 1). Da die Überdrucke um Größenordnunge 

über dem Anströmdruck #,, liegen, di 


77 Unterdrucke aber höchstens den Wert 

4 . . . .. . | 

16 Be zum: 4 erreichen können, sind die Verhältnis 
Fe guar an der Körperfront maßgebend. T 


sächlich unterscheiden sich dort di} 
Schlierenbilder an Kugeln bei M, = 
ee und M,,=4 schon sehr wenig. Da 
m u die Unterschiede weiter hinten noch b 
L il | | trächtlich sind, ist nicht mehr ausschlaff 
gebend. Die exakt berechenbaren Fal 
der Strömung am Keil oder am Kegif 
ergeben für M, >00 Grenzwerte fi] 
0 7 2 3 4 Ms, 5 die Druckkoeffizienten und die Bd 


|_| —Peenemünder Messungen _— 
* Goltinger Messungen 


pane te nach d ten Aut 
5 : 5 wer n genannten Autoren 
Widerstandsbeiwerte eines 5 Durchmesser ete mac ne 7 


langen Zylinders und einer Kugel, abhangig M > © verschwinden. S. F. SHEN [ | 
von Moo. hat darauf hingewiesen und auch bereilff 

die Begründung gegeben. TSIEN läßt di | 

Auftreten von Verdichtungsstößen unberücksichtigt. Diese sind aber unvei 
meidlich, wenn nicht die Körperdicke mit wachsendem M, unter alle Grenzdf4 
sinken soll. Zwar wird die Kopfwelle durch den Körper bedingt, doch gibt gl 
andererseits hinter ihrer Front die Randbedingungen für die Differentialglg | 
chungen. Was im Unendlichen geschieht, ist ohne Bedeutung. Die Anströnf 
bedingungen wirken nur durch die Kopfwelle hindurch. Von dieser wied|fi 
interessiert nur der mittlere, kräftigste Teil (Figur 2), da im allgemeinen audfif 
hinter der Kopfwelle hohe Überschallgeschwindigkeiten herrschen und dif 
Körper nur unter dem Einfluß eines sehr begrenzten Kopfwellenteiles steh) 
welcher Abhängigkeitsgebiet der Kopfwelle genannt sei. Wegen der Vernac! | 
lässigung des Stoßes ergeben sich beispielsweise im ebenen Fall nach Tsrx | 
Resultate, die direkt aus den Ackeret-Formeln fiir schwach gestorte Überschail 
strömung ableitbar sind. R. D. LINNELL [7] berücksichtigt - ausgehend vil 
Tstens Arbeit — den Verdichtungsstoß. |! 


Obwohl die Wirbelbildung im allgemeinsten Fall zu berücksichtigen is | 


ist sie für das Hyperschallverhalten nicht ausschlaggebend, wie die wirbelfrefl 
Keil- und Kegelströmung beweist. | 
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Bei Steigerung von M, über alle Grenzen nähert sich der Machsche Winkel 
der Anströmung «,, verschwindend kleinen Werten, während der Strömungs- 
winkel am Körper konstant bleibt. Nach der einleitend gegebenen Hyperschall- 
definition ist diese Strömung mathematisch dadurch gekennzeichnet, daß ax 
‘oder auch sina, = 1/M, klein gegen die Strömungswinkel am Körper, vor 
‚allem gegen die Maximalablenkungen wird. Dies stellt die Umkehrung der 
‚Forderung bei linearisierter Überschallgleichung dar, wo große Mach-Winkel 
im Vergleich zu den Strömungswinkeln verlangt werden. 


2. Stoßgleichungen 


Ein räumlicher Körper erzeugt eine Kopfwellenfläche, für welche sich die 
‚Stoßbedingungen leicht dadurch gewinnen lassen, daß man die Geschwindig- 
‚keit in eine Komponente in Richtung der Flächennormale W, und in zwei 
‘Komponenten senkrecht zur Flächennormale W,, W,,, also tangential zur 
‚Fläche, zerlegt. Die Flachennormale schließt den Winkel 90° — y mit der An- 
strömrichtung (x-Richtung) ein (Figur 3). Dann ergeben sich wie bei den For- 
imeln für den gewöhnlichen schiefen Stoß die Tangentialkomponenten auf 
‚beiden Stoßfrontenseiten als gleich: 


A 


| 
| W,=W,, W =W. (1) 


Die Normalkomponente und die thermischen Größen erfahren hingegen die 
gleichen Änderungen wie ein senkrechter Stoß, nur daß die Komponente der 
Mach-Zahl in Richtung der Flächennormale (M, siny) in den Formeln ein- 


\ 


n 
| Rare 
(| 
| 
| — Me 7 ZB x 
1 eee 
| 


] Fig. 2 
: Abhängigkeitsgebiet der Kopfwelle Big: 3 | 
eines Körpersin Hyperschallströmung. Normale auf die Stoßfrontfläche. 
| 

| 


zusetzen ist. Für ein ideales Gas konstanter spezifischer Wärme ergibt sich 
daraus bekanntlich: 


i \ p 2k , 
W, Q 2 2 : PE M2 sin? y=). (2 
ae eae Wanty)? p Per Pee ne 
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Die Formeln sind also mit jenen des schiefen Stoßes identisch bei einer räun 
lichen Deutung von y. | 

Nun schließt die Körpernormale im allgemeinen einen größeren Winkel mj 
der Anströmrichtung ein als die Normale auf die Stoßfront im Abhängigkeit! 
gebiet, so daß bei genügend hohen Mach-Zahlen M, schließlich stets ein ay 
stand erreicht wird, bei welchem im Abhängigkeitsgebiet der StoBfront folgend] 
Ungleichung gilt: 


sin Y 


My ee (: 


Mit dieser Hyperschallbedingung nehmen die Stoßgleichungen im Abhangigh 
keitsgebiet der Front eine Form an, welche den Gleichungen für sehr kräftigf 
instationäre Stöße entspricht (Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Front gr 
gegen die Schallgeschwindigkeit). Aus Gleichung (2) folgt mit W, = u, sin 
W, __R=1. é Bed : Ba 


4 À 
2 
— —— SI SS C= = = sın R 
u il À 0x Br = Oo Wao] 2 AA ? 


Darnach hängen die auf uw. bezogenen Geschwindigkeitskomponenten: 


Wn Wa, Wi, 


Wes | Mes Ugg 


lediglich von der Form des StoBes ab. Dasselbe muß also auch für den 


schwindigkeitsbetrag Wu mit den Komponenten in den Koordinatenricill 
tungen #/u., dus, wu, nach dem Stoß gelten. Aus der Gleichung (4) ergilll 
sich ferner für die Schallgeschwindigkeit c und die Entropie s der Massel 
einheit nach dem Stoß: 


eee 1 1 DO 2h (fk — I) SUR 
me CMS Ma DE “ee | 
= In, kin — = 2 ln (siny) + nM, +7 u 


Hiermit hängt auch die auf u, bezogene Schallgeschwindigkeit nur von y 


Dasselbe muß auch für die Mach-Zahl M und den Mach-Winkel & hinter d 
Stoß gelten. Letzterer braucht allerdings nicht zu existieren, da dort au 


M< 1 sein kann. Der Entropieanstieg hingegen ändert sich mit M,, um dif 
konstanten Wert 2 In M,,. Dies wird sich allerdings als unwesentlich herau f 
stellen, weil in den Differentialgleichungen nur Entropieänderungen stehen. | 

Kennzeichnend für einen Hyperschallstoß ist, daß alle Winkel, wie Strorf 
linienwinkel, Mach-Winkel, alle auf u, bezogenen Geschwindigkeiten und d 
Druckkoeffizient c, nur vom StoBfrontwinkel y abhängen. Hingegen tritt dl] 
Mach-Zahl der sine M, in diesen Gleichungen nicht auf. 
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| 3. Differentialgleichungen 


_ Als abhängige Veränderliche seien die drei Geschwindigkeitskomponenten 
lin den Koordinatenrichtungen u, v, w und die Entropie der Masseneinheit s 
gewählt. Diese Größen haben dann folgendes Differentialgleichungssystem zu 
erfüllen: 

1. die gasdynamische Gleichung: 


2 9 0 > E Av P 70) 70) 1) 
Saat a Aile rasen, de Le ne Pa 


ER Ou , Ow x Ov Ou 
oti “(7 | | iz + i) = 0, | 


2. den Croccoschen Wirbelsatz in der Form (w Vektor der Geschwindigkeit): 


rot w x w= TI grads. (7) 


Aus dem Croccoschen Satz folgt, daß die Entropie längs Stromlinien konstant 
sein muß. 

Gleichung (6) und die Vektorgleichung (7) geben die vier erforderlichen 
Differentialgleichungen für die abhängigen Veränderlichen. Nun soll aus den 
‚Gleichungen noch die absolute Temperatur T und die Schallgeschwindigkeit 
eliminiert werden. Wie beim Stoß soll wieder ein ideales Gas konstanter spe- 
zifischer Wärme angenommen werden. Für dieses folgt aus dem Energiesatz: 

Ons 2 c® Be Ba er N Me 


De k — 1 025 u k — 1 M2, Us, 


Es könnte angezweifelt werden, ob das Glied mit 1/M2, gestrichen werden darf, 
‚weil doch besonders bei schlanken Körpern W sehr nahe an u, liegen wird und 
‚daher auch 1 — (W?/u2,) klein ist. Doch wurde im letzten Abschnitt festgestellt, 
daß W/u,, hinter dem Stoß nur vom Stoßwinkel abhängt. Damit wird aber 
Wu, im wesentlichen von der Körperform, nicht aber von M, abhängen (was 
sich auch im nächsten Abschnitt bestätigen wird), so daß die Vernachlässigung 
in Gleichung (8) jede gewünschte Genauigkeit erreicht, wenn M, nur groß 
genuggewählt wird. Damit lautet das Gleichungssystem für H yperschallstrimung : 
| 


D \ Ou 2 Ov 
2 2 = 2 2 2 2 

(ra W er le ae W ke 
| 2 Ow Ow Ov ‘Ou Ow 

2 2 en Kr re 
+ (es pe = %) vu (a + 5e) wu (Se + oe) (9) 
4 Ov Ou 1 2 3 
Guy (s+ 5) = 0: TFOLW SW Dh We UT) SES 
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4. Ähnlichkeitsgesetz fiir gleichbleibende Körperform 


Die bisher aufgestellten Ähnlichkeitsgesetzte sind in einer Form wiedei] 
gegeben, welche gleichzeitig Aussagen über die Änderungen der Strömun 
mit der Körperdicke und mit M, zulassen. Für die allgemeinste Form de 
Ähnlichkeitsgesetze sind aber für die Variation der Dicke andere Voraus 
setzungen erforderlich als für die Variation von M „, weshalb in dieser Arbe: 
beide Fälle getrennt behandelt werden sollen. Bei gleichbleibender Körperforr 
braucht keine Einschränkung bezüglich der Schlankheit gemacht zu werderf 

Die Randbedingung am Körper ergibt sich daraus, daß der Geschwindigh 
keitsvektor auf den Vektor der Flächennormalen senkrecht stehen muß. D | 


Körperfläche sei gegeben durch: 
|| 


1 


v0: Ve 2s VOL Vena) (1 


Dann lautet die Randbedingung am Körper: 


An Stelle der Entropie sei folgende neue Funktion S eingeführt: 


Sie SOS 2k k +1 
See an u 
= InM„- In En | kin ae 


(Ly 


Nach den Ausführungen in Abschnitt 3 hängen die Geschwindigkeitskorif 
ponenten nach dem StoB nur von dessen Form ab. Mit den Gleichungen ( i 
und (4) können sie durch dic Winkel, welche die StoBfrontnormale # mit dd 
Koordinaten einschließt, auf elementare Weise ausgedrückt werden. Für diff 
Zustände unmittelbar hinter der Stoßfront ergibt sich dann [cos (n, x) = sin y | 


u 2 


D 2ln (sinn). 


— 2 Ç 
= = 1 Fai 608 (CRE | | 
A 2 1 
a a TT 60s (n,.x) cos (n, y), | a | 
w 2 | 
us + Bar COS (m, x) cos (n, 2), | 
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Die Differentialgleichungen (9) aber können wie folgt geschrieben werden: 


W \2 2 \2] 0 fu” 
if 2) Rt I: | | a =) 


I W \2 2 v \2] 0 v 
M [1 =) kR—1 fe | | oy ae 
W \2 2 w \2 ) w 
yt Ê Fr | ET =) | = ers! 

z w 0 [u ) Of a u a0 (ei, oy 
Du, Ux E re T Ge) in Us | Oz (=) | On =) 

U à l'AS ; 0 / 

$ # | hoo E | = T Oy ei zu. 
rot < = = = | (7 y grad S. | 


Die Strömung ist durch die vier Differentialgleichungen (14), die Randbedin- 
gungen (11) und die Stoßbedingungen (13) völlig bestimmt, wobei Mehrdeutig- 
keiten nicht ausgeschlossen zu sein brauchen. Nirgends kommt mehr M,, vor, 
so daß sich also die Werte u/u%, v/ux, w/u, und S in Hyperschallströmung un- 
abhängig von M „ergeben. Daraus folgt weiter, daß die Stoßform, das Bild der 
Stromlinien und der Mach-Linien in Hyperschallströmung einen nur von der 
Körperform abhängigen Verlauf haben. o/o,, der Druckkoeffizient und mit 
ihm alle Luftkräfte streben nach Gleichung (4) mit wachsendem M,, festen 
Werten zu. Dies gilt jedoch nicht für p/p. und (s — s„)/c,. Diese Größen 
müssen aus c, und S umgerechnet werden. 

Es gibt also für beliebig dicke Körper eine völlig festgelegte Hyperschall- 
strömung, wie es eine dichtebeständige Strömung gibt. 


5. Gleichungen für kleine Störungen der Strömungsrichtung 


| Bei Körpern, welche nur geringe Änderungen der Strömungsrichtung her- 
vorrufen, schließt nicht nur die Flächennormale, sondern auch die Stoßfront- 
ormale einen Winkel von nahezu 90° mit der x-Richtung ein. y ist dann ein 
kleiner Winkel. 
Mit den Gleichungen (1) und (4) ist der Geschwindigkeitsbetrag: 

t 


Ww? W,? We 
= + 


2 2 2 
We, Ug Wie 


W, 
+ | 

k— 1 4k u 
= 1-sin?y + (7) sin?y 1 nn | 


Bei kleinen Störungen ergibt sich daraus die Geschwindigkeitsstorung pro- 
portional zu y?. Da der Strömungswinkel von gleicher Größenordnung wie y 
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ist, ist die Störung der Geschwindigkeit im allgemeinen von gleicher Größer] 
ordnung wie das Quadrat der Querkomponenten v/#s oder w/u%- Dam 
ergeben sich ganz ähnliche Verhältnisse in den Größenordnungen, wie sie bj 
der gewöhnlichen achsensymmetrischen Strömung um einen Drehkörper! | 1 
Unter- oder Überschallströmung bekannt sind. 

Da also die Geschwindigkeit näherungsweise konstant bleibt, nach Gle 
chung (5) die Schallgeschwindigkeit € hingegen klein gegen w, ist, ist also auc 
M groß und im wesentlichen durch die Schallgeschwindigkeit bestimmt. D 


= 


2 
Fig. 4 Fig. 5 


Mach-Linien und Stoßfront am Keil in Projektion der Stromlinie auf z = 0 undifl 
Hyperschallstromung. DUR 


Machsche Winkel « hinter der Stoßfront ist also bei geänderter Strömung | 
richtung ebenfalls klein. Selbstverständlich laufen, vom Körper ausgehe 
Störungslinien in die Stoßfront hinein, denn das heißt mit anderen Worten 
nur, daß der Stoß vom Körper hervorgerufen wird (Figur 4). Im wesentlichsf ; 
stellt die Strömung hinter der Stoßfront längs dem Körper eine Expansion dal 
so daß mit der Mach-Zahl M überall am schlanken Körper die Mach-Zahlif} 
groß und die Machschen Winkel klein sind: 


1 | 
M = no > le (1 | 


Bei kleinem Winkel kann die Winkelfunktion sin m und tg w bekanntlich d 
im Bogenmaß gemessenen Winkel w gleichgesetzt werden. Damit ist: 


m sin © = Sin (m &w); mtgo=tg (mo), ( 


wenn @ und m w kleine Winkel darstellen. | 

Beispielsweise hat dies bei ebener oder achsensymmetrischer Strömung A] 
Folge, daß eine Vergrößerung des Stromlinienwinkels mit einer proportional }} 
Vergrößerung aller anderen flachen Winkel, wie dem StoBfrontwinkel y od 
dem Mach-Winkel « verbunden ist. Am besten zeigen dies die StoBfrontgl# 
chungen selbst, wobei in Gleichung (4) W,lus este Ÿ und in Gleichung ( | 
cu, = sin à zu setzen ist. 
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Wie bei allen wenig gestörten Parallelströmungen sind die Winkel, welche 
die Projektion der Stromlinie auf die Ebene z = 0 und y = 0 mit der x-Achse 
einschließt (Figur 5), den Komponenten v/u, und w/u, gleichzusetzen. Bei 

_ einer Hyperschallströmung kann sich allerdings der Ausdruck «schwache Stö- 
rung» nur auf die Geschwindigkeitskomponenten und eine beschränkte Anzahl 


auf den Druck, der sich ja um Größenordnungen ändert. 


stand. Für den Geschwindigkeitsbetrag gilt dann folgendes: 


Wu = (uw — 4,, +4,’ FT? + Ww? = 2, | 


=2u,Ww-u) + v? + w? +... | 


und aus Gleichung (9) folgt das Differentialgleichungssystem : 


2 > O(Uu — u) ey flay 702 
uz PA 2; Br, i 
po a Fe +t 120, (u — u) + Em en 
(on Ow Ow Ov: 
BER Ee : apply) ee ie | 
+ [2 (u uU.) + U? + ee | om, + 


er lu — Ugo) Ow en ff CB ou — Uo) \ _ o. 
“has Hal Oz | Ox | Mic ion Ov | 0; 
ou — Us) Gun ge ou — Ur) Ow 
yi | oy 0x ) Pe | Oz FA 
2 EL ED 
= — ay [24 (u u.) +P ea 
Ov Ow\ | , ov u — Ugo) 
4 (>; = ue WE Oy ) 
1 en LINE 
= Bp Le hoo = Mag ru]s, Gere 
Ow O(U — Us) \ Ow mM 
Woo re RE ) Shy Oy a) 
1 2 ay 9 =~) 
= Zr [2 theo (4 — Wo) + © Lo = 


anderer Größen (wie etwa den Druckkoeffizienten) beziehen, keinesfalls aber 


Zunächst sei ein Körper angenommen, dessen Oberflächenelemente nur 

‚ wenig gegen die Anströmrichtung angestellt seien, der im übrigen aber beliebige 
Form haben darf. Es kann sich also um ein Geschoß oder um ein Flugzeug mit 

: Rumpf handeln. Die Forderung nach wenig angestellten Oberflächenelementen 
entspricht dabei durchaus dem praktischen Bedürfnis nach geringem Wider- 


(18) 


+ Die Gleichungen (19) erfahren eine weitere Vereinfachung, wenn der umstromte 


| Körper als flach angenommen wird. Er soll im wesentlichen in der (x, z)-Ebene 


| liegen, so daß also die Richtung der Körpernormalen nur wenig von der 


ZAMP 11/17 


| y-Richtung abweicht. Etwas Entsprechendes gilt dann aber auch für die Stob- 
| frontnormale. Damit ist bei flachen Körpern in Hyperschallströmung der Winkel 


| 
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(n, x) und (n, z) nahezu ein rechter, während der Winkel (n, y) klein ist. Hinter 
der Stoßfront vereinfachen sich die Gleichungen (13) für die Geschwindigkeits- 
komponenten dann zu: 


ae | 

U 2 A 
ern siny; (20) 
w 2 : 

i a cos (n, 2). | 


ponente hinter dem Stoß bei flachen Körpern von gleicher Größenordnung is} 
wie das Quadrat der v-Komponente. Die w-Komponente stellt das seitliche 
Abgleiten der Strömung dar. Da die Mach-Zahl am Körper hoch ist, machen 
sich die Störungen erst ganz langsam stromabwärts geltend. Die Größenordil 

nung der w-Komponente bleibt dal 


3 mit auch in der übrigen Strômund] 
SOSSE dieselbe. Für einen in Überschall 


If 
strömung «schiebenden Keil» (Figuifi 
6) geben die Werte hinter dem Stoll 
schon die Strömung am Keile selbsif} 
wieder, womit gleichzeitig ein Beispieif 
als Grundlage für die Abschätzungf 
gegeben ist. 

Für flache Körper sind die À 
derungen der Geschwindigkeitsko 
ponenten in z-Richtung sicher nich} 
größer als in y-Richtung. Letzterif 
dürften im allgemeinen sogar dil 

Fig. 6 : größten sein, weil sich die Änderunik 
Stromlinienprojektionen am schiebenden Keil der Zustände hinter der StoBfro | 
in Hyperschallströmung. auf jene am Körper auf ganz kleineri 
Abstand abspielen. Somit lassen sic] 

eine große Reihe von Gliedern, also solche höherer Ordnung, streichen mit der | 
Resultat: 


2 IE = Us) pe a Ov 
Dr a E Un, (u — U) 4 ES v?| | 
= | 
+ se 0 | Sur Ae) | OF 
Ox Oy 21 
u — Ug) Ov 1 0 Ss i 
| ov =) nr [Zu (u — u) + v2] —— ies ! 
Ov O(uU — Ug) 1 DS 
Moo ( ov =) DE: [2% (4 — too) + v?] oy ( ae 
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Die letzte Gleichung von (19) kann zunächst fortbleiben, denn die Gleichungen 
_ (21) stellen bereits ein in sich geschlossenes System dreier Gleichungen für die 

drei Variablen (w — u4), v und s dar. Das System ist mit jenem für ebene 
| Strömung identisch. Das ist nicht verwunderlich, da die Ausdehnung der Ein- 
fluBgebiete, der Fortsetzungsgebiete und der Abhängigkeitsgebiete quer zur 
x-Richtung bei sehr hohen Mach-Zahlen außerordentlich klein wird. Bleiben 
auch noch die w-Komponenten klein, so fällt schließlich jeder Unterschied in 
| den Gleichungen zu denen für ebene Strömung weg. 
Die Randbedingungen (11) nehmen aber für den flachen Körper schon ohne 
| Voraussetzung hoher Mach-Zahlen bekanntlich die Form für ebene Strömung 
‚an. Da h, und h, von gleicher Größenordnung ist, bleibt: 


Ne AERO FR es | 
co 


ee A ee eee | 


iss 


I 
| Damit ergibt sich die Strömung um einen flachen Körper in jedem Schnitt 
‚2= const aus der ebenen Strömung um ein Profil von der Form der Schnitt- 
fläche des flachen Körpers. Es genügt also hier die ebene Strömung zu be- 
‚trachten. In z-Richtung sind ganz beliebige Verzerrungen zulässig, solange die 
Bedingungen der Flachheit des Körpers erhalten bleiben. 


6. Ähnlichkeitsgesetz für schlanke Körper 


Mit dem Wort «schlank» sei die Annahme ausgedrückt, daß die Ober- 
‚flächenelemente nur wenig gegen die Anströmrichtung angestellt seien. Dann 
‘kann von den Differentialgleichungen (19) ausgegangen werden. Mit d sei eine 
Vergleichslänge bezeichnet, etwa die Maximaldicke eines Profils oder der Maxi- 
‚maldurchmesser eines Rotationskörpers (das Kaliber). Nun mögen folgende 
"Bezeichnungen gelten: 


ET N rn Se | 
U (22 a U 

Me : ) PRE er | 

Bar 


"Ferner sei für die Entropiefunktion nun folgende Abkürzung eingeführt: 


2k 


Sind =o — 2nd. 2) 
k-+ 1 


eI En: 


k+1 


nr MSI ESS 


v 


Damit lauten die Bedingungen hinter der StoBfront mit Riicksicht auf Glei- 
‘chung (17) für kleine Winkel: 
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; 2 Rat | 
(ki — he sin Y » 
’ 2 = 2 ( 2 ) | I 
v’ = + —— siny’cos(n' y), | 
k+1 (254 
2 [4 / / ! | 
Hee, os ay Sey cos (77, 2), | | 
S =Z In (sina). | 


Dabei konnten in (#, y) und (#, z) einfach die gestrichenen Werte geschriebet | 
werden. Die Richtungen von y und z ändern sich ja durch eine Division durcH 
d nicht. Allerdings bleibt x umgeändert, so daß n genaugenommen nicht di 
selbe Richtung hat wie »’. Wegen der Flachheit der Stoßfrontfläche könne 
(n, y) und (x, z) einfach als Winkel in der (y, z)-Ebene angesehen werden, und 
sie bleiben durch eine ähnliche Vergrößerung, wie sie eine Division durch 
darstellt, ungeändert. Auch wenn die Winkel (n, y) oder (n,z) klein sind 
können sie in Gleichung (25) durch ihre Projektionen auf die (y, z)-Ebene er 
setzt werden, obwohl die Projektion da nur ein Bruchteil des Winkels selbst ist 
Bei kleinem Winkel ist nämlich wie beim flachen Körper einfach cos (#, 34 
= (Cosi vb I Co (7, 2) Beil: 

Zu den Randbedingungen (25) treten noch jene am Körper [Gleichungeif 
(11)]. Sie lauten mit: 


wie folgt: 


Jones 


hie —vtw hi, =0; | A 


AE an! JAN i? 1 EINE, ar 
Y'=h,fx",2); h,,-v+wh,=0. 


Schließlich erhalten die Differentialgleichungen (19) folgende Form: 


2 Ou’ Ron Ov’ 
Ae ee Oh ppl Sl 12 1 2 
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Aus den Gleichungen (25), (27) und (28) ist nicht nur ML, sondern auch d 
eliminiert. Damit ergeben sich für alle Körper, welche in Gleichung (26) die- 
selben Funktionen hg und hj, liefern, dieselben Resultate in den gestrichenen 
Größen. Gleiche «reduzierte Kérperformen» hj und h/, ergeben sich, wenn die 
Körper durch affine Verzerrung in y- und z-Richtung (bei gleichbleibendem x) 
ineinander übergehen. Die ebene Strömung stellt nur einen Spezialfall dieser 
Affinverzerrung dar, da sich die Dehnung der z-Achse bei unendlicher Er- 


Ir 


ae 


Th 
: 0° 

m 

o 4 o 
0 0° 7 
Fig. 7 Fig. 8 

| Stoßwinkel am Keil und Kegel, Druckkoeffizient am Keil und Kegel, abhangig vom 
| abhängig vom halben Öffnungs- halben Offnungswinkel 9,. (Nach HANTzsCHE und 
winkel Ÿ,. (Nach HANTZSCHE WENDT [6].) 


und WENDT [6].) 


| streckung des Körpers in dieser Richtung nicht auswirkt. Mit den Gleichungen 
(23) und (18) folgt dann das Ähnlichkeitsgesetz: 
In Hyperschallströmung ergibt sich die Geschwindigkeitsstörung an schlan- 
‘ken Körpern und Profilen, bei affiner Verdickung quer zur Anströmrichtung 
‚proportional zum Quadrat der Dicke. Alle Neigungen zur Anströmrichtung, 
‚wie jene der Stromlinien, der Stoßfront und auch der Mach-Linien, wachsen 
einfach mit der Dicke. 

Bei flachen Körpern gilt dieses Ähnlichkeitsgesetz in jedem durch Anström- 
‚richtung und Körpernormale gelegten Schnitt (Längsschnitt) für sich. 
Nach Gleichung (4) für den Druckkoeffizienten hinter dem Stoß muß sich 
Cy proportional zum Quadrat der Dicke ändern. Es kann etwa mit der Ber- 
‚noullischen Gleichung, welche ja längs einer Stromlinie stets gilt, leicht gezeigt 
werden, daß dasselbe auch für die Druckkoeffizienten am Körper gilt. Damit 
‚ergibt sich der auf die Projektionsfläche y = 0 bezogene Widerstandsbeiwert 
proportional zu d? und nach dem ersten Ähnlichkeitsgesetz (Abschnitt 4) natür- 
‚lich unabhängig von M,,. 


| 
| 
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Einen Anhaltspunkt dafür, bis zu welchen Seitenverhältnissen man diél 
Gesetze für flache Körper anwenden darf, gibt der Vergleich zwischen exaktet 
Keil- und Kegelströmung. Figur 8 gibt die Druckkoeffizienten und Figur 7 die 
Stoßfrontwinkel, abhängig vom halben Offnungswinkel Ÿ, am Keil und Kegel! 
Die Unterschiede in den Druckkoeffizienten sind außerordentlich gering, wenrf 
man bedenkt, daß die aus der Linearisierung gewonnene Theorie von ACKERET 
für den Keil und die von BUSEMANN für die Kegel (Theorien, die beide be 
kleinem Öffnungswinkel und niedrigem Überschall gute Resultate liefern) so} 
wohl für die Abhängigkeit vom Öffnungswinkel wie für die Abhängigkeit vo | 
M, qualitativ völlig verschiedene Gesetzmäßigkeiten geben. Demgegenübe 
besteht in Hyperschallströmung für den Druckkoeffizienten von Keil und 
Kegel nur ein kleiner Unterschied in einem Faktor. | 

Daß auch noch beim Rotationskörper in Hyperschallströmung mit dem Bildf 
einer ebenen Strömung gearbeitet werden könnte, war nicht zu erwarten, dé 
die Körperspitze einen unvermeidlichen Unterschied in die Strömungsverhältif 
nisse bringt. Offenbar kann aber die Strömung noch bei sehr kleinem Seiten} 
verhältnis in jedem Längsschnitt als eben angesehen werden. 


7. Die Abhängiskeit der Luftkräfte vom Anstellwinkel 


Auch eine Anstellung des Körpers kann in die Betrachtung einbezogeill} 
werden, indem die Funktionen h,(x, 2) und h,(x, 2) so gewählt werden, daß sic | 
die gewünschte Randbedingung ergibt. Mit einer Änderung des Anstellwinkellf 
ergibt sich dann aber auch eine Änderung der Körperdicke, so daß sich ini 
allgemeinen bei verschiedenen Anstellwinkeln lediglich verschieden dicke Könf) 
per vergleichen lassen, während meist die Abhängigkeit vom Anstellwinkel jf 
eines bestimmten Körpers gesucht wird. Bei einer unendlich dünnen ebenelll 
Platte beliebigen Grundrisses allerdings lassen sich mit Hilfe der Ähnlichkeitdf 
gesetze Aussagen gewinnen, die einen Einblick in die entsprechenden Problem 
beliebig geformter Körper gewähren. | 

In Überschallströmung gibt es vielfach keine «Saugseite» in dem Sinne, dal 
durch Anstellung Unterdrucke gegenüber dem Anströmdruck #,, entstehe | i 
Der Auftrieb beruht sehr oft darauf, daß auf einer Seite die Uberdrucke höhdft 
sind als auf der anderen Seite. Auch dann sei von einer «Saugseite» und eine 
«Druckseite» gesprochen, indem man sich nicht auf den Anströmdruck, sondeni | 
auf den mittleren Druck am Körper bezieht. | 

Den bisherigen Überlegungen lag im wesentlichen stets das Bild einer sich | 
allseits ausbreitenden Kopfwelle zugrunde. Bei Anstellung jedoch kann auf d 
Saugseite jede Kopfwelle fehlen, womit die Voraussetzungen, welche zu def 
aufgestellten Ähnlichkeitsgesetzen führten, gleichzeitig fortfallen. Das tritt bd 
der unendlich dünnen Platte bereits bei ganz kleinen, bei dickeren Körpern ers 
bei größeren Anstellwinkeln ein. Wenn dann die aufgestellten Ähnlichkeitif 
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_ gesetze für die Saugseite auch ihre Gültigkeit verlieren, so gelten sie dennoch 
für die Luftkräfte und ihre Verteilung. Diese werden nämlich lediglich durch 
| die Oberflächenelemente mit Überdruck bestimmt, welcher ja den möglichen 
. Unterdruck um Größenordnungen übertrifft. In diesem Falle gilt für die Saug- 
. seite dasselbe wie etwa für den Bodendruck eines Geschosses. 
An einer kopfwellenfreien Saugseite gelten ganz besondere Gesetzmäßig- 
; keiten, die den Resultaten von TSIEN nicht entsprechen. Auch die Entwick- 
| lungen von A. BUSEMANN [5] sind hier nicht mehr anwendbar, weil sie für 
| Hyperschall (wo die Ablenkungswinkel groß gegen den Mach-Winkel der An- 
strömung sind) nicht mehr konvergieren. Die eigentümlichen Verhältnisse da- 
bei werden schon dadurch beleuchtet, daß bei starken Anstellungen Rand- 
| stromlinien mit dem absoluten Druck p = 0 auftreten können, wie schon die 
| einfache Prandtl-Meyer-Strömung zeigt. Wenn die kopfwellenfreie Hyperschall- 
strömung beim Umströmungsproblem auch als bedeutungslos umgangen wer- 
den kann, so kann sie für andere Probleme, etwa für die Konstruktion von 
Parallelstrahldüsen, doch erhebliche Bedeutung haben. 

Bei einer unendlich dünnen ebenen Platte gibt es für jede Hyperschall- 
strömung mit sehr kleinem, aber endlichem Mach-Winkel «,, so kleine Anstell- 
winkel, daß die Strömung mit der Theorie kleiner Störungen behandelt werden 
kann. In diesem unmittelbar um ¢ = 0 gelegenen Gebiet ist die Geschwindig- 
‚ keitsverteilung nach ACKERET berechenbar, es gelten die Resultate von TSIEN. 
Bei stärkerer Anstellung, die, absolut genommen, noch immer klein sein kann, 
ist aber «u < e. An der Druckseite herrscht Hyperschallströmung, die sich von 
{der Strömung an einem keilförmigen Kör- 
| per gleichen Grundrisses nicht unterschei- C3 
‚det. Damit ergeben sich aber die Ober- 
| flachenkra{te in diesem Gebiet proportional 
\zu e?. In diesem Gebiet steigt also der Auf- 
trieb mit e? und der Widerstand mit e? 
‚(Figur 9). Damit zeigen die Querkräfte in 
Hyperschallströmung ein ganz besonderes, 
| bemerkenswertes Verhalten, welches ähn- 
| lich bei allen Körperformen erwartet Fielg 
‚werden muß AT Da Körper bei so hohen Abhängigkeit des Auftriebwertes vom 
| ‚Geschwindigkeiten meist sehr schlank ge- Anstellwinkel beim unendlich dünnen Flügel 
1 : . =. im Hyperschallbereich. 

halten werden, ergibt sich der Strömungs- 

winkel bei stärkerer Anstellung im wesent- 

lichen aus dem Anstellwinkel e. Damit ist das Verhalten eines flachen Körpers 
bei stärkerer Anstellung jenem der ebenen Platte sehr nahe verwandt. 

| Mit Steigerung der Mach-Zahl M, rückt der Bereich der Winkel &, für 
lwelche der Auftrieb proportional zu &? wächst, zu immer kleinerem Winkel. 
|Mit M, + © verschwindet das Gebiet linearer Abhängigkeit der Querkräfte 


Anstellwinkel & 
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vom Anstellwinkel ganz. Also müssen sich in Hyperschallströmung auch be 
sondere Verhältnisse bezüglich der Flugstabilität ergeben. 

Schon bei der Ableitung der Hyperschallstoßgleichungen wurde ein ideales 
Gas konstanter spezifischer Wärme zur Voraussetzung gemacht. Diese Voraus- 
setzung dürfte für Ahnlichkeitsgesetze solch allgemeiner Art, wie sie hier ab-f 
geleitet wurden, notwendig sein. | 

Eine wesentliche Änderung der spezifischen Wärme mit der Tempera 
dürfte auch für die Strömung von wesentlicher Bedeutung sein. Die Unab4 
hängigkeit der spezifischen Wärmen von der Temperatur wird im allgemeiner 
die praktisch bedeutsamere Einschränkung geben als die Voraussetzung, dak 
das Gas «ideal» sein soll. Erfüllt es diese Bedingung vor der Kopfwelle, so tu 
es dies auch annähernd am Körper. Im Stoß kann die Dichte ja nicht über der} 
[(z + 1)/(k — 1)]-fachen Ausgangswert gesteigert werden. 


Summary 


A flow is termed hypersonic when the free stream Mach number M4 become} | 
very large. On the body itself, however, the local Mach numbers can still bif 
arbitrarily small. It appears that, the larger the product of free stream Mac | 
number and thickness ratio compared with unity, the better the hypersonic floy 
condition is fulfilled, i.e. bluff bodies reach hypersonic conditions, with in 


head wave, streamlines and Mach Ines as well as the pressure coefficient, fall 
bodies of arbitrary form and thickness are independent of M&. Further, thif 


the thickness; the flow in longitudinal sections of flat bodies can be regarded a | 
two-dimensional and the lift increases mainly with the square of the incidencdf 
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Stabilitätsprobleme bei geraden Stäben und Wellen 


Von HANS ZIEGLER, ETH., Zürich 


1. Einleitung 


Der auf Druck D und Torsion W beanspruchte gerade Stab (Figur 1) 
besitzt, solange D und W genügend klein sind, erfahrungsgemäß eine gerade 
| elastische Linie. Uber einer gewissen Belastung knickt er aus, und diese kri- 
tische Belastung wird üblicherweise dadurch bestimmt, daß man die Werte- 
paare D, W ermittelt, für die erstmals neben der gestreckten eine ausgebogene 
Gleichgewichtslage existiert. Dabei kann man die Verschiebungen, welche die 
Punkte der elastischen Linie in axialer Richtung z erfahren, vernachlässigen 

und die Querverschiebungen x, y sowie die zugehörigen Krümmungen als klein 
_ betrachten, so daß auch die bei der Deformation entstehenden Querkräfte und 
| Biegemomente sowie die Änderung der Druckkraft, des Torsionsmomentes und 
des Torsionswinkels als klein gelten können. 

Auf diese Weise hat erstmals A. G. GREENHILL!) die Knickbelastung einer 
Welle mit kreisförmigem Querschnitt bestimmt, und zwar unter Verwendung 
| eines raumfesten Bezugsystems (x, y, z) (Figur 1). R. GRAMMEL?) hat für spe- 
zielle Randbedingungen den wesentlich verwickelteren Fall des unverwundenen 
Stabes mit beliebigem Querschnitt untersucht. Dabei hat er eine besonders 
' elegante Lösungsmethode angegeben, indem er von den sogenannten Clebsch- 
|} Kirchhoffschen Gleichungen?) ausging. Diese beruhen bekanntlich darauf, daß 
die Gleichgewichtsbedingungen für das Stabelement im Hauptachsensystem 
(Figur 2) ausgewertet werden, das aus den Querschnittshauptachsen &, 7 und 
der Tangente £ an die elastische Linie besteht. Schließlich hat der Verfasser?) 
einen Sonderfall des spannungslos verwundenen Stabes dadurch behandelt, 


| daß er vom Hauptachsensystem u,v, w des unverbogenen Stabes (Figur 3) 
| ausging. 

Von der hier betrachteten Aufgabe unterscheidet sich das Problem der 
_ kritischen Drehzahlen unter Druck und Torsion nur dadurch, daß neben D 


| und W weitere Lasten in Form der d’Alembertschen Trägheitskräfte auftreten, 


1) A. G. GREENHILL, On the strength of shafting when exposed both to torsion and to end thr ust, 
L Proc. Inst. Mech. Eng. 182 (1883). 

2) R. GRaMMELz, Das kritische Drillungsmoment von Wellen, Z. angew. Math. Mech. 3, 262 
(1923); vgl. auch C. B. Biezeno und R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Springer, Berlin 1939), 
| S. 538 ff. 7 
| 8) Vgl. A. E. H. Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 4. Aufl. (Dover, 


New York 1944), S. 387. 
4) H. Zrecer, Die Knickung des verwundenen Stabes, Schweiz. Bauztg. 66, 463 (1948) 
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die sich zu resultierenden Fliehkräften sowie Kreiselmomenten zusammenfassen | | 
lassen und den Deformationen proportional sind. Im wesentlichen sind aber | 
die Überlegungen dieselben wie bei der Stabilitätsaufgabe, und für die einfach | 
besetzte Welle hat wiederum R. GRAMMEL!) eine Reihe von Resultaten an- 
gegeben, die sich auf verschiedene Lagerungsarten beziehen und unter Ver- 
wendung des raumfesten Systems gewonnen sind. 


W 
Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 
Auf Druck und Torsion bean- Das Hauptachsensystem Das aufgerichtete 
spruchter Stab im raumfesten (Ë, N, ¢). Hauptachsensystem (u, v, w). 


Koordinatensystem (x, y, 2). 


Wenn diese Probleme hier im Zusammenhang noch einmal aufgeworfe 
werden, so geschieht dies aus zwei Gründen. | 

Erstens haben wir die Absicht, im Anschluß an die erwähnte Arbeit?) die 
Stabilität des verwundenen Stabes auf breiterer Basis, nämlich für die verschie-f 
densten praktisch vorkommenden Randbedingungen, zu untersuchen und 
anschließend das verwickeltere Problem seiner Schwingungen in Angriff zuf 
nehmen. Es war daher wünschenswert, zunächst die der Stabilitätsaufgabefl 
zugrunde liegenden Differentialgleichungen und Randbedingungen Be: 


Stabes und in Ziffer 8 für das ayn Sie System) zusammenzustellen, ee i 


1) R. GRAMMEL, Der Einfluß der Wellentorsion auf die kritische Drehzahl, Stodola-Festschrift | 
(Orell-Füßli, Zürich und Leipzig 1929), S. 180; vgl. auch C. B. Bıezeno und R. GRAMMEL, a.a.O. 
Snob: | 

2) H. ZIEGLER, a.a.O., S. 463. 
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‘den Transformationen (Ziffer 3), die aus der Kreiseltheorie stammen und den 
Übergang vom einen auf das andere Bezugsystem ermöglichen. 

Zweitens sind wir bei der Behandlung von kritischen Drehzahlen in einem 
\bestimmten Falle auf Ergebnisse gekommen, die von den unter Note 1 an- 
‚geführten Grammelschen Lösungen abweichen. Bei der Untersuchung dieser 
Diskrepanz stellte sich heraus, daß das zu Beginn angedeutete statische Ver- 
fahren schon bei der gewöhnlichen Knickaufgabe versagen kann. Es liefert 
zwar im Falle des (in den Figuren 7 und 8 dargestellten) nur gedrückten Stabes 
‚(Ziffer 5) stets eine kritische Last, die sich für den unverwundenen Stab auf 
die Eulersche Knicklast reduziert. Auch dann, wenn statt oder neben der 
‚Druckkraft ein Torsionsmoment (Ziffer 6) vorhanden ist, ergibt es unter ge- 
‚wissen Randbedingungen (zum Beispiel in den Knickfällen I und II der Figuren 
11 und 9) eine kritische Belastung und insbesondere im Falle gleicher Biege- 
steifigkeiten die Greenhillschen Knickformeln. Bei anderen Randbedingungen, 
so zum Beispiel beim einseitig eingespannten, am anderen Ende freien Stab 
(Knickfall III in den Figuren 11 und 9), wird es indessen unbrauchbar. 

Dieses Ergebnis erklärt sich, sobald man die Energien (Ziffer 7) betrachtet, 
damit, daß das Moment W im Gegensatz zur Kraft D nur unter speziellen 
Randbedingungen ein Potential besitzt, so daß im allgemeinen ein nichtkon- 
servatives System vorliegt. Bei einem solchen ist aber die kritische Belastung 
nicht notwendigerweise mit derjenigen identisch, unter der erstmals eine nicht- 
triviale Gleichgewichtslage existiert, und damit wird auch die Gültigkeit der 
Greenhillschen Formeln sowie ihrer Verallgemeinerungen problematisch. Tat- 
sächlich läßt sich in solchen Fällen die Stabilitätsaufgabe nur kinetisch, das 
‚heißt dadurch lösen, daß man die Eigenschwingungen für verschiedene Be- 
‚lastungen auf ihre Beschränktheit untersucht. 

Beim beidseitig eingespannten Stab ist das Moment W konservativ und 
damit die Gültigkeit der bekannten Knickformel gesichert. Schon bei beid- 
seitig gelenkiger Lagerung wird aber eine Schwingungsrechnung nötig, und 
diese kompliziert das Problem erheblich. Sie wird hier (Ziffer 9) nur als Nähe- 
‚rungsrechnung für kleine Beträge von W durchgeführt und ergibt Stabilität, 
so daß zu vermuten ist, daß die Greenhillsche Formel samt ihren Verallgemeine- 
rungen auch hier noch gelte. Bei einseitiger Einspannung führt die gleiche Rech- 
nung auf eine - vom Betrage von W unabhängige — Instabilität. Der Stab 
‚knickt also — und zu diesem überraschenden Schluß ist auf anderem Wege auch 
LR. GRAMMEL! ) gekommen - unter einem beliebig kleinen Torsionsmoment aus. 


i 


1) Wie mir mein verehrter Lehrer und Freund Prof. Dr. R. GRAMMEL auf meine Anfrage hin 
imitteilte, hat er bereits vor rund zehn Jahren auf elementarem Wege auf diese Instabilität geschlos- 
‘sen und sein Ergebnis ohne Publikation in seinen Vorlesungen vorgetragen. Ferner bin ich ihm für 
‘einen wertvollen Hinweis hinsichtlich der Diskussion des Resultates zu Dank verpflichtet und 
‘beniitze die Gelegenheit, auch meinem Freunde Prof. Dr. K. MARGUERRE für seine fördernde 
Anteilnahme an dieser Arbeit sowie meinem Assistenten Dipl.-Phys. A. TroezscH für die Kontrolle 
sämtlicher Einzelheiten zu danken. 
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Wenn in Wirklichkeit unter kleineren Torsionsmomenten stabiles Verhalte} 
beobachtet wird, so hat dies zwei Griinde. Erstens sind die in der Praxis vel | 
wendeten Stäbe meist so dick, daß die Voraussetzungen der hier entwickelte] 
Theorie nicht mehr voll zutreffen. Zweitens wird das Schwingungsproblem 
durch das die Stabilitätsaufgabe zu ersetzen ist, durch die Dämpfungskräft 
maßgebend beeinflußt, so daß eine merkliche Abhängigkeit der kritischen Be 
lastung von der Dämpfung des Werkstoffes zu erwarten ist. 

Wie bereits angedeutet wurde, erhält man durch Verallgemeinerung def 
Knickaufgabe das Problem der kritischen Drehzahlen. Dieses wird hier (Zi! 
fer 10) nur für die einseitig eingespannte, am freien Ende durch eine Scheibf 
besetzte und auf Torsion beanspruchte Welle (Figur 12) untersucht. Dabe 
stellt sich — wie auf Grund des letzten Resultates zu erwarten ist — heraus, dal 
mit dem Auftreten eines Momentes W an Stelle einer einzigen ©, sämtlich 


hier die endliche Dicke sowie die Dämpfung stabilisierend aus. Praktisch ig 
daher bei größeren W mit gefährlichen Schwingungen über einer — von d 
Dämpfung des Werkstoffes abhängigen — Winkelgeschwindigkeit 2 zu rechnen 
während die ursprünglich kritische Winkelgeschwindigkeit 2, mit zunehmerf 
dem W an Gefährlichkeit verliert. 


2. Die Differentialgleichungen im System (£, n, &) 


Führt man (Figur 2) mit s als unabhängige Veränderliche die — etwa vorf 
unteren Ende aus gemessene — Bogenlänge, ferner (Figur 4) mit v(0, 0, 1) del} 
Einheitsvektor in der Tangente der elastischen Linie un | 
SA Mt mit der Dyname R(K:, K,, K;), M(Mz, M,, M,) die - à | 
os den unteren Rand bezogene — Beanspruchung des Schnittdl! 
s ein, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen für das Stall 
é element ds unter der Voraussetzung, daß keine kontinuierlic 

Belastung vorhanden ist, 


AR AM 
KR Deutet man s als Zeit, so gleitet das Hauptachsensystem m. | 
Fig.4 der Schnelligkeit 1 der elastischen Linie entlang, und seil 
Damon Bewegungszustand wird durch die Translationsgeschwindigf 
Kinemate v,u.  keit » sowie die Winkelgeschwindigkeit u + ©,» beschriebet 


Dabei ist w, der bereits im unbelasteten Zustand vorhanderil| 
spezifische — das heißt auf die Längeneinheit bezogene — Verwindungswinke 
und die Komponenten von u(x, x,, x:) stellen die elastische Deformation | 
nämlich der Reihe nach die Krümmungen der elastischen Linie in den Haupil 
ebenen (7, &) und (£, £) sowie den spezifischen Torsionswinkel dar. 


| 
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Vom Standpunkte des mitbewegten Beobachters aus müssen die wirklichen 
| Ableitungen in (2.1) durch die (gestrichenen) scheinbaren ausgedrückt werden, 
und damit gehen die Gleichgewichtsbedingungen in 


| 
NUR AM 
| as + U+wr)xR—0, =e 


EU) x Myx K=O" (2.2) 


über. Die Zerlegung im Hauptachsensystem liefert dann die Clebsch-Kirchhoff- 


| schen Differentialgleichungen 
RE x, Ke — (re + @) K, = 0, 
K, + (% + @) K; — x, K, — 0, 
Er HR, — x, Kz =), 
25) 
ME x, M; — (x, + wo) M, — K, = 0, 
| M} + (y + wo) M, — Xe M, + K, = 0, 
| Mi + #: M, — %, Ms =0, | 
in denen die Striche Ableitungen nach s bezeichnen. 
Sind «, B die Biegesteifigkeiten für die Achsen &, n und y die Torsions- 


steifigkeit, so gelten bei kleinen Deformationen die Beziehungen 


M,=a%, M,=ßx, M,=y x; (2.4) 


Diese ergänzen (2.3) zu einem System von neun Differentialgleichungen, das 
‘mit den Randbedingungen zusammen die Komponenten der Vektoren 8, Mt 
‘und u bestimmt. 

|  Beruft man sich jetzt darauf, daß der auf Druck und Torsion beanspruchte 
‘Stab ursprünglich gerade ist und daß die Untersuchung auf beliebig benach- 
barte Lagen beschränkt werden darf, so kann man K;, K,, M;, M, und nach 
(2.4) auch xz, x, als von erster Ordnung klein ansehen. Man erhält dann im 
Rahmen einer Theorie erster Ordnung aus den letzten Gleichungen (2.3) die 
konstanten Werte 

K,=-D, M,=W (2.5) 


und nach der letzten Relation (2.4) auch für x; einen konstanten Wert 


OR LER NE (2.6) 


während sich die übrigen Beziehungen (2.3) mit 


| 

270 HANS ZIEGLER zAM] 
(a) +[yo- Blot ole, =Ky, | 

(Ba) noces asco) | aes il 


zusammenfassen lassen. | 

Setzt man schließlich voraus, daß die Steifigkeiten x, 8 und y sowie dij 
spezifische Verwindung w, konstant seien, so trifft dies nach (2.6) auch fü 
den spezifischen Torsionswinkel » zu, und die Beziehungen 


n] 


a: + [y © — Bp (w+ w)]x, = K,, Bx, — [y © — « (wo + w)]? He = — Ky, (22% 


auf die sich (2.8) nunmehr reduziert, bilden mit (2.7) zusammen ein linearë] 
System für Ke, K,, xs, x, mit konstanten Beiwerten. 

Setzt man w, = 0, so erhält man aus (2.7) und (2.9) die Differentialgle 
chungen, die R. GRAMMEL seinen Stabilitatsuntersuchungen!) für die unvei 
wundene Welle zugrunde gelegt hat. 


3. Die Transformationen 


Der Übergang vom Hauptachsensystem (£, n, £) auf ein anderes rechtwinlif 
liges Achsenkreuz (uw, v, w) (Figur 5) wird für einen beliebigen Vektor a durdi] 
die bekannten Transformationen der Kreiseltheorie?) 


dy — a; (cosy cos — sin y Sin @ cosd) | 
— a, (cos y Sin + sin y cos y cos #) + a, sin y sin d, | 

dy — a; (Sin y COS p + cosy sin ¢ cos #) | (3 
+ a, (— sin y Sin y + cos y cos y cos #) — a, cos y sin Ÿ, | 

Ay = (ag Sin y + a, cos y) sin Ÿ + a, cos Ÿ | 


vollzogen, in denen w, #, m die Eulerschen Winkel sind. Da die Achse w bill 
unseren Anwendungen stets vertikal sein wird, ist # von erster Ordnung kleisf} 


die Transformationen (3.1) reduzieren sich daher mit dem Winkel y = y + } 
zwischen den Achsen # und E auf | 


dy = a, COSY — a, Sin y + a, sind sin y, | 
a, = 4: siny + 4, cosy — a, sin? cosy, 


dy = (a, sing + a, cosy) Ÿ + a. | 


1) Vel. C. B. Bıezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 541 und 545. | 
2) Vel. etwa G. Hameı, Theoretische Mechanik (Springer, Berlin, Göttingen und Heidetbl 
1949), S. 95. 


M Vol. II, 1951 Stabilitätsprobleme bei geraden Stäben und Wellen Dy 


Für Vektoren, deren Komponenten 4: und a, von erster Ordnung klein 
sind, kann der Klammerterm unterdriickt werden. Ferner erhalt man durch 
Anwendung auf den Vektor v 


v, =sindsiny, V,= — sin Ÿ cosy, (3.3) 
| so daB das System (3.2) in unserer Näherung in die Beziehungen 
dy — 4 COSY — 4, SNY+ AV a,=4,5iny+a,cosy+a,V, Ay=a, (3.4) 
| übergeht. Diese besitzen die Umkehrungen 
= (= 9,0,) cosy + (a, 2,24) siny, | 
@, = — (a, — 0, @,) SN Y + (4, — Vy ay) COSY, (370) 


| und lassen sich an Hand der Figur 5 leicht direkt überprüfen. 


4. Die Differentialgleichungen im System (u, v, w) 


Die Differentialgleichungen der elastischen Linie sollen nun ins aufgerich- 
tete Hauptachsensystem, das heißt in das System (uw, v, w) (Figur 6), umge- 


x 
Fig. 5 Fig. 6 


Die Bezugsysteme (£, 7, €) und (wu, v, w). Die drei Bezugsysteme. 


| rechnet werden, das aus (&, 7, ¢) dadurch entsteht, daß man den Winkel à 
(Figur 5) zu Null macht. Die Transformationen (3.5) lauten in diesem Falle, 
da y von erster Ordnung klein ist, 


de = Ay — Vy Ay, Ag = Ay — Vo Ay, Ag = Ay, (4.1) 


| 
| 
| 
| 
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und die neuen Differentialgleichungen können entweder dadurch gewonnen 
werden, daß man die Gleichgewichtsbedingungen (2.1) von Anfang an in] 
System (u, v, w) auswertet, oder aber durch Transformation von (2.7) und (2. 9) 1 

Wählt man den ersten Weg, so hat man davon auszugehen, daß sich dasf 
neue Bezugsystem mit der Winkelgeschwindigkeit 0(0, 0, ©, + @) dreht. Man 
hat daher statt (2.2) jetzt 


AR = M 


-Lyex K=O; - +o M oxen 9, (4.2) 


ds 


und demnach an Stelle der Clebsch-Kirchhoffschen Differentialgleichungen 
Ki, — (@o + @) K, = 0, | 
RY, + (os 4:00) KY a | 
Ke = 0) 


M+ (@ +o) M,+0, K,—v, Ky =9, 
M,, Lo Ki = 0, Ko = 0. | 


M,.- (w+ o)M,+0, K, —v, K, = 9, | 


Hier sind K,, K,, M,, M,, Vu, v, — wie übrigens auch die beiden ersten Kom 
ponenten des Vo N ER ae wieder von erster Ordnung kleine GroBen 
so daB man aus den letzten Beziehungen (4.1) und (4.3) unter Benützung vo 
(2.5), (2.6) zunächst 


PRE ete! 5G —D 


w = aM (4.4) 
und aus den übrigen Beziehungen (4.3) noch 


Ka (Oy @) KR, = 0, "Ro, to RC (4.5 
sowie 


M„-(&+®M,-Dv-K,=0, M,+(&+wM,„+Dv,+K,=0 (4.6) 


erhält. 
Die Gleichungen (2.4) gehen mit den Transformationen (4.1) in 


Mi VOU, = 0%, @0,) M,—y ov, = 8 (xg— @ 2,) (4.79 


über. Beachtet man, daß sich das Hauptachsensystem, in dem v konstant ist | 
relativ zum aufgerichteten mit der Winkelgeschwindigkeit u + «©, v — o dreht. | 
so erhält man durch Zerlegung der Relation 


a’ 
qe = (Ut @v—0)xXv=(u—v) x0 (4.84 
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im aufgerichteten System in der beobachteten Näherung die Beziehungen 


In 
il 


"4 — a Li ay’ —- A 
Vy = %y + Wy Vy, Vy = — %y Od, (4.9) 
Mit diesen wird aus (4.7) 


J 
M,=—av, + [y © — à (@ + @)]v,, | 


M, = ß de = ly 0 — ß (Wo cu «) | Uy, | 
ind mit (4.5), (4.6) sowie (4.10) ist jetzt ein System von sechs Differential- 
fleichungen für K,, K,, M,, M,, v,, v, gewonnen, das in manchen Fällen 
;equemer zu behandeln ist als dasjenige von Ziffer 2. 


(4.10) 


5. Knickung durch Druck 


Im Falle reinen Druckes (W = 0) kann die in Figur 1 angedeutete Knick- 
fufgabe mit der von R. GRAMMEL beim unverwundenen Stab verwendeten 
Tethode!) behandelt werden. Man geht zu diesem Zweck vom Hauptachsen- 
ystem aus, das heißt von den Beziehungen (2.7) und (2.9), und setzt ®=0. 
Jurch Elimination von K;, K, kann man die vier Relationen übrigens auf die 
Jifferentialgleichungen 
ax: — 28%, + (D — x wÿ) x, = 0, | 

(5.1) 
Bu, + 2 x wo x + (D — B we) x, = 0 | 


usammenziehen, die nur noch durch die Randbedingungen zu ergänzen sind. 
Beim beidseitig kugelgelenkig gelagerten Stab (Figur 7) hat man an beiden 
‚nden die Randbedingungen 

BEN Bl), (5.2) 


a hier die Biegemomente verschwinden. Durch einfache Substitutionen ge- 
innt man hieraus die Beziehungen, die der Verfasser seiner Untersuchung 
ber die Knickung des verwundenen Stabes unter Druck allein?) zugrunde 
jelegt hat. 

In allen anderen Fällen lassen sich aber die Randbedingungen einfacher 
rmulieren, wenn man das Knickproblem im aufgerichteten System behandelt. 
[an geht zu diesem Zweck von den Beziehungen (4.5), (4.6), (4.10) aus, setzt 
ieder = 0 und kann die vier letzten Relationen durch Elimination von 
1, M, auf 


But — (a+ B) wo v, + (D — x ow) v, + K, = 0, | ay 
oo ho, te er) 
1) C. B. BrezeNo und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 541 und 545. 


2) H. ZIEGLER, a.a.O., S. 463. 
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zusammenziehen. In den einfacheren Knickfällen (I in Figur 7 und II, III | 
Figur 8) ist K, = K, — 0, so daß man nur noch das um die letzten Terme vel 
kürzte System (5. de zu integrieren hat, das denselben Aufbau besitzt wie dy 
System) (5:1). | 

Im Knickfall I (Figur 7) zum Beispiel verschwinden M, und M, an beidif 
Enden, so daB nach (4.10) sowohl unten wie oben die A 


| 
UV, — Wo V, = 0, 0, + Do Vy = 0 (5. 


gültig sind. Im Knickfall II (Figur 8), das heißt beim unten fest und ob} 
horizontal verschieblich (und verdrehbar) eingespannten Stab, gelten an beid.f 
Enden die Randbedingungen 


Im Knickfall III, das heißt beim einseitig eingespannten Stab, hat man 
oberen Ende die Randbedingungen (5.4) und am unteren die Forderungen (54 
zu erfüllen. 

Im Falle der Säule mit gleichen Biegesteifigkeiten «, 6, bei welcher die V. 
windung &, unbestimmt ist und von Anfang an Null gesetzt werden kann, jf 
die Lösung der Knickaufgabe besonders einfach und führt erwartungsge 
auf die Eulerschen Werte. 


6. Druck und Torsion 


Das in Ziffer 5 für die Bestimmung der Knicklast vorgeschlagene Verfahuf 
beruht auf der Annahme, daß die kritische die kleinste Belastung sei, unter 
eine nichttriviale Gleichgewichtslage (in unserem Fall eine solche mit a | 
gebogener elastischer Linie) existiert. Diese Annahme, die sich für konservat! 
Systeme mit endlichem Freiheitsgrad leicht rechtfertigen und vermutlich auf! 
auf konservative Kontinua ausdehnen läßt, stellt ein bekanntes und häull 
verwendetes Stabilitatskriterium dar, das aber bei nichtkonservativen Sys 
men versagt. Zu diesen gehört — wie sich zeigen wird — auch der gerade Stiff 
sobald die Last D durch ein axiales Moment W (Figur 9) ergänzt wird. | 

Eliminiert man aus (4.6) und (4.10) M, und M,,, diesmal aber unter {ll 
Voraussetzung w + 0, so erhält man neben (4.5) für die Gleichgewichtslll 
statt (5.3) das System | 


Bo, rot) &)] v! 
vn ly © tee 1K, = 0; 


av, — [y © — (x + B) (a) + w)]v, 
+ {D + [yo — B B (wo + @)] (wo + w)}v, +K,=0. 
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Beschränkt man sich auf die drei einfachen Fälle von Figur 9, bei denen die 
| kinematischen Randbedingungen die gleichen sind wie in Ziffer 5, so hat man 


wieder X, = K, = 0, so daß nur das um die letzten Terme verkürzte System 
| W W 
D 
2 D D 
Z U HR IT 
Fig. 7 Fig. 8 Fi.g 9 
Beidseitig gelenkig Weitere Knickfalle Auf Druck und Torsion 
gelagerter Druckstab. unter Druck. beanspruchte Stabe. 


(6.1) übrigbleibt. Im Knickfall I lauten die Randbedingungen nach (4.10) 
unten und oben 


Bv,+|[yo—B(o.+o)]v,=9, av, — [y © — à (a+ w)]v, = 0, (6.2) 
im Knickfall II 


Hell et (6.3) 


u 


und im Knickfall III sind am oberen Ende die Randbedingungen (6.2), am 
‚unteren die Forderungen (6.3) zu erfüllen. 

Im Falle gleicher Biegesteifigkeiten x, 6 kann man w, = 0 setzen und er- 
‚hält, zur komplexen Schreibweise v = v,, + iv, übergehend, statt (6.1) die 
Differentialgleichung 


M : id ’ D y 2 er 
„"+:(2-2)m: + |, (1 2) w?] v= 0 (6.4) 
mit der allgemeinsten Lüsung 
v= A,e'*S + A ex, (6.5) 


in der A,, A, Integrationskonstanten und o,, o, durch 


1 D 
Ga = 7 |- (2 2) 0 + ]/4 aap 2 (6.6) 


gegeben sind. 
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Im Knickfall I [der sich übrigens bequemer direkt mit (4.6) und (4.10) bel 
handeln läßt] erhält man aus (6.2) die Randbedingung | 
| 
v+i(1—-+)ov=0, (6. 

a | 


| 
und diese führt, für s = 0 und s = / formuliert, nach kurzer Zwischenrechnun) 
auf die Forderung 


(1 -o)l=2n. (6. 


Dasselbe Resultat erhält man im Knickfall II, in dem an beiden Enden di 
Randbedingung 


n= 0 (6.4 


gültig ist. In beiden Fällen führt (6.8) mit (6.6) und der letzten Beziehung (4. 
auf die Greenhillsche Knickformel?) 
Dice See (6.1 


04 4 x? 12 


Im Knickfall III, der bisher nicht untersucht worden ist, gilt für s= 0 di 
” Randbedingung (6.9) und für s = / (6.7). Man kommt damjf 
"auf die Beziehung 


[a + (1 - +) 7] ei = [os + (1 — 2 a| eit (61 


und diese besitzt, da o, + o, ist, keine Lösung. 

Die naheliegende Vermutung, daß im Knickfall III ei 
Lösung existiere, wenn man das Moment W nicht axialf 
sondern (Figur 10) in der Tangente an die elastische Lind] 
annimmt, bestätigt sich bei näherem Zusehen nicht. Da | 
negative Resultat läßt daher nur eine der folgenden wi 
pretationen zu: 

a) Der Stab ist im Knickfall III unter jedem — auch noch 4 
groBen — Moment stabil. | 

D de tee b) Er ist unter jedem — auch noch so kleinen — Moment labil 
wirkendesMomentW. c) Das verwendete Stabilitätskriterium wird unbrauchbai 
sobald ein Moment vorhanden ist. 

Um zwischen diesen drei Möglichkeiten entscheiden zu können, muß eiri] 
Energiebetrachtung durchgeführt werden. | 


Fig. 10 


1) A. G. GREENHILL, a.a.O., S. 182. 


Vol. IT, 1951 Stabilitätsprobleme bei geraden Stäben und Wellen BUT 
7. Die virtuellen Arbeiten 

Die — auf die Längeneinheit bezogene — Verzerrungsenergie des Stabes ist 

T= 5 | (oc x2 + B x2 + y x2). (720) 


Dabei sind x:, x, von erster Ordnung kleine Größen, und x; unterscheidet sich 
nur um eine Größe zweiter Ordnung von der Konstanten w. Nach den auf u 
angewandten Beziehungen (4.1) sowie (4.9) ist in erster Näherung 


== y — (Ga + O) Uy, ,=-U- (op +O) ¥;, (02) 
und damit erhält man für die gesamte Formänderungsenergie bis und mit 
‚Größen zweiter Ordnung 

1 1 
= x iG 
u=[Tas- | | {a[ v,+ (0,+ ©) v,]? + Br, — (wo + @) Oase 72) 


0 0 


Für die Verkürzung des Stabes gewinnt man in der gleichen Näherung den 
Ausdruck ] 


1 
HET / V1 v2 — v2 ds = all (v2 + 02) ds, (7.4) 
0 


u 


und damit wird die potentielle Energie der Druckkraft D 
1 
{= D) (v2 + v2) ds. (7.5) 
0 


Erteilt man dem Stab eine virtuelle Deformation, so andert sich der Be- 
lvegungszustand des Hauptachsensystems um die Kinemate dv, du. Die virtuelle 
Mrbeit der inneren Kräfte ist 


l 
6A;= — OU = — 0 | U ds, (7.6) 


and dafiir kann man, wenn man (7.3) einsetzt, partiell integriert und ordnet, 
| uch ] | 
64, = | [B uf, — («+ B) (00 + ©) v, — & (wy + ©)? v,] dv, ds 


0 


+ [le (a + B) (wo + w) vi, — B (Wo + @)? v,] Ov, ds aa 


fr Ox tds = D (06170) ve] 8% |, 


neo ) ) v,] 0, | 


——_ 


chreiben. 
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Entsprechend ergibt sich die virtuelle Arbeit von D zu 


1 


A a D | (v, dv, + v, 6v,) ds. (7.8 


Um auch die virtuelle Arbeit des Momentes W zu erhalten, denkt man sicl 
zunächst nur ein einzelnes Stabelement ds deformiert. Sein oberer Endquer 
schnitt dreht sich dann relativ zum unteren um einen vektoriellen Winkel, de 


nach der dritten Beziehung (3.1) die Vertikalkomponente 
dry = (dx; sing + 6x, cos p) sind + öx,cosd (7. 


besitzt. Unter Verwendung von (7.2) und der Relation = y — y erhält ma 
hiefür auch 


= 1 — [6v, + (oo + w) dv,] sin (y — y) | 
+ [ôv,, — (w + @) Öv,] cos (x — y) }sin + dx, cos à, | 


und dafür kann man, wenn man sin (y — y), cos (x — y) ausführt, nur Größe 
bis zur zweiten Ordnung beibehält und (3.3) beachtet, auch 


OxXw = Vy, [Ov, + (Wp + @) Ôv,] — v, [ôv, — (wg + @) 6v,] + 6x, (7.1 | 


schreiben. Multipliziert man diesen Ausdruck mit W, so ist der Beitrag dé 
Elementes ds zur virtuellen Arbeit formuliert; die ganze virtuelle Arbeit von 
ist daher 


l 
Die a dx, ds | | 
(7.11 
in / [os dv, — v, dv, + (Wy + ©) (vy 50, + Vy dv.) + dx] ds | | 


und nimmt — partiell integriert — schlieBlich die Gestalt 


l I 
OA p= Ww / |v, + (@p + @) v,] dv, ds =a Los, — (0, + w) v,| dv, ds | | 
I; d | (7.1 
P | 1 | || 
+ | dx, ds — v, dy | + Vy OV» | | N 

0 0 | | 
0 
an. 

Die virtuelle Arbeit aller beteiligten Kräfte setzt sich gemäß 


BA = 6A, + 64y + 04 y CE | 
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us den Beiträgen (7.7), (7.8) und (7.13) zusammen. Die Forderung, daß sie 
ir jede passende — das heißt den kinematischen Randbedingungen genügende — 
leformation verschwinde, führt zunächst auf die Beziehung 


yx,=W=yo, (715) 


iemit auf die um die letzten Terme verkürzten Differentialgleichungen (6.1) 
d schließlich für diejenigen Stabenden, an denen v,, v, frei sind, auf die 
ynamischen Randbedingungen (6.2). 

| Diese Überlegungen bestätigen zunächst die Beziehungen, von denen wir 
. Ziffer 6 ausgegangen sind. Zugleich zeigen sie, daß der Stab unter der Ein- 
irkung eines Momentes W in der Regel nicht mehr konservativ ist. Im Gegen- 
itz zu 6A, und 04, läßt sich nämlich 6A yw im allgemeinen nicht als Variation 
nes Integrals darstellen, das als negative potentielle Energie von W gedeutet 
erden könnte. Die rechte Seite von (7.12) läßt sich zwar durch partielle Inte- 
vation auf die Gestalt 


1 
BA, = sl2 W uv, — Vp 0, + (wo + w) (v2 + v2) + 2 x, a | 


(7.16) 
1 Zr. 
+= W (v, 6v, — Vz Ôv,), | 


‘ingen; diese hat aber die verlangte Eigenschaft nur dann, wenn das Rand- 
ied Null ist. In der Tat stellt dieser Randterm, vom Faktor W abgesehen und 
\wa für die obere Grenze angeschrieben, die Fläche dar, welche die Horizontal- 
»mponente des Vektors v(l) bei der Deformation überstreicht. Mit ihr hängt 
e Arbeit von W beim Übergang von der unverformten in eine deformierte 
ıge nicht nur von dieser, sondern auch von der Art des Überganges ab. 

Mit diesen Feststellungen ist das statische Verfahren von Ziffer 5 für den 
ul reinen Druckes legitimiert. Was die Torsion bzw. die kombinierte Be- 
stung (Figur 9) anbelangt, so verschwindet im Knickfall II mit Rücksicht 
If die Randbedingungen (6.3) der letzte Term in (7.16). In diesem Falle ist 
r Stab also konservativ und damit die Greenhillsche Knickformel (6.10) 
tig. Verschwindet aber dieser Term nicht, und dies trifft nicht nur im Knick- 
I III, sondern auch im Fall I zu, so liegt ein nichtkonservatives System der 
+ vor, auf die A. PFLÜGER in seinem Lehrbuch!) hinweist. Das Knickproblem 
3t sich hier nicht durch die Frage nach den nichttrivialen Gleichgewichtslagen 
sen, sondern nur auf kinetischem Wege, das heißt durch Untersuchung der 
genschwingungen. Die Alternative am Schluß von Ziffer 6 ist somit dahin zu 
‚antworten, daß im allgemeinen — und insbesondere in den Knickfällen il 
d III - das gebräuchliche statische Stabilitätskriterium versagt. 


1) A. PrLÜGER, Stabihtätsprobleme der Elastostatik (Springer, Berlin, Göttingen und Heidel- 
kg 1950), S. 41. 
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8. Die Differentialgleichungen im System (x, y, 2) 


Bei vielen Aufgaben empfiehlt es sich, im ruhenden Koordinatensysté 
(x, y, 2) (Figur 2) zu arbeiten. Dieses wird aus dem aufgerichteten Achsenkre | 
(u, v, w) in unserer Näherung durch eine Translation und eine Rotation nl 
dem Drehwinkel — (w, + w) s um die z-Achse erhalten; nach (3.5) gelten all 
für den Übergang zum Hauptachsensystem die Transformationen | 


te = (Ay — Ve a) COS (Mo @) S+ (dy — Vy a,) sin (© ©) 3; | 
a, = — (Az — Vq Mz) Sin (Wo + ©) S+ (a, — Vy a,) cos (0, + w)s,;, (84 
= | wa | 

S 


Die Differentialgleichungen im ruhenden System sind nur dann einfajf 
wenn die Biegesteifigkeiten gleich sind; sie sollen daher nur für den Fall «: 
hergeleitet werden. Um aber die Möglichkeit zu gewinnen, das in Ziffe 
ungelöst gebliebene Knickproblem im neuen Achsenkreuz auf kinetisch 
Wege zu behandeln, lassen wir jetzt auch eine von erster Ordnung kleine 
Längeneinheit durch p(p,, p,, 0) gegebene — kontinuierliche Belastung zu 
erhalten dann durch Zerlegung der mit 


AR Si | 
er NEN) ( | 


verallgemeinerten Gleichgewichtsbedingungen (2.1) die Differentialgleichung | 


Ko =) Mo ak eh 20) 


Ky Ppy=0; My EURE So k= 1 
K: =0, Mu K; 1, KL. | 


Hier sind neben p,, p, auch K,, K,, M,, M,, vz, v, — und darüber hi 
auch die beiden ersten Komponenten x,, x, des Vektors u - von erster Ordnill 
kleine Größen, so daß man zunächst unter Benützung von (2.5) und (if 
sowie der dritten und sechsten Beziehung (8.3) | 


t= 1) Ke = — DM Way oe (ef 

erhält. | 
Transformiert man jetzt, indem man sich auf den Fall « = B beschrät 
die beiden ersten Beziehungen (2.4) vermittelst (8.1), so kommt, wenn man | 
resultierenden Gleichungen mit cos (+ ®)s, sin (0, + @)s bzw. — sin (+6 | 
cos (W»+ @)s erweitert und addiert, mit Rücksicht auf (8.4) | 


M,=you+a(x ou), M,=y ov, ta, ov)) N 
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Beachtet man ferner, daß aus 


dv | : 
qs (Ut Mv) Xd=uxd (8.6) 
die beiden Beziehungen 
’ 
Ve = y — Wy, Vy = — Hp + © Ve (8.7) 


folgen, so erhält man statt (8.5) 


M„=-aew+tywv, M,=av+you,, (8.8) 


hieraus mit der vierten und fünften Beziehung (8.3) 


7 all 5G : A Dee A ! 
| ren, you, - Di, Ky av, yoo, Disp (8:9) 


| und schließlich der ersten und zweiten zufolge die Differentialgleichungen 


av, + y © 0, + Du, — px = 0, | 
(8.10) 

| avy, —ywrv,+Dv,—p,=0 | 

fiir v,,v,, die — wie unter der Voraussetzung « = B zu erwarten war — die 

 Verwindung , nicht mehr enthalten. 

| Führt man mit r(x, y, z) noch den Fahrstrahl vom Ursprung nach dem 


Schnitt s ein, so gilt 
| 


dr . 
= oe (8.11) 
es ist daher 
„X, yv=Yy, (8.12) 
und damit gehen die Gleichungen (8.8), (8.9) in 
M,=—ay"+yox', Mi = an ay Ory, (815) 


K,= Sinn” ea p= Dae K,= oly ae ano a D y’ (8.14) 


und die Differentialgleichungen (8.10) in das System 
a XV +ymy" + Dx" —p,=0, | 


(8.15) 
ay“Y-yoax"+Dy"—-p,=0 | 


für x, y über, wobei in unserer Näherung die Ableitungen nach s auch durch 


solche nach z ersetzt werden dürfen. 
Für den Fall, daß p, = p, = 0 ist, kann das System (8.15) sofort zweimal 
integriert werden. Man kommt damit auf die Differentialgleichungen, die 
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R. GRAMMEL anschaulich hergeleitet und seinen Untersuchungen über den Ein 
fluß von Axialdruck und Torsionsmoment auf die kritischen Drehzahlen!) zu 
grunde gelegt hat. 


9. Knickung durch Torsion 


Um die Knickaufgabe für den Fall reiner Torsion (D = 0) zu lösen, ha 
man nach Ziffer 7 im allgemeinen vom Schwingungsproblem auszugehen. Be 
schränkt man sich dabei auf einen Stab mit gleichen Biegesteifigkeiten « = ff 


=i 


der die konstante Masse u je Längeneinheit besitzt, so liefert (8.15) di 
Schwingungsdifferentialgleichungen, wenn man noch D = 0 sowie p, = — u 3 
py = —u ÿ setzt. Bedient man sich der komplexen Schreibweise x + 1 y = 
so hat man eine einzige Differentialgleichung 


ar —ty or” Faro (9% 
und daneben nach (8.13) und (8.14) die Randbedingungen 


= 0, =O) ar - dor 0e arbore), (9. 


je nachdem am betreffenden Ende die Ausbiegung der elastischen Linie, ihaf 
Neigung, die Momente M,, M, oder die Querkräfte K,, K, verschwinden. 
Mit dem Ansatz 


und den Abkürzungen 


ee (9.48 

a & 
geht die Schwingungsdifferentialgleichung (9.1) in 
RY-ivR"—- xR=0 (9.0 


über, und die Randbedingungen (9.2) nehmen die Form 


R= 0, (Ro =0 AR = DREI RT iy RE 0 (9. N 


an. Mit einem zweiten Ansatz | 
R(2) = ei" of 


erhält man alsdann die charakteristische Gleichung 
o*— vo®— „A=(. (om | 


1) C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, d'a 0, 8.797. 
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LäBt man mit » = 0 das Torsionsmoment weg, so kommt man auf das 
gewöhnliche Schwingungsproblem zurück. Die charakteristische Gleichung 
(9.8) besitzt dann die Wurzeln 


erh Cy =k OS = TR, mein, (9.9) 
die Differentialgleichung (9.5) mithin das allgemeinste Integral 


R=A (cos x z + cosh x z) + B (cos x z — cosh x 2) | 
, (9:10) 
+ C (sinxz+sinhx z) + D (sinx z — sinh 2). | 


Formuliert man jetzt die der besonderen Lagerung entsprechenden Rand- 
sedingungen, so erhält man je nach dem Fall (Figur 11) eine der drei Eigen- 
wertgleichungen 

sin#lsinh<2=0, (1), | 


texl+tghxl=0, (I), (9.11) 


1 805% cosh. = 10, » (LIT): | 


[hre positiven Wurzeln x, (n — 1, 2, ...) stellen die Eigenwerte dar, und die 
weite Gleichung (9.4) liefert mit 


ne = „2 ete te OAD) 


‘ir jeden derselben zwei reelle, nur im Vorzeichen verschiedene A-Werte, so 
laß die Eigenschwingungen (9.3) rein harmonisch 
ind. Im übrigen besitzen die Eigenwertgleichungen 
9.11) auch negative und imaginäre Wurzeln, die 
ıber auf die gleichen Resultate führen und daher 
ınterdrückt werden können. 

| Mit dem Auftreten des zweiten Gliedes in (9.8) 
wird die Aufgabe aber wesentlich verwickelter. Wir 
vollen uns daher mit einer Näherungslösung be- 
miigen, die auf der Annahme |»| € beruht und 
yraktisch dadurch gerechtfertigt wird, daß | x| — wie 
nan vom eben besprochenen Fall » = 0 her weiß — 
nindestens von der Größenordnungz/l, also bei einer 
Nelle der Länge /— 10 m von der Ordnung 0,3 m! 
st, während » die Größenordnung des spezifischen 
forsionswinkels » hat, der im Maschinenbau in der Fe 

Xegel auf rund 0,005 m-! beschränkt wird. Drei Knickfälle unter Torsion. 


x 


| 
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Betrachtet man v/x als klein, so kann man statt (9.8) in erster Näherutf 
x! A ie À 
Mer à (1 +2) (9.14 


setzen und erhält hieraus in derselben Näherung 


=; y \1/4 = v a | 

On = Gn (1 Ap aa =G,+ 7. (n= 1,2,3,.4), Om 

Die vier charakteristischen Wurzeln werden also durch das Torsionsmome | 
um je »/4 erhöht. Ferner ist jetzt in erster Naherung 


R(z) = e'°* . ef 7/4, (9. 

und damit erhält man an Stelle von (9.10) die allgemeinste Lösung 
R = e'”*4(B (cos x z — cosh x 2) + C (sin x z + sinh x 2) | 
+ D (sinxz— sinhx 2)|, | 


wobei die stets gültige Randbedingung R(0) = 0 mit A = 0 bereits berü 
sichtigt ist. 

Im Knickfall I (Figur 11) ist die Lösung (9.16) den weiteren Randbedif 
MER —-R(0) 7 RO) =0, RD) 0 Rinder 20 oe 
anzupassen, und diese führen, wenn Größen höherer als erster Ordnung in Al 
konsequent unterdrückt werden, auf die schon im Falle » = 0 gültige e 


schwingungen harmonisch sind und unter dem Einfluß der in Wirklichki} 
vorhandenen Dämpfung sogar abklingen, so daß der Stab jedenfalls unter nid 
zu großen Momenten W stabil ist. Demnach kann vermutet werden, daß 4 | 
Greenhillsche Formel (6.10) sowie ihre Verallgemeinerungen für den beidseilf 
gelenkig gelagerten Stab!) sowie für die Schraubenfeder?) gültig bleib4f 
Streng wird diese Behauptung freilich nur durch eine exakte, nochmals W 
(9.8) ausgehende Rechnung zu begründen sein. 
Im Knickfall II lauten die Randbedingungen 


R(0)=0, R'{)=0, R"W-ivR'W)=0, (9.0 


und da diese auf die zweite Eigenwertgleichung (9.11) zurückführen, bestät 
sich die bereits in Ziffer 7 gemachte Feststellung, daß in diesem Falle | 
kritische Belastung durch die Greenhillsche Formel richtig wiedergegeben wi | 


N CMP; Ben 0 und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 538-548. | | 

) J. A. HARINGX, On the buckling and the eh rigidity of helical springs, Proc. Ned. a 

Wet. ye 533 und 650 (1942); vgl. auch Philips Res. Rep. 3, 401 (1948) und 4, 49 (1949), sch 
H. ZIEGLER und A. Huser, Zur Knickung der gedrückten und tordierten haute ZAMA | 
189 (1950). 
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Im Knickfall III erhält man mit den Randbedingungen 

R°(0) =0, R’W-ivR)=0, R’l)-irR’(l)=0 (9.19) 
die gegenüber der dritten Beziehung (9.11) modifizierte Eigenwertgleichung 


1 + cos x ! cosh x L — = (cosxlsinhx!+sinx/lcoshxl)=0, (9.20) 


die — wie leicht einzusehen ist — weder rein reelle noch rein imaginäre Wurzeln 
desitzt. Die 4, sind daher nach (9.12) nicht reell, so daß jetzt jede Eigenschwin- 
zung aus einer abklingenden und einer angefachten Komponente besteht. Hier- 
aus ergibt sich die überraschende Folgerung, daß der einseitig eingespannte 
Stab unter beliebigen Torsionsmomenten W labil ist. 

Das letzte Ergebnis scheint auf den ersten Blick jeder Erfahrung zu wider- 
sprechen. In Wirklichkeit sind jedoch — ganz abgesehen von der Fragwürdigkeit 
ınserer Ansätze im Falle dickerer Wellen — Dämpfungskräfte vorhanden, die 
len Stab jedenfalls zu stabilisieren vermögen, solange W nicht zu groß ist. 
{mmerhin ist aber zu erwarten, daß im Knickfall III im Gegensatz zu den 
deiden anderen das kritische Moment wesentlich von der Dämpfung abhängt. 

Da man beim beidseitig fest eingespannten Stab ähnliche Ergebnisse erhält 
wie im Knickfall II, ergibt sich für die Praxis die Forderung, tordierte Stäbe 
bzw. Wellen im Interesse ihrer Knickfestigkeit bzw. eines ruhigen Ganges nicht 
liegend auszubilden, sondern beidseitig, und zwar womöglich in der Art von 
Zinspannungen, das heißt unter Fixation der Tangente an die elastische Linie, 
‚u lagern. 


| 10. Kritische Drehzahlen 
| 

Zu den hier betrachteten Problemen gehört auch die Bestimmung von 
kritischen Winkelgeschwindigkeiten unter dem Einfluß eines Axialdruckes bzw. 


W 
AL 
Fig. 12 Fig. 13 
| Auf Torsion ee che und am Gleichgewicht unter einer Last X und einem 
freien Ende durch eine Scheibe Moment W. 


besetzte fliegende Welle. 


J 


ites Torsionsmomentes. Als Beispiel sei hier nur die fliegende Welle (Figur 12) 
ait gleichen Biegesteifigkeiten (x = ß) herausgegriffen, die durch das Moment W 
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auf Torsion beansprucht ist. Dabei kann die Wellenmasse in erster Naherur 
neben der Masse m der Scheibe vernachlässigt werden und die Kreiselwizkuä | 
unberücksichtigt bleiben. | 

Als Vorbereitung soll ae die (bei Maus eae der Dämpfur| 


ten ihe (ee Auch Er axiale Moment W = y w a die a K réf 
K,, K, belasteten Stabes bestimmt werden. Geht man zu diesem Zweck ve 
(8.9) aus und setzt man v, +7v, =v, K„+iK,=K sowie D = 0, so erhäf 
man in komplexer Schreibweise die Differentialgleichung 


u - io + K=O (10.1 

und nach (8.8) die Randbedingungen 
»0)=0, ul) = ya) (10. | 

Führt man hier wieder die Abkürzung 


) ; K 
ij =) sowie  —h (10.1 
[04 & 


ein, so kommt statt (10.1) und (10.2) 
v'—ivu'+k=0, v(0)=0, v'(l) —ivv(l) =0. (10. 

Die allgemeinste Lösung der Differentialgleichung (10.4) lautet 
v=-Act"+B-ifz, (10.1 

und da sich die Integrationskonstanten aus den Randbedingungen (10.4) 


BE A= (= —ii) (10.4 


(2 12 


berechnen, ist die Gleichgewichtslage durch 


v= a (- — À i (e°"* — 1) —74 z| (10 | 


=. 


gegeben. Die komplexe Auslenkung 7, = x, + à y, am rechten Ende bestimr N 


sich hiemit zu 
1 


ne ee 


? 


u 


und besitzt für kleine Werte von » die Entwicklung 


kis oe 1 | 
ME ae (14 FR ih (104! 


Mol. II, 1951 Stabilitätsprobleme bei geraden Stäben und Wellen 287 


Läßt man À bei festem » gegen Null gehen, so gehen erwartungsgemäß 
yauch v und 7, gegen Null. Umgekehrt erhält man mit » = 0 aus (10.9) die 
bekannte, mit A gleichgerichtete Ausbiegung 7, 
j= À 13/3 der nunmehr stabilen Gleichgewichtslage. 
iim allgemeinen haben aber die komplexen Größen 
{r, und À verschiedene Argumente, die Ausbiegung 
talso eine andere Richtung als die Einzellast. 

Mit diesen Vorbereitungen kann nun unser ei- 
gentliches Problem in der von R. GRAMMEL ange- 
gebenen Weise!) angepackt werden, wobei man sich 
zweckmäßig auch weiterhin auf das feste System 
(x, y, 2) bezieht und in der Scheibenebene (Figur 14) 


sämtliche Größen komplex zusammenfaßt. Bezeich- DR: 
A ee = Kräftespiel an d tierenden 
{met Z den Endpunkt der elastischen Linie, S den ‘°°? es NN 


Schwerpunkt der Scheibe, ¢ ihre Exzentrizität und 
g ihren Drehwinkel, so kann man 7, = x, + 2 y, sowie œ als Lagekoordinaten 
derselben verwenden und hat zunächst 


RE pr per, (10.10) 


Da die Welle masselos vorausgesetzt wurde, übt sie an der Scheibe neben 
einem Moment M die Kraft P = — K aus, wobei K durch (10.9) gegeben, nach 
(10.3) also 


3a 3.2, 
P (1 ~ ily), (10.11) 


ist, sofern man sich von Anfang an auf kleine Werte von W beschränkt und 
Terme höherer als erster Ordnung in » unterdrückt. Führt man noch W sowie 
mit —m7,, —O ¢ die Trägheitskräfte ein, so lautet das d’Alembertsche Prinzip 
für die Scheibe 


—mi,+P=0, W-99-M-P(,-r)=0, (10.12) 


wobei P die zu P konjugiert komplexe Kraft ist. 

_ Wenn man jetzt neben 7, auch e, nach (10.10) also ebenfalls 7, als klein 
annimmt, so folgt aus der zweiten Differentialgleichung (10.12) für stationären 
‚Betrieb (M = W) in erster Näherung g — 0, so daß man mit der Winkel- 
geschwindigkeit 2 


G= 27 (10. 13) 

setzen kann. Die erste Beziehung * 12) lautet dann mit (10.10) und (10.11) 
bE 3a zZ 

Bu ei 2!) = 0 10.14 

ua m al ity) ln - : ( ) 


1) C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 775. 
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und dafür kann man mit den Abkürzungen 


- V5 RE (10. 13] 
2; mi: ? 8 Bu or 

| 
von denen die erste die kritische Winkelgeschwindigkeit bei Abwesenheit dé 


Momentes W darstellt, schließlich auch | 


(LA REINE (10. 14 
schreiben. | 
Die Differentialgleichung (10.16) besitzt das partikuläre Integral 


das nach (10.15) für W + 0 beschränkt bleibt. Das Torsionsmoment hat mithaf 
zur Folge, daß ©, nicht mehr als kritische Winkelgeschwindigkeit ausgezeichf 
net ist. Andererseits lautet die allgemeinste Lösung der reduzierten Differentia 
gleichung (10.16) 


Ss 


= ARE Bew. (10.144 
wobel 


2 ol (10.14 


bei der auf Torsion beanspruchten fliegenden Welle — und dies entspricht def 
bereits in Ziffer 9 festgestellten Instabilität — jede Winkelgeschwindigkeit 
als kritisch betrachtet werden. 

Diese Ergebnisse, die in diesem Sonderfall mit denjenigen von R. GRAMMEL|J 
nicht übereinstimmen, scheinen auf den ersten Blick auch mit der Erfahrun 
schlecht im Einklang zu stehen. Sie erklären sich aber theoretisch mit dé 
bereits gemachten Feststellung, daß die Auslenkung 7, nicht in die Wirkung 
linie der Kraft P fällt und daher in (10.9) der imaginäre Klammerterm del 
jenige ist, der bei einer Näherungsrechnung in erster Linie berücksichtigt weiß 
den muß. Ferner ist in Wirklichkeit auch hier neben der endlichen Dicke dd 
Welle die Dämpfung zu berücksichtigen, welche wenigstens für kleinere Wer? 
von W die Eigenschwingung stabilisiert, während gerade für geringe W dd 
partikuläre Integral (10.17), wenn auch keine unendlich große, so doch eirf 
beträchtliche Amplitude besitzen kann. Praktisch ist also damit zu rechnet | 
daß unter kleineren Torsionsmomenten die Winkelgeschwindigkeit 2, durclf 
aus noch kritisch ist, während mit zunehmendem W die Eigenschwingurf 
gefährlicher wird und von einer - von der Dämpfung abhängigen — Winkef 


1) C. B. Biezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 800. 
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geschwindigkeit © an zu unwillkommenen Erschütterungen und schließlich 
zum Bruch führen kann. Um dieser letzten Gefahr zu begegnen, muß die 
Dämpfung groß und der Betrag des Imaginärteils von A klein gehalten, nach 
(10.19) und der zweiten Beziehung (10.15) die Welle mithin kurz und biegesteif 
ausgeführt werden. Damit dürfte — wenigstens bei der fliegenden Welle unter 
starker Torsionsbeanspruchung — die Möglichkeit einer Stabilisierung durch 
Steigerung der Drehzahl dahinfallen. 

Mit diesen Ergebnissen ist im wesentlichen nur die Problemstellung für 
weitere Untersuchungen gegeben, die zum Teil bereits im Gange sind. Ferner 
wäre ein Vergleich mit Versuchsresultaten äußerst wünschenswert, da ja durch- 
ius denkbar ist, daß die hier und in Ziffer 9 festgestellten Anomalien erst unter 
Lorsionsmomenten merklich werden, die praktisch nur selten realisiert sind. 


Summary 


Thin rods or shafts, subjected to thrust and torsion, become unstable under 
certain load. Starting from the well known CLEBSCH-KIRCHHOFF equations and 
\pplying three different systems of reference, the author establishes differential 
iquations and boundary conditions for the buckling problem as well as the 
»roblem of critical speed. He proves that the purely statical method usually 
‚pplied is legitimate only in the absence of torsion, the axial moment being non 
fionservative. Treating the simple case of a built-in free rod as a vibration prob- 
em, he shows that an axial moment of arbitrary size gives rise to an instability. 


“Eingegangen: 15. 8. 1950.) 
5 -D 5 
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Eine Lösung für | eb(x +acosx) dx 


Von KARL EMDEN, Zürich 


In nebenstehendem Schema ist C ein Plattenkonden- 
sator, dessen Plattenabstand d sich periodisch ändert: 


C d=d,(l-asinod). 


Es ist deshalb 
1 


ET Sn 


(NE, 


dQ  1-asinwt U 
0 
dE RICE 2 R 
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nach Q auf, so erhalt man: 


t a 


t a — an ie cos wt | 
u =4 = ST: T RC oRC | 
DR ge tare cost) Uy Je Wet (a 
> RR t | 
le = 208 wt | 
ro TREE | 
Es stellt sich also die Aufgabe, das unbestimmte Integral 
JAP Wee”) dx (1 


zu lösen. 
Zuerst suchen wir eine Lösung für den Fallab < 1. Es wird 


. : il i b cos x + sin x . 
ferret) dx À ee (1 + a b cos x) dx (1 _ a b? ae = ye 


b 1 -- 52 


Lot 4 = Bee sin ot Be cos w t (iW 
Se 2G Da een a 1+ 22 
a? b2 Dun > ab: = b(x+a cos x) 

= 21 + 62) sn2ot + 2(1 +5) COS AO — CAC Je 5 


Der erste Teil der rechten Seite der Gleichung (1) stellt einen abklingenden Vc 
gang dar. Der zweite Teil muß dagegen eine stationäre Schwingung ergebelf 
Deshalb muß man für die allgemeine Lösung folgenden Ansatz machen: | 


fe? +52 qy = Re x (A, sinn x +B, cosn «) | «tr psc 
Be a An k j n © 
Differenziert man die Gleichung (4) nach x und dividiert dann durch e?(**#c0 
so erhält man: 


il oo 


if 
D, 


ae A, cosnx—n B, sinn #) + (1 — asin #) 


1 Da 


oo 
x (40+ >» (Ap sin ny Br, cos 
ni 


Diese Gleichung führt nach Anwendung der Additionstheoreme der trigonometil| 
schen Funktionen leicht zu folgender, in Tabellenform geschriebener Gleichur 


Glieder mit 


const | i A Ben = 1, 
2 
. | Ba a B 
Srey, = SC AL = WA Zu 
b 1 aA, + 3 OR 
N ARE 

COS x . b 155, 2 =), 
L 2 IS} a B ih 18x 

9 io 2 1 Dae 
sin 2 # b + A, 3 | a — 0, 
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Glieder mit 


cos2 x — u 2 = 0, 

sin 3 x eh = i 

wee = as > ae aa en 
sin 4 x TE, sD Se 

usw. + = Je = zo) 


Wird in unserem Integral a = 0, so wird die Lösung e®*/b. Es folgt daraus, daß 
dann À, = 1 und alle A, = B, = 0 sein müssen. Alle Werte A, und B, müssen 
sin Glied mit a derart enthalten, daß ihre Werte für a = 0 selbst gleich 0 werden. 
Der Gleichung (3) entnimmt man, daß für sehr kleine Werte von a b die Werte A, 
und B, einen Faktor mit a und die Werte A, und B, einen Faktor mit a? enthalten. 
Dann folgt sofort aus der obersten Zeile der Gleichung (5), daß A, nebst dem 
Wert 1 noch ein Glied mit a? haben muß. Aus Zeile cos x folgt, daß A, und B, 
aoch Glieder mit a? haben müssen. Die Bedingungen der Gleichung (5) zwingen 
zu folgendem Ansatz: 


A NT rei, a Ant aA, een 
ie, — | 3 5 7 
A,=a Ay + 4° Ay, + 4° AS GRAS + 
ai 3 5 7 
B,=a@ By + 4° By + a By + a7 Big + -.., 


An 0" A, 4+ a2, + @° As a" Aas = 


2 mo 110518 8 
G7 1B Ta Boa, UE eee, 


IN 


a® A, + usw. 


Saßt man alle Glieder mit a der Zeilen sin x und cos x der Gleichung (5) zusam- 
men, so folgt: 


1 be 
Soy OR ul Ay ale 1462 ? 
. daraus D 
1 
b Ahr | Bro 0 By = = Tae 
b2 
aus Zeile 1 folgt: Ag = À 2(1 + b?) 


30 lassen sich zwangsläufig alle Glieder der Reihen 4, und 4,, B, bestimmen. Für 
4, erhält man: 


a? b? 34404 
Bee 2-1! (1 + 52) LE 22.21 (1 + 52) (22 + 6%) 
SD AIR. 
Sr 23.31 (1 ae b?) (22 ae b?) (82 4 b?) , 
Eq? (a b)2” 


se y ses (22 + Bb)... (v2 + 5)" 
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Die Reihe fiir B, findet man aus der Reihe 4, durch den Ansatz 


DUT, 
HS an 


Alle übrigen Reihen erhält man aus den Bedingungen der Gleichung (5). Dil 
Reihen konvergieren, denn ihre Glieder nehmen "schneller ab als diejenigen de 
Reihe für | 


Yı- Dun | 
1 + | 


Das Integral er) dy läßt sich durch den Ansatz y= x + n/2 leicht au 
das Integral der Gleichung (2) zurückführen. 


(Eingegangen: 13. 6. 1950 bzw. 27. 2. 1951.) 


Bemerkungen zur Arbeit von K. Emden 
«Eine Lösung für | eb(*+acosx) dx» 


Von HEINZ RUTISHAUSER, Zürich?) 


Die Differentialgleichung für den Schwingkondensor 
il 5 | 
PONS ste yd (b > 0) ( 


hat genau eine periodische Losung (mit der Periode 2 z), nämlich 


Oe be ?(#+acosa) | e*b(x+acos x) dx. ( 


= 


x 
— co 


Der Verfasser gibt hiefür die Fourier-Entwicklung an, wobei die Koeffizienten 
und B,, komplizierte Reihen in den beiden Variablen a und 5 sind. 

Es sei hier darauf hingewiesen, daß sich die A, und B, einfacher durch Kette) 
bruchentwicklungen bestimmen lassen, insbesondere linker: derselbe Kettenbru 
alle Koeffizienten oe und B,: 

Mit dem komplexen Fourier-Ansatz für die Lösung von (1) 


, 


=> x, (a) e pee (wobei «, = as) 


=i) 


findet man durch Einsetzen in (1): 


+00 a a : 
> |: n +a, Klee | BUNT fs 
— CO 
oder (Koeffizientenvergleich) : 
x A — & | 
hin a= On ra ae to + a Im) =1, ( 
à : in a | 
Lin wy S(O Ton, (1 7 ) + 24 el. ( 


1) Institut fiir angewandte Mathematik der ETH. 
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“4 man jetzt «,,,/4, = B,, so erhält man aus (4) nach Division durch &, offen- 
ar: 


oder 


Pa-ı dE 


Die Formel (5) definiert die Zahlen Bo, B,, Bj, ... durch unendliche Kettenbriiche?), 
aus denen man leicht die Koeffizienten «, oder auch die Koeffizienten A,, B,, 
der reellen Entwicklung von K. EMDEN bestimmt. Es ist nämlich «, = ay Bo, und 
weil ja «, reell sein muß, nach (3): 


1 


A =< 
oes 1 + aIm(B,) 
1 3 
(41 — 7 By) = a = % Bo 
2 (6) 
1 
2 (4% t By) = ax = dy Bra 


(Eingegangen: 27. 2. 1951.) 


Beobachtungen an Wirbelrohren 


Von HERBERT SPRENGER, Zürich’) 


G. RANQUE?) hat einen interessanten Apparat angegeben, in dem mit Hilfe 
siner Wirbelkammer expandierende Gase in warme und kalte Teilströme sepa- 
‘iert werden können. Später hat R. HırscH®) Dimensionen und Meßresultate 
seiner Konstruktion veröffentlicht. Die Erklärung der Vorgänge im Wirbelrohr 
scheint bis heute noch nicht einwandfrei gelungen zu sein). Es dürfte deshalb 


1) Die B, sind die Teilbrüche des Kettenbruchs 


2) Institut für Aerodynamik, ETH. 

3) G. RANQUE, J. Phys. Radium [7] 4, 112—114 (1933). 

4) R. Hicscu, Z. Naturf. 1, 208—212 (1946). 

5) R. M. Micro, Indust. Eng. Chem. (1946), Mai, S. 5, und Dezember, S. 5—16. — G. BURCK- 
"ARDT, Z. Naturf. 3a, 46—51 (1948). — D. S. WEBSTER, Refrigerating Eng. 58, 163—171 (1950). — 
..D. Furton, Refrigerating Eng. 58, 473—479 (1950). — D.rer Haar und H. WERGELAND, Kong. 
lorske Vidensk. Selskab 20, Nr. 15, 55—58 (1948). — Roy MACGEE, Jr., Refrigerating Eng. 58 
74—975 (1950). — F. ScHhuLtz-Grunow, Kältetechnik, 2, H. 11, 273—274 (1950), und VDI. 92, 
Ir. 36, S. 1018 (1950). — K. Erser und M. Hocn. Z. Natur. 6a, 25—31 (1951); 


| 
| 
| 
| 
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a 


von Interesse sein, Beobachtungen mitzuteilen, die im Laufe der letzten zwi 
Jahre in unserem Institut gemacht worden sind. | {| 

Das Schema eines Wirbelrohres ist in Figur 1 wiedergegeben. Durch die Düs 
und Einlaufspirale strömt in das Rohr vom Innendurchmesser D mit Drall pr 
Zeiteinheit die Gasmasse m, ein. Der Zustand des Gases vor der Expansion un 


Fig. 1 
Wirbelrohr. Schema eines Demonstrationsmodelles mit Glasrohren, Spiraleinlauf und Blende nz 
Hırsch (pp = barometrischer Außendruck; alle weiteren Abkürzungen sind im Text erklärt) 


sein Verhalten dabei sind bestimmt durch die (CGS)-Daten: p, = Druck, £,| 
Temperatur, M,= Molekularmasse, x = Adiabatenexponent, c, = spezifis 
Wärme. Mit Rohren, deren Länge L> 25 D ist, erhält man gute Temperat 
separation. Ein Teil |(m;,./m,) m,] des Gases entweicht abgekühlt nach links, und 
Rest strömt durch die «Expansion» erwärmt nach rechts. Beim Hilsch-Rohr 
auf der Kaltluftseite als Begrenzung der Einlaufspirale eine Blende von bestim) 
tem Durchmesser eingebaut. Es läßt sich damit die Trennwirkung verbessern u 
(infolge p,> p,) die Mengenverteilung durch Drosseln eines Regulierhahns elf 
stellen. 

An einem wärmeisolierten Wirbelrohr dieser Bauart wurden Druck-, Tem; 
tatur- und Mengenmessungen ausgeführt. Die von HırscH veröffentlichten 
sultate konnten verifiziert werden. In Figur 2 sind die Dimensionen des Appara. 
und die MeBergebnisse für konstant gehaltenen Eintrittsgaszustand (fp, to) u 
Mengendurchsatz (m,) zusammengestellt. Die Mengen-Temperatur-Charakte 
stiken zeigen das Betriebsverhalten des Wirbelrohres. Die Energiebilanz die 
als Maß für die Meßgenauigkeit; es sind dabei die Kälte- bzw. Wärmeleistung | 


m 
9% DC ( ty) ( +) Mm 
D 0 h Mo 0 


und 


Qu = Cp (by — to) (= Mo: | 


Mo 
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lo — te Mp 
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Fig. 2 
Betriebscharakteristiken eines Wirbelrohres, Bauart Hirsch. 
Rohr D = 1 cm @, Düse d= 0,24 cm &, Blende B = 0,5 cm g. 
Luft: my = 4,71 g/s, % = + 20°C, D; — 4,89 bar, PB = 0,966 bar. 
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Wenn man die Druckluft von p, auf p, in einer idealen Maschine adiabatis 
expandieren ließe, würde sich die Luft abkühlen um AN: 


/ 1 
Adie == I | LS Nee Tu ’ 


NE 
\ Pr i 
wobei T, = 273 + t,. Für das Beispiel nach Figur 2 läßt sich mit 7, = 2937 


Ea ee ee = 506 ud) eis Anz = Are 
k AD 


berechnen. Durch den Drosselvorgang nach JOULE-THOMSON würde sich die L. 
nur um ATp~ 1°C abkühlen. Mit Hilfe des Wirbelrohres konnten a 
bis AT, = 38°C, aber auch Erwärmungen bis AT, = 100°C erreicht werden! 

Für die Messungen wurde die Luft aus dem Druckluftnetz der ETH. entna 
men. Beim Unterschreiten des Taupunktes treten auf der Kaltluftseite Wass 
kondensation und Eisbildung auf. Die Vermutungen, daß die LuftfeuchtigH 
am Trennvorgang mitbeteiligt sei, wurde durch den Versuch widerlegt. Bei 
wendung getrockneter Luft aus Druckflaschen ergab sich eine geringe Verbe 
rung der Kühlleistung. 

Größere Wirbelrohre erzeugen Lärm im Bereiche der Schmerzgrenze (Sck 
filter sind sehr wirksam). Die Geräusche ändern sich mit der Mengenverteilx 
und sind bei den tiefen Temperaturen besonders charakteristisch. L. F. Rya 
hat bei seinen Temperaturmessungen an Oberflächen, die stark turbulex 
Strömungen ausgesetzt sind, dieselben Beobachtungen gemacht. Diese Tatsac 


A,=O265 cm D=Iem 
! 


KK 


Fig. 3 
Stehende Schwingungen in einem warmseitig ganz geschlossenen Wirbelrohr (Auf- und Se | 
sicht, gezeichnet nach Photoaufnahmen). Im Bilde, unten, ist (zehnmal verkleinert) das Schema | 
Anlage gezeigt. | 

| 
bestärken die Vermutung, daß bei den Temperaturseparationen instationäre N} 
gänge maßgebend beteiligt sein könnten. — Die stehenden Wellen in Figur 3 fl 


1) J. ACKERET, On Aerodynamic Cooling Effects, Ricerca sci. 20, Nr. 12, 1926-1927 (198 | 


L. F. Ryan, Experiments on Aerodynamic Cooling, Mitteilung Nr. 18 des Instituts für Aerodyr3 
an der ETH. (1950). N 
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In einem warmseitig ganz geschlossenen, horizontal gelagerten, langen Wirbelrohr 
aach KUNDT mit Lycopodiumsamen sichtbar gemacht worden. Bei L = 35 D 

war ein lockerer Wattepfropfen im Rohr zum Abschirmen störender Luftbewe- 

zungen. Die Rohroberflache und somit auch die im Innern eingeschlossene Luft 

Er die Temperatur /r = #, = 32°C, so daß die Schallgeschwindigkeit in der 
uft 


= 
a = |/— x T,, = 35000 cm/s 
M, 


wird (FR 8,314 - 107 = absolute Gaskonstante, M, = 28,96). Der Abstand zweier 
BBP in cidesknoten betragt eine halbe W due (= 4/2), so daß sich mit 
E= = » À die Frequenz » berechnen läßt. Man er- 
xennt deutlich, daß die intensive kurzwellige 
Schwingung (vy, = 130 kHz) durch eine langwel- 
ige stehende Schwingung (», = 7 kHz) moduliert 
wird. Die U Itraschallfrequenz vy, könnte durch 
lie Expansion der Luft in der Düse angeregt wer- 
len. Bei überkritischem Druckverhältnis treten 
n Gasstrahlen Verdichtungs- und Verdünnungs- 
snoten auf, deren Frequenz dem Düsendurch- 
nesser (d) proportional ist. Beim verwendeten 
Wirbelrohr ist », von dieser Größenordnung. In 
»inem genau doppelt so großen Wirbelrohr konnten 
een der halben Frequenz gemessen wer- 
len. Die hörbare Schallfrequenz läßt sich durch 4 
Resonanz im Rohr erklären. ( I 2 

Bemerkenswert ist die Tatsache, daß sich Er- 
varmungs- undAbkühlungseffekte bei der Expan- 
ion von Gasen auch ohne Verwendung einer aus 
Zinlaufspirale und Blende bestehenden Wirbel- 
kammer nachweisen lassen. In Figur 4 (links) wird 
rezeigt, wie sich der in einer Düse erzeugte Gas- 
trahl tangential in das Rohr einblasen läßt, so Fig. 4 
laß eine Rotationsbewegung entsteht. Sofern das Bei einseitig geschlossenen Rohren 
Rohr genügend lang, innen glatt und einseitigganz erhitzt sich die Wandung, wenn 
‚der teilweise geschlossen ist, können starke Er- darin Gase rotierend bewegt wer- 
värmungen erreicht werden. Beim Versuch nach Ge an IRRE elu) 
2 5 : Fe und L > D ist. 

“igur 4 wurden einfache Probierglaser und zum 

Messen der Oberflachentemperaturen (Zr) Thermo- 

olorfarben benutzt. Die Innenwand des Röhrchens rechts war rauh. Sand der 
Xörnung 0,02cm wurde mit Wasserglas homogen aufgeklebt. Die Rohroberfläche 
rwärmte sich gegenüber ¢, nur um etwa 5°C. Der Wirbelrohreffekt scheint aller- 
lings noch vorhanden zu sein. 

Ähnliche Versuche führten zu der bedeutsamen Erkenntnis, daß der Wirbel- 
ohreffekt durch Rohre mit veränderlichem Durchmesser (divergent, konvergent, 
‚ewellt bzw. kugelig) sowie durch Krümmungen der Rohrachse nur wenig beein- 
lußt wird. Abweichungen vom Kreisquerschnitt wirken sich jedoch ähnlich wie 
Nandrauhigkeiten aus. 

Die Oberflächentemperaturverteilung eines einseitig ganz geschlossenen Neu- 
ilberröhrchens (1 1,02 cm Durchmesser und L = 30 D) wurden mit Thermo- 
lementen bei verschiedenen Einströmrichtungen (x) des Luftstrahles gemessen 


= Öbar 


À à = ter 
À 4-27 
À 50m 
diem 


re 
I 5 10 
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(siehe Figur 5, links). Die gesamte, auf Spiralbahnen entlang der Wandung ei 
strömende Luftmenge erlebt das Rohr wieder durch denselben Querschnitt hi 
durch, aber in Nähe der Achse. Die Rohrwandung hat eine hohe Temperatu 
Weil ihr aber keine Wärme entzogen wird, ist 4, — {, gemessen worden; die Ed 
giebilanz ist demnach in Ordnung. | 

Läßt man nun aber auch einen Teil der Luft aus dem bisher geschlossen4 
unteren Rohrende entweichen, dann tritt dieser Teil erwärmt und der bei d 
Strahldüse zentral ausströmende Rest abgekühlt aus. Die Anordnung auf Figur 
rechts ist also ein Wirbelrohr einfachster Bauart. 


Druckluft b=20°C 
= bbar, p,=16ar 


A RD D 


DT cm d= 0,15 cm b,=62° >t, 
Fig. 5 


Oberilächen- und Lufttemperaturen bei einem Wirbelrohr einfachster Bauart. 


Blast man Gase mit geeigneter Temperatur und Geschwindigkeit in lan 
einseitig (ganz oder teilweise) geschlossene, ungefähr achssymmetrische Ho) 
räume hinein, dann entstehen Heizeffekte, die Schaden verursachen, aber auch. 
Nutzanwendungen führen können. 

Figur 6 et diesen Prozeß an einem einseitig geschlossenen Rohr a 
thermoplastischem Material. Das Zelluloidröhrchen (0,74 : 0,8 cm Durchmess: 
wird im Bereiche der hohen Wandtemperaturen durch den Innendruck aun 
blaht. 

Das Resultat eines Wirbelrohr-Schmelzprozesses ist nach den Schnittbildé 
der Objekte gezeichnet worden (Figur 7). Preßluft von 20°C wurde mit Drail 
lange Bohrungen innerhalb eines Paraffinklotzes (Schmelztemperatur ¢, = 57° 
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eingeblasen. Mit der oben austretenden Luft gelangen nur einzelne Paraffin- 
tropfen ins Freie. Bei diesem Vorgang können vier Zonen unterschieden werden. 
In der Zone I bleibt die Rohrwand unverändert, weil /r< it, ist. Die Schmelz- 
und Abbauwirkungen treten in der Zone II auf. Diese kann wieder in drei Be- 
reiche, a, b, und c, unterteilt werden. Die Oberfläche ist innerhalb a körnig-rauh, 
ım Bereiche b und c geschmolzen-glatt-gewellt, im Gebiete c sammelt sich nach 
einiger Betriebszeit auf vorher geschmolzenem Grund an andern Stellen abge- 
bautes Material an, spiralförmig dünenartige Wälle bildend. Längs der Zone III, 
von L = 10 D an, ist die unveränderte Innenwandung mit fein granulierter 


2=6ler 
L-C 
d=0Llom 
D=0 86m 


Yj 


Ln 
Wa 


CE 
ex 
| 
BE 


CUD 


Fig. 6 


Wirbelrohrvorgang erhitzt einseitig geschlos- 
senes Rohr aus thermoplastischem Material 
und blaht es auf. Wirbelrohrvorgang bewirkt SchmelzprozeB. 


Fig. 7 


Substanz kompakt ausgekleidet. In der Zone IV können nur vereinzelte lose oder 
in die Wand angeklebte Partikel vorgefunden werden. Die Zonen II und IV 
Jleiben stets durch einen schlauchförmigen, engen Kanal miteinander in Verbin- 
jung. Beim Versuch nach Figur 7 rechts konnte ein Teil der erwärmten Luft 
ınten austreten; sie führt auch einige Paraffinstückchen durch die Auslaßboh- 
ung hindurch mit sich, sofern deren Verstopfen verhindert wird. 

Zum Untersuchen der Auswirkung von Flieh- und Corioliskräften auf den 
Wirbelrohrprozeß wurde ein Neusilberrohr mit der Wandstärke 0,01 cm, dem 
nnendurchmesser D = 1 cm und der Lange L = 26 D in 20 D Abstand zwischen 
wei Kugellagern gehalten und mit einem leichten Luftturbinenrad (aus Hart- 
ummi) angetrieben (siehe Figur 8). Mit diesem rotierenden Wirbelrohr konnten 
lie an Hand der Figur 5 beschriebenen Versuche wiederholt werden. Man kann den 
wuftstrahl im Rohrdrehsinn einblasen bzw. mit der entgegengesetzten Dreh- 
ichtung. Bei den Versuchen ließ sich die Winkelgeschwindigkeit w~ 5000/s nur 
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mit etwa + 10% Genauigkeit konstant halten; ein Stroboskop diente zur Dreh 
zahlmessung. Die Resultate in Figur 8 dienen nur zur ersten Orientierung. Trot 
der relativ kleinen Umfanggeschwindigkeit des Rohres (etwa 2500 cm/s) sind beix 
Versuch mit dem einseitig ganz geschlossenen Rohr deutliche Verschiebungen dé 
Temperaturgrenzen für die beiden Relativdrehrichtungen zu erkennen. Die Ten] 
peraturen wurden mit Thermocolorfarbe Nr. 1 bestimmt (Farbänderung bei 40°} | 
von Weiß in Hellblau). Die verschiede 
schraffierten Bereiche sind nach der Fart] 
sättigung abgeschatzt. | 

In verschiedenen, aus Glas hergestellte] 
Wirbelrohren (D = 0,4 bis Scm) wurde} 
die Bewegungsmechanismen beim Betrieh] 
mit Luft sowie mit Wasser beobachtet ur 
verglichen und als einander sehr ähnlich 
gefunden. Den Strömungsmedien sind vel 
schieden schwere sichtbare Partikel beig+f 
mischt und deren Bahnkurven verfolgt wolf 
den (teilweise bei stroboskopischer Beleuclf 
tung). Figur 4 (links) zeigt, sehr schematis 
skizziert, die Kinematik im einseitig gaı 
geschlossenen Wirbelrohr. Langs der Rohif 
wand strömt auf Spiralbahnen (S,) das G 
oder die Flüssigkeit ein und fließt teilweisf 
auf kleineren Radien ebenso wieder zurüdf 
(Ss). Zwischen diesen beiden Strömungen if 
stark turbulenter Austausch (A) wirksam 
Weiter befindet sich im Innern dieser u 
kehrenden Drallströmung ein Wirbelkeï} 
(T = Trombe), durch den hindurch der Reif 
des Mediums zurückfließt. In kurzen Wirbdl 
rohren (totale Länge < 6 D) bildet sich elf 
stabformiger Wirbelkern aus, der sich zentrff 
auf die Rohrabschlußfläche aufsetzt. 
längeren Rohren endet die Trombe auf dif 
Zylinderwandung (Z) und bildet gewissch 
maßen eine um 90° abgebogene, umlaufendf 


if 


À | 


NN 
WU 


Fig. 8 


Rotierendes Wirbelrohr. 


Kanal einer Radialturbine), durch die hindurch Teilchen aus der Wandnähe zf 
Rohrachse und weiter zentral (durch die Blende) auf die Kaltseite gelang 
können. Eine ähnliche, sekundäre Ringwirbelströmung (S,) mit Kern und 
klingendem Drall bildet die Fortsetzung des mehrfach verzweigten Bewegun 
systems. | 
Wird der Regulierhahn (siehe Figur 1) etwas geöffnet, dann überlagert si 
den Strömungen eine axiale Komponente; das Einzugsgebiet der Trombe ve 
schiebt sich gegen größere L/D. Bei weiterem Öffnen des Hahns verschwindik 
der 90° abgebogene Trombenschlauch und die Sekundärströmung (S,). Der Eif 
fluB der Strömungen im Wirbelkern auf die Separationsvorgänge (4, < ty < Z, uf 
bei Gasgemischen M, > M, > M,,) ist quantitativ noch nicht untersucht worde 
| 


(Eingegangen: 31. 1. 1951.) 


1) Vgl. J. ACKERET, L, F. Ryan, F. ScuuLTz-Grunow, K. ELSER und M. Hoc. ce; 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


Arnold Sommerfeld 


_ Am 26. April starb im 83. Lebensjahr in München an den Folgen eines etwa 
vier Wochen vorher erlittenen Verkehrsunfalls A. SOMMERFELD, einer der bedeu- 
tendsten deutschen Physiker seiner Generation. Es war ihm noch vergönnt, fünf 
von geplanten sechs Banden seiner Vorlesungen iiber theoretische Physik in end- 
gültiger Form der Nachwelt zu übergeben, nur ein Band, die Thermodynamik, 
blieb unvollendet. 

Früh schon, als er noch Privatdozent in Göttingen war, wandte sich sein Inter- 
esse den technischen Anwendungen der Mathematik zu, was von seinem Lehrer 
F. KLEIN tatkräftig gefördert wurde. Aus dieser Zeit stammt das von Lehrer und 
Schüler gemeinsam veröffentlichte Standardwerk über die Theorie des Kreisels, 
das unter vielem anderem auch die mathematischen Grundlagen für die viel 
später in die Wellenmechanik eingeführten «Spinoren» bereits implizite enthält. 
Von Anwendungen der Theorie auf technische Probleme sind SOMMERFELDS 
Theorie der Schmiermittelreibung und seine Beiträge zur drahtlosen Telegraphie 
am bekanntesten geworden. 

F. KLEINS Pläne, seinen Lieblingsschüler SOMMERFELD unter die angewandten 
Mathematiker einzureihen, wurden jedoch durch W. C. RÖNTGENS Initiative mo- 
difiziert, der SOMMERFELD 1906 als Professor für theoretische Physik nach Mün- 
shen berief, das seit dieser Zeit sein ständiger Wohnsitz bleiben sollte. Dort 
-ntwickelten sich die bereits in Göttingen von C. RUNGE und W. VoIGT empfan- 
genen Anregungen zur Theorie der Spektrallinien nach Aufstellung des Bohr- 
schen Atommodells (1913) zu großer und entscheidender Fruchtbarkeit, die in 
seinem grundlegenden Werk Atombau und Spektrallinien ihren sichtbaren Aus- 
lruck gefunden hat. Daß diesem Buch später ein Wellenmechanischer Ergänzungs- 
yand nachfolgte, gibt Sommerfelds wissenschaftlicher Arbeit eine größere Ge- 
schlossenheit, indem er seine alte Meisterschaft in der Handhabung der Mathe- 
matik der Wellentheorie nunmehr auch der Theorie des Atombaues dienstbar 
machen konnte. 

. SOMMERFELD vereinte in glücklicher Weise den Typus des Forschers und des 
_ehrers, wie es nur wenigen gelungen ist. Zahlreiche Professuren für theoretische 
>hysik in den verschiedensten Ländern wurden mit Schülern SOMMERFELDS 
esetzt, die jetzt, um ihn trauernd, sein Werk fortsetzen werden. W. PAULI 


| 
| Kongresse auf dem Gebiet der reinen und angewandten Mathematik 


_ In Oberwolfach in Baden besteht seit einigen Jahren ein Mathematisches For- 
chungsinstitut unter der Leitung von Prof. Dr. W. Süss, in welchem deutsche 
Mathematiker ihren wissenschaftlichen Forschungen nachgehen können. Das In- 
titut bemüht sich auch um die Herstellung eines engen Kontakts zu den Mathe- 
natikern des Auslandes. So hat es im November 1950 eine «Tagung der Mathe- 
natiker beiderseits des Rheins» veranstaltet, an der neben zehn Gelehrten aus 
frankreich auch vier Schweizer Vertreter teilgenommen haben. 

Das Centre national de la Recherche scientifique in Paris hat vom 8. bis 
3. Januar 1951 einen großen Kongreß über «Les machines à calculer et la pensée 
\umaine» durchgeführt, an welchem hauptsächlich die Fragen der großen Rechen- 
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| 
automaten behandelt wurden. Es waren alle Länder vertreten, in denen sort 
Maschinen gebaut oder betrieben werden. 

Die jährliche Tagung der Gesellschaft für angew andte Mathematik und Me 
chanik fand in der Zeit vom 28. bis 31. Marz 1951 in Freiburg im Breisgau stat? 
In fast 70 Vortragen wurde die beachtenswerte Entwicklung der angewandte| 
Mathematik vor allem in Deutschland seit dem Kriegsende FR | 

Die Unesco versammelte am 29. Mai 1951 die Fachexperten von etwa vieil] 
zehn Staaten in Paris, um die Gründung eines internationalen Zentrums fü 
angewandte und numerische Mathematik zu besprechen. Holland, Italien unf 
die Schweiz ziehen es in Betracht, sich als Gastland zur Verfügung zu steller 
E. Stiefll 
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Grundriß der Astrophysik. Von H. SIEDEnToPF (Wissenschaftliche Ve 
lagsgesellschaft, Stuttgart 1950). 306 S., 114 Abb.; DM 28.50. 


Der Grundriß der Astrophysik von H. SIEDENTOPF kann hinsichtlich der Sto 

auswahl als die modernste Einführung in die Astrophysik gelten. Die zwölf Kapit 
behandeln Aufgaben, Methoden und Instrumente der astrophysikalischen Fo | 
schung, Zustandsgrößen, inneren Aufbau und Entwicklung der Sterne, Proble | 
der Sonnenphysik (3 Kapitel), die interstellare Materie und kosmologische ET 
bleme. Somit beschäftigt sich das Werk mit der Astrophysik im engeren Sinni 
unter Ausschluß der Stellarstatistik, des räumlichen Aufbaues, der Kinemati# 
und Dynamik des Sternsystems. Wie problematisch eine solche Abgrenzung is 
besonders wenn sie nicht konsequent durchgeführt wird, erfährt der Leser in del} 
kleinen Abschnitt über den Aufbau des Sternsystems, welcher in das Kapitel üb 
die interstellare Materie hineingezwängt ist, oder im Schlußkapitel, wo ausfü 
lich über die Kinematik der extragalaktischen Sternsysteme berichtet wird, oh 
daß vorgängig etwas über die Kinematik in unserem Sternsystem mitgete 
worden ist. Aber auch die Astrophysik im engeren Sinne ist ein so umfangreich /# 
Gebiet, daß ihre Behandlung, besonders wenn instrumentelle und methodisch 
Fragen stark berücksichtigt werden sollen, auf 300 Seiten nur möglich wir 
wenn man sich entweder auf das Grundsätzliche beschränkt oder aber rein Hi 
schreibend vorgeht und auf die Deduktion selbst der einfachsten Formeln ve 
zichtet. Der Autor hat den zweiten Weg gewählt und kommt damit all dd 
Lesern entgegen, welche nicht in die Astrophysik eindringen, sondern nur bef} 
läufig über ihre Ergebnisse sich rasch orientieren möchten. Daß das Buch nici 
deduktiv aufgebaut ist, kommt auch darin zum Ausdruck, daß die einzelnel} 
Kapitel unabhängig und in beliebiger Reihenfolge gelesen werden können. Wei 
kommt der Autor dem Leser dadurch entgegen, daß er aktuelle und allgeme 
interessierende Probleme, selbst wenn sie noch so ungeklärt sind wie das Koron 
problem, die radiofrequente Strahlung, die solar-terrestrischen Beziehungen nf 


| 
die Kosmologie, in den Vordergrund Schtept zugunsten der Behandlung grunf 
sätzlicher, vielfach aber etwas spröder Probleme. Das Buch, reichlich mit gutef} 
Bildmaterial ausgestattet, wird bestimmt einen weiten Leserkreis finden; es kaıl) 
zur Vermittlung von Beobachtungstatsachen auch angehenden Physikern uf 
Astrophysikern empfohlen werden, sofern der Lektüre Buches eine Vertiefusfl 
in den Grundlagen vorausgegangen ist oder nachfolgt. | 
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In Ergänzung zu dem umfangreichen, aber unv ollständigen Druckfehlerver- 
eichnis sei noch auf folgende Versehen hingewiesen: Die auf Seite 163 mitgeteil- 
en optischen Tiefen sind mit einer durch einen Druckfehler entstellten, inzwi- 
chen aber berichtigten Formel des Rezensenten berechnet worden und bedürfen 
iner Korrektur. Die auf Seite 171 geäußerte Ansicht, die Fackeln erscheinen am 
sonnenrand als Ausbuchtungen desselben, muß jedenfalls mit allergrößtem Vor- 
vehalt aufgenommen werden. Auf Seite 173 muß die Reihenfolge in der ersten 
spalte lauten: Flecken, Flecken, Fackeln, Ca-Flocculi, Proluherangen Auf der- 
elben Seite, 7. Zeile von unten, muß es heißen 14,1844 statt 10,1844, auf Seite 172 
Mitte 7°15’ statt 7515. Die auf Seite 196 SEccHI zugeschriebene Entdeckung der 
Polarisation des nono kommt EDLUND zu, der sie schon 1851 beobachtet 
at. M. Waldmeier 


Elektronenoptik. Bd. 1: Grundzüge der theoretischen Elektronenoptik. Von 
1. À. RUSTERHOLZ (Verlag Birkhauser AG., Basel 1950). 249 S., 118 Abb. ; sFr. 29.—. 


Die Bedeutung der elektronenoptischen Geräte hat in den letzten zehn Jahren 
uBerordentlich zugenommen. Viele Gebiete der modernsten Technik wären ohne 
iese Geräte undenkbar. Vor allem sei an die Kathodenstrahlröhre erinnert, die 
eute beinahe universelle Anwendung gefunden hat, sodann an die Röhren der 
nodernen Fernsehtechnik (Bildaufnahmeröhren, Sekundärelektronenverviel- 
acher), an die Röhren der Radartechnik. Sie beruhen alle auf der Anwendung der 
resetze der Elektronenoptik. 

' Dr. A. RUSTERHOLZ hat sich das Ziel gesetzt, die heutigen Kenntnisse über 
‘lektronenoptik zusammenzustellen und zu ordnen. Im vorliegenden ersten Band 
ommen die Gundlagen der Elektronenoptik zur Darstellung. In einem zweiten 
sand sollen alsdann Probleme der angewandten Elektronenoptik behandelt wer- 
en, wie Kathodenstrahlröhre und Elektronenmikroskop.- 

' Ausgehend von der Darstellung der Bewegungsgesetze des Elektrons im homo- 
enen elektrischen und magnetischen Felde und des Begriffes der elektronenopti- 
chen Brechung im re und en Felde werden als erstes 
ie rotationssymmetrischen Felder behandelt. Es werden in einem weiteren Ka- 
itel die Elektronenbahnen für rotationssymmetrische Felder abgeleitet und dis- 
utiert und sodann die elektrischen, magnetischen sowie elektromagnetischen 
insen behandelt. Ein Kapitel ist der Diskussion der Bildfehler gewidmet. An- 
thlieBend kommen zweidimensionale Felder zur Sprache, als Anwendung davon 
as Elektronenprisma. Als letztes kommt der Elektronenspiegel zur Darstellung. 
_ Der Autor, der seit Jahren auf dem Gebiete der Elektronenoptik tätig ist, 
at den ganzen Stoff sehr übersichtlich und klar zusammengestellt und bearbeitet. 
ie Literaturangaben sind dem lehrbuchartigen Aufbau dieses Buches entspre- 
end zusammengestellt und gehen daher nicht überall auf die Originalarbeiten 
ırück. Der Text ist von einer Vielzahl guter Figuren begleitet. Das Buch kann 
dem, der sich mit Elektronenoptik beschäftigt oder sich in dieses Gebiet ein- 
‘beiten will, voll empfohlen werden. N. Schaetti 


_ Technological Applications of Statistics. By L. H.C. Tipper (John 


liley & Sons, New York 1950). 189 pp.; $3.50. 


Der Verfasser ist ein englischer, aus der Schule von PEARSON und R. A. FISHER 
srvorgegangener Statistiker, dessen Gastvorlesungen am Massachusetts Insti- 
ite of Technology im Jahre 1948 im vorliegenden Buche publiziert werden. In 
esen Vorlesungen waren die Zuhörer zur Hauptsache in der Industrie tätige 
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Ingenieure mit zum Teil sehr geringer statistischer Ausbildung. Tatsachlich gelinj | 
es a Autor, mit erstaunlich wenig Voraussetzungen aus den Mathematik ur} 
Statistik die wichtigsten Methoden der angewandten Statistik in Fragen d | 
Materialprüfung, Qualitätskontrolle knapp end klar darzustellen. Die Beschré 
bung der Methoden erfolgt stets an Hand praktischer, aus der Industrie gewoif 
nener Beispiele, haupisschlien aus der Textilindustrie oder Metallurgie. Dem bé 
liegenden Inhaltsverzeichnis kann entnommen werden, daß die wichtigstef 
Methoden der angewandten Statistik, abgesehen von der Sequentialanalysis, df 
nur gestreift wird, dargestellt werden. Mathematische Beweise fehlen vollkorf 
men; der Verfasser richtet sich in erster Linie an den Leser aus der Praxis. DI 
Buch kann zu einer ersten Orientierung über statistische Anwendungen in df 
Industrie bestens empfohlen werden. 1 | 

Inhaltsverzeichnis: Part I: The Routine Control of Quality. 1. The Measunf 
ment of Quality. 2. Theory of the Control Chart. 3. Practical Application of t} 
Control Chart Procedure. 4. Statistical and Technical Details in Applying t 
Control Chart Procedure. 5. Control of the Fraction Defective. 6. Special Appif 
cations and Adaptations of the Control Chart. 7. Acceptance Sampling.— Part I] 
Investigation and Experimentation. 8. Experimentation and the Statistical Theo 
of Errors. 9. Practical Application of the Statistical Theory of Errors. 10. Appi 
cations of the Analysis of Variance: Basic Forms. 11. Applications of the A 
lysis of Variance: Composite Forms. 12. Applications of Correlation Analy 
13. Planning and Investigation.—Bibliography. Index. W. Sax: 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von H. Hornicu (Springer-Verlag 
Wien 1950).-216 S., 34 Abb.; sFr. 19.80. 


Das Buch enthalt etwa den Stoff, der in einer tiblichen Vorlesung tiber Fu 
tionentheorie dargeboten wird, und gliedert sich in zehn Kapitel: komplexe Zahldi 
differenzierbare Funktionen, Potenzreihen, Integrale im Komplexen, Satz vi 
Caucny, isolierte Singularitäten, Reihen von Funktionen, analytische Fortsd 
zung, Untersuchung spezieller Funktionen, algebraische Funktionen und ihf 
Integrale. Am Schluß jedes Kapitels sind einige einschlägige Übungsbeispiele aff 
sammengestellt. Als besondere Gegenstände seien die Abbildung des geradlinigll 
Dreiecks, die Eulerschen Integrale sowie die im letzten Kapitel gegebene kur | 
Darstellung der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale mit spezieller A 
wendung auf die elliptischen Funktionen hervorgehoben. Klar und faßlich gf 
schrieben und auf das Wesentliche beschränkt, ist dieses Buch auchin den Häf 
den des Ingenieurs eine wertvolle Hilfe. A. Pflug 


Classical Mechanics. By H. GOLDSTEIN (Addison-Wesley Press, Call 
bridge [Mass.] 1950). 399 pp.; $6.50. 

Es handelt sich hier um ein Lehrbuch, das vor allem für den Studierendil! 
der Physik von großem Wert sein wird. Der Leser sollte vielleicht schon dl 
wenig mit der elementaren Mechanik vertraut sein, da dieselbe knapp im erst} 
Kapitel zusammengedrängt ist. In den folgenden werden die klassischen Meth 
den der analytischen Mechanik in sehr lebendiger Weise entwickelt und unter 4 | 
derem auch auf das Zweikörperproblem und den Kreisel angewendet. Das Bu 
gibt aber viel mehr, als der Titel vermuten ließe: So findet sich ein Kapitel ütf| 
die spezielle Relativitätstheorie und ein weiteres über die Darstellung von Felde: i 
also Systemen mit unbeschränktem Freiheitsgrad, mit Hilfe des Lagrange- u H 
Hamilton-Formalismus, welchem in den quantisierten Feldtheorien eine zentr #¥ 
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Bedeutung zukommt. Überhaupt besteht durch das ganze Buch hindurch die 
D kreuliche Tendenz, den Leser auf die moderne Physik vorzubereiten. Viele 
| Begriffe, die normalerweise erst in der Quantentheorie entwickelt werden, kom- 
‘men hier in durchaus natürlicher Weise schon im Rahmen der klassischen Mecha- 
nik zur Sprache. So wird zum Beispiel im Kapitel über die Kinematik des starren 
‚Körpers die Cayley-Klein-Parametrisierung behandelt und ihren Zusammenhang 
‚mit den Pauli- Spinmatrizen aufgezeigt. Die mathematischen Mittel sind lege 
‚den Problemen so angepaßt, daß sie eine elegante, wenn auch nicht immer elemen- 
‚tare Behandlung ermöglichen. Am Ende eines jeden Kapitels befinden sich inter- 
lessante Übungsaufgaben aus allen môglichen Gebieten der Physik sowie Litera- 
‚turangaben. Durch das ganze Buch weht ein frischer Zug, indem es glücklich ver- 
meidet, die Mechanik Aa in sich abgeschlossen darzustellen, ne, dem Studie- 
‚renden den Weg zu neueren Entwicklungen weist. E. Weibel 


| Statistical Decision Functions. By A. Warp (John Wiley & Sons, 
iNew York 1950). 179 pp.; $5.00. 

| Das Buch bietet eine Zusammenfassung und Erweiterung der von WALD in 
‚den letzten zehn Jahren entwickelten Theorie der «statistischen Entscheidungen ». 
‚Es handelt sich um ganz allgemein gehaltene Untersuchungen von grundsätzlicher 
‚Bedeutung. Bemerkenswert ist der von WALD dargelegte Zusammenhang dieser 
‚Theorien mit von NEUMANNS Arbeiten über die Theorie der Spiele. A. Linder. 


| Fundamentals of Acoustics. By L. E. KINSLER and A.R. Frey (John 
Wiley & Sons Inc., New York 1950), 516 pp.; $6.00. 

|} Das vorliegende Werk ist als Lehrbuch für das gesamte große Gebiet der 
‚Akustik gedacht. Es ist dabei selbstverständlich nicht möglich, den ganzen um- 
fangreichen Stoff erschöpfend zu behandeln. Das Buch wendet sich in erster 
‚Linie an den Studenten und soll ihm helfen, einen allgemeinen Überblick zu ge- 
winnen und die grundsätzlichen Zusammenhänge zu erkennen. 

Die ersten neun Kapitel erfassen ungefähr den Stoff eines einsemestrigen Kur- 
ses als Einleitung. Ausgehend von einer sehr klaren Darstellung der elementaren 
Schwingungslehre werden die Schwingungen von Saiten, frei schwingenden und 
ER Stäben, kreisförmigen Membranen und Platten behandelt. Es 
folgt die Ableitung der ebenen W he die ausgiebig diskutiert und 
but Fortpflanzungsprobleme angewendet wird. Daran schließt sich die Behand- 
lung der sphärischen Wellengleichung an, die in klassischer Weise dann auf die 
Strahlung führt, wobei als besonders wichtiges Beispiel die Kolbenmembran und 
ihre D chiedenen Eigenschaften, wie die mechanische Rückwirkung der Strah- 
lung, die Richtwirkung usw., behandelt werden. Ein weiteres Kapitel ist den 
Helmholtz-Resonatoren gewidmet, wobei auch die elektrischen Analogien be- 
handelt werden. Es wird gezeigt, wie diese Analogien für die Behandlung ver- 
schiedener Filterprobleme angewendet werden können. Schließlich werden die 
wichtigsten Absorptionsprobleme gestreift, die infolge der Viskosität und der 
Wärmeleitfähigkeit der Luft auftreten, dann aber auch die Absorption der 
Schallwelle in einer porösen Schicht sowie die molekulare Absorption usw. 

Nach diesen mehr einleitenden Abschnitten schließen sich weitere sechs Kapi- 
tel an, in denen typische Anwendungen technischer Art behandelt werden. Zu- 
nächst folgen einige instruktive Beispiele von Lautsprecherberechnungen, und 
zwar sowohl von direkten Strahlern als auch von Hornstrahlern. Daran schließt 
sich eine kurze Behandlung der grundsätzlichen Eigenschaften einiger wichtiger 
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Mikrophontypen an. Es folgt dann ein Abschnitt über das Ohr und die physiolo: 
gische Akustik, der sehr geschickt redigiert ist. Das Kapitel über Raumakustilf 
ist notwendigerweise äußerst summarisch gehalten, ebenso die beiden letzten 
Teile, die Wasserschall und Ultraschall behandeln. | 

Das ganze Buch zeichnet sich durch eine einfache und saubere Darstellung} 
aus; zur Erhöhung der Übersichtlichkeit sind bewußt alle Literaturangaben weg f 
gelassen worden. Als sehr instruktives Lehrbuch und Einführung in das Gesamt } 
gebiet der Akustik ist das Werk sehr zu empfehlen. W. Furresf 


Einführung in die Funktechnik. Von F. Benz (Springer-Verlag, Wier 
MOS) RE Gq MOND ee EEE 

Die Einführung in die Funktechnik von F. Benz, welche 1937 erstmals eri 
schien, ist 1950 in vierter, wesentlich ergänzter Auflage herausgekommen. Sager] 
wir es gleich eingangs: unter Wahrung des dem Werke eigenen Charakters isif 
seine Neubearbeitung vollkommen geglückt. In der Zunahme des Umfanges vouf 
ursprünglich 411 Seiten auf 736 Seiten drückt sich einerseits die bedeutende Ent 
wicklung aus, welche die Hochfrequenztechnik in der Zwischenzeit durchgeif 
macht hat, anderseits aber vor allem das unbedingte Streben des Verfassers nack 
Verbesserung und Vervollständigung seines Buches. Der stoffliche Inhalt, a 
verhältnismäßig begrenztem Raume in sorgfältigster Auswahl und in bemerken: 
wert knapper Form geboten, überrascht durch seine Reichhaltigkeit. Die Dar 
stellung zeichnet sich durch Übersicht und Klarheit aus und überschreitet nie ei 
gewisses einfaches, aber immerhin notwendiges Maß von Voraussetzungen. Dal 
Buch ist ebenso als Handbuch wie als Lehrbuch zu verwenden, aber immerhi 
wie der Titel sagt, im Sinne einer Einführung. Die neuen Zweige der Hochfre 
quenztechnik sind nach Möglichkeit berücksichtigt, so unter anderen da 
Gebiet der Hohlleiter und die modernen Formen der Elektronenröhren. Ein ei 
gehendes Inhaltsverzeichnis und Register erleichtern das Nachschlagen. De 
Reichtum an Abbildungen, Tabellen und nützlichen Formeln, überhaupt d 
ganzen Ausstattung ist hohes Lob zu spenden; daran hat der Verlag seinen gebühl® 
renden Anteil. F. Tank 


| 


Fastperiodische Funktionen. (Die Grundlehren der mathematische 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Bd. 61.) Von W. Maak. (Springer-Verlag 
Berlin 1950.) 240 S., DM. 24.60. | 


Die Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen wurde im Jahr 
1924 durch den jüngst verstorbenen dänischen Mathematiker HAroLp Bon 
geschaffen. Eine reelle Funktion f(x) der reellen Variable x heißt nach Bon 
eigentlich fastperiodisch, wenn es zu jedem e> 0 eine Zahl L = L(e) gibt, 
daß jedes Intervall (a, a + L) eine Zahl t = r(e, a) (Fastperiode) enthält, fi 
welche |f(x+r) — f(x)| <e gleichmäßig in x gilt. Ein grundlegender Satz voll 
BOHR zeigt, daß jede eigentlich fastperiodische Funktion f(x) sich durch endlich | 
trigonometrische Polynome gleichmäßig approximieren läßt. Die ursprünglich 


Theorie von BOHR wurde nach zwei Richtungen weiter entwickelt: a) durch ei | 


setzen der Stetigkeitsbedingung durch allgemeinere Bedingungen (STEPANOF 
WEYL, BESICOwWITch); b) durch Verallgemeinerung auf beliebige Gruppen (d 
Bohrschen Funktionen sind die stetigen fastperiodischen Funktionen auf deff 
additiven Gruppe der reellen Zahlen). Diese Verallgemeinerung auf beliebigf 
Gruppen verdankt ihre Entstehung den Arbeiten von J. von NEUMANN, und sil 
bringt die Theorie der fastperiodischen Funktionen in engen Zusammenhang m! i 
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‘der Darstellungstheorie der unendlichen Gruppen. Das Buch von MaaKk befaßt 
sich ausschließlich mit dieser Verallgemeinerung. Für jede fastperiodische Funk- 


‘tion läßt sich ein Mittelwert definieren, w Le für sie dieselbe Rolle spielt wie 
if 


der Integralmittelwert lim 1/(2 T) 4 f(x) dx für die Bohrschen Funktionen. Der 
l = 

Hauptsatz der Theorie sagt, daB jeder invariante abgeschlossene Modul von fast- 
periodischen Funktionen eine Summe von endlichen invarianten irreduziblen 
Moduln ist. Besonders schéne und interessante Resultate erhält man bei kom- 
pakten Gruppen, da jede stetige Funktion auf einer kompakten Gruppe fast- 
eriodisch ist. 

Das klar geschriebene Buch kann dem Mathematiker empfohlen werden, der 
in die Theorie der fastperiodischen Funktionen und in die Darstellungstheorie 
der unendlichen Gruppen eindringen will. 


M. Plancherel 


Classicai Mechanics. By H. C. CORBEN and P. STEHLE (John Wiley & Sons, 
Inc., New York 1950). 388 pp., $6.50. 


Die Autoren des vorliegenden Buches stellten sich die Aufgabe, die klassische 
Mechanik im Lichte der modernen Physik erscheinen zu lassen. Dies heißt nicht 
aur, ihre Grenzen aufzuzeigen, sondern auch jenen Problemkreis von Fragen zu 
behandeln, die an diese Grenzen führen. In diesem Sinne findet man in diesem 
Buche die Darstellung der klassischen Mechanik mit besonderer Rücksicht auf 
jie Methoden, die für die Quantenmechanik von Bedeutung sind. 

Eingangs werden die kinematischen Größen definiert und, nach einem kurzen 
Ausblick auf die Differentialgeometrie, deren Ausdrücke in generalisierten Lage- 
xoordinaten abgeleitet. Es folgen die Definition der kinetischenGrößen, die Auf- 
stellung der Lagrange-Gleichungen und eine Diskussion von ersten Integralen. 
Anschließend wird die Hamilton-Theorie und deren Verallgemeinerung auf die 
Mechanik der Kontinua vorgetragen. Die Theorie der Berührungstransforma- 
ionen und ihre Anwendung zur Integration der Bewegungsgleichungen werden 
»ingehend behandelt. Die Klammersymbole von LAGRANGE und Poisson sind 
wusführlich diskutiert. Deren Nützlichkeit wird in der Störungstheorie und in 
ler Theorie der Integralinvarianten gezeigt. Schließlich kommen noch Quasi- 
xoordinaten zur Sprache, auf deren Bedeutung in der Kreiseltheorie und in der 
Theorie nichtholonomer Systeme hingewiesen ist. Das Bild der klassischen Me- 
thanik wird abgerundet durch eine kurze, mehr formale Darstellung der speziellen 
elativitätstheorie. 

Zahlreiche Beispiele sind, zur Illustration der Theorie, im Text verteilt und 
‚etzen sich hauptsächlich aus dem eingangs erwähnten Problemkreis zusammen. 
ie Methoden der linearen Vektoralgebra werden zusammengestellt und auf die 
Theorie kleiner Schwingungen angewandt. Gruppentheoretische Methoden zur 
Vereinfachung des Eigenwertproblems werden, an Hand von Molekülschwin- 
sungen, erläutert. Neben dem vielbehandelten N-Körper-Problem findet man 
sahlreiche Beispiele über die Bewegung von Elementarteilchen oder Ionen in 
‚lektromagnetischen Feldern. Literaturangaben verweisen auf die entsprechende 
juantenmechanische Behandlung vorliegender Probleme hin. Schließlich wird 
in ganzes Kapitel den modernen Teilchenbeschleunigern gewidmet. 
| Dieses didaktisch neuartige Buch vermittelt eine solide Basis als Ausgangs- 
yunkt für das Studium der Quantenmechanik, der statistischen Mechanik und 
icht zuletzt spezieller Probleme der technischen Physik. H. Derfler 
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Applied Nuclear Physics. By E. C. Pottarp and W. L. DAVIDSON (Johy 
Wiley & Sons, Inc., New York 1951). 352 pp.; $5.00. | 

Der Titel «Angewandte Kernphysik» ist für die zweite Auflage des Buchef 
von POLLARD und DAvipson weit zutreffender, als er es für die erste war. Dies] 
war kurz nach der Entdeckung des Uranspaltungsprozesses, zu einer Zeit alsd 
da noch keine «Atomöfen» die praktische Anwendung der Kernphysik in hand 
greiflicher Weise dokumentierten, erschienen. Aber auch in der zweiten Auflagf 
liegt das Hauptgewicht weniger auf der Besprechung der Anwendungen, die di 
neue Technik bisher gefunden hat — einige der nun schon klassischen Experf 
mente, die mit Spurenelementen durchgeführt worden sind, werden zwar zU | 
Illustration der Methode und ihrer Möglichkeiten angeführt —, das Hauptziel def 
Buches liegt vielmehr in der Vermittlung der kernphysikalischen Grundlageaf 
deren Kenntnis für jeden erforderlich ist, der sich die neuen Hilfsmittel auf irgend 
einem technischen oder wissenschaftlichen Gebiet zunutze machen oder au 
bloß ein Urteil darüber bilden will. In den einzelnen Kapiteln werden die Me 
methoden, die Eigenschaften der Kernstrahlungen, die induzierten und spo 
tanen Kernumwandlungen, die Akzeleratoren und die elementare Theorie d 
Uranpile gebracht. Literaturhinweise geben an, wo eine Beantwortung von Deta 
fragen zu suchen ist. | 

Was das Buch vor allem auszeichnet, ist, daß es äußerst lebendig geschriebeni 
und so dem Leser die Einführung in die experimentelle Kernphysik und die G{ 
winnung einer Übersicht über ihren heutigen Stand leicht macht. P. Preisweaff 


Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 bis 1946 (fiir d 
Buchhandel bestimmte Ausgabe der Fiat Review of German Science) (Dieteric 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden). Preis je Band DM. 10.—. 


Band 1 und 2: Reine Mathematik. Herausgegeben von W. Süss (Wiesbad 
1948), 316 und 265 Seiten. 

Prof. W. Süss und ein weiterer Kreis von Mitarbeitern, die dem unter sein} 
Leitung stehenden Forschungsinstitut in Oberwolfach angegliedert waren, hab 
sich der wichtigen Aufgabe unterzogen, die Fachwelt über die deutschen mat 
matischen Forschungen während des letzten Krieges zu orientieren. Dabei will 
in der Art einer Enzyklopädie jeweilen über die Publikationen eines größergd 
Teilgebietes der Mathematik zusammenhängend berichtet, so daß nun rüclll 
blickend die rege deutsche Forschungstätigkeit in den Jahren 1939 bis 1946 zf 
tage tritt. 

Für die Leser der ZAMP sei besonders auf die folgenden Artikel hingewiese/f 

Band 1. G. NOBELING: Allgemeine Mengen und veelle Funktionen. Die Beric 
von W. Macnus über spezielle Funktionen der mathematischen Physik, vdf 
J. Lense über Reihenentwicklungen der mathematischen Physik unterrichtef 
über zentrale, für die Anwendungen wichtige Forschungen. Auch der Artikel vd 
H.KNESER und E.ULLRICH über Funktionentheorieistin dieser Hinsicht lesensweif 

Band 2. Der erste Teil enthält eine umfassende Darstellung der Entwicklung«f! 
auf dem Gebiete der Differentialgleichungen und Integralgleichungen. K. MAHrUf 
behandelt die Potentialtheorie, M. Pint die partiellen Differentialgleichung¢ 
zweiter und höherer Ordnung unter besonderer Berücksichtigung der Anwel 
dungen auf die Mechanik und Strömungslehre. Ferner seien erwähnt die Berichf 
von H. BucHHoLz (spezielle Randwertaufgaben), H. BOERNER (Variationsrec f} 
nung), G. TAUTZ (Integralgleichungen), H. WIELANDT (Eigenwerttheorie) urfi 
G. K6rue (Funktionalanalysis) 1 
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| Neben den genannten Verfassern haben B. Bıruarz, G. Bor, M. DEURING, 
H. GERICKE, O. Haupt, P. JoRDAN, W. Maak, H. SEIFERT, E. SPERNER und 
W. THRELLFALL die mit den Anwendungen nicht so eng verbundenen Teile der 
Mathematik behandelt. 

Diese einheitlich geschriebenen und vorzüglich dokumentierten Fiat-Berichte 
2rgeben ein Nachschlagewerk von hohem wissenschaftlichem Wert zur Orientie- 
rung über die deutsche mathematische Forschung der Kriegsjahre. 15, SHOAL 


q 


Band 5: Angewandte Mathematik, Teil III: Mathematische Grundlagen der Strô- 
mungsmechanik. Herausgegeben von A. WALTHER (Wiesbaden 1948), 202 Seiten. 


Der Band über die mathematischen Grundlagen der Strömungslehre enthält 
acht Kapitel: 1. ideale Flüssigkeiten (GÖRTLER), 2. zähe Finke (GÖRTLER), 
3. Turbulenz (GÖRTLER), 4. Gasdynamik (SAUER), 5. Wärmeübergang (WIEG- 
AARDT), 6. Tragflügel, Propeller, Pumpen und Turbinen (WIEGHARDT), 7. Hydrau- 
ik (Karas), 8. mechanische Ähnlichkeit (SCHILLER). Die hervorragenden Be- 
arbeiter, welche selbst Wesentliches in ihren Gebieten beigetragen haben, sorgen 
ur die klare Darstellung der Grundgedanken wie auch für deren Einordnung in 
jle gesamte Entwicklungslinie. Das Buch vermittelt ein eindrucksvolles Bild über 
[lie Fortschritte der theoretischen Strömungslehre in Deutschland während der 
Kriegsjahre. Es gibt dem Leser eine rasche Einführung in die neueren Forschungs- 
Irgebnisse und eine sehr vollständige Literaturzusammenstellung. Ein Teil der 
Duellenangaben verweist auf Stellen, die leider auch heute noch schwer zugäng- 
ich sind, deren Existenz aber durch dieses Buch endlich einem größeren Kreis 
yekannt werden kann. N. Rott 


Band 6: Angewandte Mathematik, Teil IV: Geodäsie. Herausgegeben von 
\. WALTHER (Wiesbaden 1948), 116 Seiten. 


In dem vorliegenden Bandchen der Fiat Review werden unter der Bezeichnung 
seodäsie alle Probleme der Vermessung sowie der Plan- und Kartenerstellung 
it Ausnahme der Photogrammetrie zusammengefaBt. 

In einem ersten Teil von wenigen Seiten behandelt Prof. Dr. König die 
athematischen Grundlagen der Geodäsie. Es werden die Methoden zur Bestim- 
jaung des Erdellipsoides, zur Berechnung geodätischer Dreiecke und für die 
lartographische Abbildung dargestellt. Im zweiten, umfangreichern Teil berichtet 
Prof. Dr. M. Knetssv über den Stand der Geodäsie in Deutschland. Der Stoff 
Vrird in Abschnitte über Erdmessung, Landesvermessung, Kartographie, Kata- 
|ter- und Sondervermessungen, hen Wissenschaft und Forschung, Stu- 
ium und Ausbildung unterteilt. Beide Teile vermitteln einen vorzüglichen Über- 
lick und führen die einschlägige deutsche Literatur mit seltener Vollständig- 
eit auf. 

Die politische und militärische Entwicklung der Jahre 1939 bis 1946 brachte 
s mit sich, daß ein großer Teil der deutschen Arbeiten auf dem Gebiet der Geo- 
Jäsie der Vermessung ausgedehnter Länder galten. Manche der Studien werden 
Ihren Wert für die nun von der Internationalen Assoziation für Geodäsie an- 
lestrebte und teilweise in Ausführung begriffene Ausgleichung des europäischen 
Dreiecksnetzes behalten. F. Kobold 


Der von A. eros er herausgegebene fünfte Teil der Angewand- 
n Mathematik (Band 7 der «Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 
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bis 1946») befaßt sich mit einer Reihe von unterschiedlichen Gebieten, die d 
mathematische Methode benützen. Einige Teile werden kurz behandelt, da fi 
sie eigene Bände des Gesamtwerkes vorgesehen sind. Am meisten in Einzelheite 
gehen die Abschnitte über die Kinematik, mathematische Außen- und Inne} 
ballistik. Überall sind aber die Hauptgedanken angegeben, und die deutsch 
Literatur aus der Berichtszeit ist so weitgehend wie möglich berücksichtigt wa 
den. Da die einzelnen Kapitel von Fachleuten geschrieben wurden, die selbf 
maßgebend an der Entwicklung beteiligt waren, ui man eine gute und kla. 
Ubersicht über die Fortschritte, die ad der Kriegszeit in Deutschland g 
macht wurden. || 

Der Inhalt gliedert sich in dreizehn verschiedene Abschnitte. Das erste Kapitf 
(K. Hain und W. MEYER ZUR CAPELLEN) über die Kinematik ist dem Aufbag 
dem Bewegungszustand, der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsermittluy 
ebener Getriebe, ferner den räumlichen und Koppelgetrieben gewidmet. Sodaz 
werden noch Zahnradgetriebe und Kurvengetriebe berücksichtigt. Von H. Büc{f 
NER stammt eine Übersicht über die Entwicklung der Rechengetriebe. Alsdaıf 
folgen fünf kürzere Abschnitte über geometrische Optik (G. FRANKE), Krista 
geometrie (C. HERMANN), Anwendung der verschiedenen mathematischen Met 
den, speziell in der Starkstromtechnik (A.-W. Kron), mit einem kurzen Hinw 
auf die elektro-mathematischen Geräte, ferner über elektromagnetische Well! 
in Hohlleitern (H. BucHHoLz) und Geophysik (J. BARTELS). Die Ausführungj# 
über die mathematischen Methoden der Astronomie (K. SCHÜTTE), wo auswal 
weise die Literatur zur spharischen, theoretischen und stellaren Astronomie so 
zur Astrophysik angegeben wird, sind knapp gehalten. 

Im Abschnitt über die AuBenballistik (H. ATHEN) wird zunächst über 
Integrabilitat der Differentialgleichungen berichtet, wo insbesondere die Arby) 
von E. LEIMANIS, der mit Hilfe der Lieschen infinitesimalen Transformatio 
den allgemeinen Fall mit variabler Luftdichte und Temperatur angreift, eine \ 
einheitlichung der bekannten Ergebnisse bringt. Zur Sprache kommen weiter 
praktischen Integrationsverfahren und die Parameterentwicklung fiir ganze F1 
bahnscharen sowie die Störungstheorie und die linearisierte Theorie der Gesch 
pendelungen, schließlich die Anwendungen der Gasdynamik auf die Berechnull 
des Luftwiderstandes und der optischen Geschoßform bei Überschallgeschwindi! 
keiten. In der V2-Ballistik (R. ZURMUHL) stehen vor allem die Flugbahnbestig® 
mung, die Abschalttheorie und die Berücksichtigung der Störungen im Vordß) 
grund. Zitiert werden hier die Arbeiten des Instituts für praktische Mathema 
der Technischen Hochschule Darmstadt und der Heeresanstalt Peenemünilll 
Die Entwicklungen der mathematischen Innenballistik sind von J. Strecf 
dargestellt. 

Den Schluß des Bandes bilden die Kapitel über Kreiselgeräte (K. BEYER 
und die Reibung bei diesen (F. GoTTwALD). Es folgt dann noch das Inhalts 
zeichnis für die Teile I bis V der Angewandten Mathematik. E. Roth-Desmeïl 
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Raumgruppensymmetrie und Berechnungsmethoden 
der Kristallstrukturlehre 
Von ALFRED NiGGLt und PAUL Niacrt, Zürich!) 


II. Teil?) 


4. Die Strukturfaktoren, Auswahlregeln und die Fourier-Analyse 
zur Elektronendichtebestimmung 


Wie eingangs erwähnt, stellt die Kristallstrukturlehre zunächst zwei Auf- 
‚gaben: 

1. Um den geometrischen Beitrag zu bestimmen, den eine durch die Elemen- 
Itarbasis gegebene Teilchenmannigfaltigkeit an die Intensität der einer Netz- 
‚ebene (hkl) zugeordneten Röntgeninterferenzen leistet, hat man den gesamten 
‚Strukturvektor ® nach folgendem Verfahren zu ermitteln: 


FA 


Bory = Di prrilhxgthygtlzg) a 


g=1 


Die Summation erstreckt sich über alle Z konstituierenden Teilchen ; u, ist das 
| Streuvermögen eines herausgegriffenen Teilchens mit den Koordinaten x,, Ya 2g. 
Die (hkl) brauchen keine primitiven Tripel mehr zu bilden, denn ein gemein- 
isamer Faktor m drückt die Reflexion m-ter Ordnung an (hkl) des primitiven 
Indizestripels aus. 

2. Zur Berechnung der Elektronendichte in einem Punkt x vz des Elementar- 
Darallelepipeds dient die Formel 


oo 


Crys — = D? = Ox Fanny € nn (2) 


h= —o0 k=-w 


7 ist das Volumen des Elementarparallelepipeds. Man hat über alle (41), die 
viederum keine primitiven Tripel zu sein brauchen, zu summieren. Die Ampli- 
uden Fur) der an (hkl) reflektierten Strahlung stehen in Beziehung zur Be- 
lastung eines Elementarparallelogramms mit Elektronen ; wie eingangs bemerkt, 
assen sie sich wegen der Zentrosymmetrie der Effekte in zwei Anteile 4;) 
ind Bir, aufspalten, wobei 


Que UE — 4%, cos2n (hat ky +12) + Byyy sin2n (hx + ky + 12) 


1) Mineralogisch-Petrographisches Institut der ETH. 
2) Erster Teil der Arbeit siehe ZAMP 2, Fasc. 4, 217 (1951). 
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gilt. Einsetzen in (2) ergibt 


0 ar PA [Ay CoS2 (hx + Ry + 12) 


+ Bun, Sn2 a (hu + ky + l2)]. 


Indem man vorerst die Punkt- oder Flächenmannigfaltigkeit in Formen zu: 
sammenfaßt, erhält man für (1) 


D nf 


Du = We ee kyatlz a). (1? 
(h 2 2 ¢ | 


i= 


Darin erstreckt sich die erste Summation über alle ® verschiedenen Gitter] 
komplexe (Formen f), die zweite über alle n, zu einem Gitterkomplex gehölf 
rigen Basispunkte. Auf einfach primitive Zelle bezogen ist die Anzahl m de: | 
Basispunkte eines Gitterkomplexes bei allgemeiner Punktlage gleich der Ord] 
nung N; bei speziellen Punktlagen wird sie N/o,, N/@., ... mit den w, al 
Wertigkeiten der Punktlagen. Es mögen sich an der Basis y, Gitterkomplex 


natürlich @, + 91 + — ® ist. Dann wird die Gesamtzahl der Basispunkt 
ar N N ee 
Z=N po + Nee P2 7 : 


Das Streuvermögen u ist, wenn nicht gerade ein Substitutionsmischkristall vo 
liegt, für alle Punkte eines Gitterkomplexes dasselbe, so daß jetzt höchstens | 
verschiedene u-Werte auftreten. 

Analog wird bei der Formenaufspaltung (2) zu 


® nf 
1 ‚ 
Cus — 23 Ann, COS2 % (ha X + ka Y + Ly 2) | 
En rn sin 2 zt (h qtr I Roy bg z)], | 


wobei nun die verschiedenen Formen <(hkl)» mit / numeriert sind und die 
die zugehörigen Flächenzahlen bedeuten. Damit wird über alle reflexionsfä 
gen Netzebenen (hl) summiert. 

Der Vorteil dieses Summationsverfahrens besteht darin, daß bei gegebenil} 
Symmetrie die Gesetzmäßigkeiten, die für die Formen (Gitterkomplexe od 
Netzebenenscharenkomplexe) aus den Charakterentafeln ersichtlich sind, | 
Vereinfachungen führen. Sind Formen allgemeiner Lage vorhanden (9, > 
so gelten für die Gesamtheit nur die auf diese allgemeinen Formen bezüglich | 
Gesetze. Ist dagegen y, = 0, so können zusätzliche Regeln auftreten, die oft ein) 
Vieldeutigkeit in der Symmetriezuordnung zur Folge haben; diese Fälle sirf} 
aber von E. BRANDENBERGER und P. NiGGLi!) schon vollständig tabuliert. | 


1) E. BRANDENBERGER und P. NiGGLt, Internationale Tabellen zur Bestimmung von Kristal 
strukturen, Bd. I (Berlin, 1935). l 
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Für einen allgemeinen Überblick genügt es, die für Formen allgemeiner Lage 
gültigen Gesetze anzugeben, und zwar für eine allgemeine Form, da die Sym- 
metrieeigenschaften bei der Summation über mehrere Formen erhalten bleiben 
und sich zusätzliche Aussagen über spezielle Formen durch Einsetzen der 
Spezialwerte von selbst ergeben. Es sollen nur die Gesetzmäßigkeiten berück- 
sichtigt werden, die sich auf den geometrischen Anteil beziehen ; dieser geome- 
trische Anteil findet sich bei der Summation über eine Form <x yar oder 
<lhkl)> im Glied e27*@*+hy+72), 


a) Summation über die Punktlagen 


Zunächst werde das Gleichungssystem (1) bzw. (1’) betrachtet. (hk) wird 
constant gehalten, und es ist der Beitrag zu untersuchen, den ein Gitterkomplex 
xx yz) allgemeiner Lage in Abhängigkeit von der Raumgruppensymmetrie bzw. 
harakterentafel an den geometrischen Anteil leistet. Das geschieht durch Auf- 
spaltung des Strukturvektors in einen durch cos 2x (hx + ky + 12) bestimmten 
4-Anteil und einen durch sin 2a (hx + ky + 1z) bestimmten B-Anteil, wobei 
in beiden Fällen alle zu xyz gleichwertigen Koordinatentripel einzusetzen sind. 
Die so für eine allgemeine Form entstehenden A- und B-Anteile bilden den 
Strukturfaktor des Gitterkomplexes. 

Für x yz als Ausgangspunkt erhält man auf diese Weise cos 27 (hx+ky+z) 
= dy — 4, — 4, — a, und sin 2a (hx + ky + Lz) by + bi + by + bs. Die Be- 
deutung der Größen a,, 4, a, a, und by, 54, ds, bs geht aus der einer Charakteren- 
:afel analogen Darstellung Figur 14 hervor. 


cos2mhx © cosanky » cosanlz = 0, 

sin 27Tky Sin2 71 Z ==0, 

cos2nky » cos2mlz = b, 
sin 2mhx sinanlz =a. 
cos2mhx cos2nlz = A 
sin 27hx Sin amky = a, 
cos 2mhx cosamky = b, 
sinamhx © sinamky © sinemlz = b, 


Fig. 14 
Bedeutung der a- und b-Größen. 
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In symmorphen einfachen Raumgruppen gehören zu einem Gitterkomples 
entweder nur Koordinatentripel mit verschiedenen Vorzeichen (G-Tafeln), ode: 
zugleich solche mit Vertauschungen (andere Tafeln). Im ersten Falle ändert 
sich nur die Vorzeichen der a- oder b-Werte (wegen der Sinusglieder), im zweiter 
Falle auch die Art der Produkte aus Indizes und Koordinaten. So würde etw; 
für die Kopfzeile der Tafel K der Wert aç[K]zu cos2r hy - cos2rR x-cos 2 x la 
a,[K], &[K], a,[K], by LK], 0, [K], à LK] und 5, [X] erhält man daraus, weni 
man auf a,[K] den gleichen Algorithmus ausübt wie in Figur 14 auf a, [G]. 


Strukturfaktor 


Tabelle A Tabelle 8 
% b, % 
d, b a, 
a, b, a, 
8, B, 
8, 8, 
if ih 
T, 13 
% œ 


Vorzeichen wie oben: 
A-Anteil für P. = (0 mod 2)/2 B-Anteil für P, = (0 mod 2) 72 
B-Anteil für P, = (1 mod 4)/4 A-Anteil für Re mod 4)/4 


Alle Vorzeichen umgekehrt: 
A-Anteil für P, = (1 mod 2)/2 B-Anteil für P, = (1 mod 2)/2 
B-Anteil für P, = (3 mod 4)/4 A-Anteil für P, = (1 mod 4)/4 


Fig. 15 


Berechnung des Strukturfaktors 


nn — 


Für die den Deckoperationen von D,, entsprechenden Zeilen der Gru 
tafel G (ohne Zusatztranslationen) ergeben sich die zwei Tafeln X und B 
oberen Teil der Figur 15, wobei es sich um Summenglieder handelt, so dl 
beispielsweise für o, 


SSS 


ay — 4, — 42 — 43 und by + bi + be + bs 


resultiert. 

Indem man die Zeilen addiert, die nach Tabelle 2 den Symmetrieoperation| 
einer symmorphen Raumgruppe entsprechen, erhält man für einen allgemein 
Gitterkomplex den A- und B-Anteil. Wegen der verschiedenen Vorzeichfl 
heben sich dabei manche Glieder weg, und die Strukturfaktoren vereinfach 
sich wesentlich. Sie lauten in der üblichen Aufstellung für die hypokubisch 
bis kubischen symmorphen Raumgruppen mit einfach primitivem Elemen 
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parallelepiped entsprechend der Tabelle 4, die erstmals den Zusammenhang 
zwischen allen Strukturfaktoren dieser Raumgruppen offenbart. Diese Bei- 
‚spiele sprechen für die Zweckmäßigkeit des neuen Summationsverfahrens. 


Tabelle 4 
Die Strukturfaktoren der einfachen symmorphen Raumgruppen der hypokubischen Syngonie 
| (ohne rhomboedrische) 


S 4 B 
E 
Triklin a 1 | TERRA ee, ir ARE 
NZ i 
| Monoklin | C, | 2 | (— by + by) [G] 
C, | 2] > (au — 42) [G] (1 + bs) [GC] 
AR 0 
Ortho- Bee: | — 0, IG 
rhombisch | C,, | 4 a, [G] ba [G] 
Dp | 8 | 0 
Para- Ge Ne | db, + 05) [G + RK] 
Ébtragonal |.S, | 2 | + (a — 45) GER] (= 05 + bs) [G — K] 
Baer 0 
Holo- JB: | —b, [G+ K] 
tetragonal | C,, | 4 E = b,(G + K] 
2 D. 4 ul + K] Seas 
Dale 0 
Para- te 4 | r i Dy 117 : er Do [|G a Ge at Gi 
| kubisch ana PE CCE 0 
Holo- Ta|*+ | by (G+G’4 Git K K Kl 
kubisch O 4 | a[G+G’+G"+K+K’+K") | —b,[G+G’+G"+K+K’+K"] 
O, |8 0 


Sind die Elementarparallelepipede mehrfach primitiv, so ist das Resultat 
nit einem weiteren Faktor zu multiplizieren, etwa 


h+k 


CIE A COS Age eo 
ET) 
für I mit 2cos?2x ” RES 
RER k+l een 


wa eS U 
fur F mit “4°cos* 2 a 4 €0s? 2% —{— cos* 2m ——. 


Fiir die trigonalen und hexagonalen symmorphen Raumgruppen, bezogen 
uf orthohexagonales Elementarparallelepiped und zugehörige Koordinaten- 


| 
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werte, lauten die Strukturfaktoren entsprechend Tabelle 5, wobei jedoch inf 
allen diesen Fällen noch mit 2 cos? 2x [(4 + k)/4] zu multiplizieren ist, da bel 
einfach hexagonaler Translationsgruppe das orthohexagonale Elementarparallell | 
epiped basisflächenzentriert ist. Bei rhomboedrischer Translationsgruppq 
kommt ein weiterer Faktor dazu. | 


Tabelle 5 
Die Strukturfaktoren der trigonalen und hexagonalen (einfachen) symmorphen Raumgruppe! | 


2 
Para- Gx N nee 
trigonal CN? r (&o— 4% NC ES 0 
Holo- De (—b, + b,) (G+ H+ am] 
trigonal CARE. (a, — a) (G+ H’+ A") (by + Da) [G + H’ + H") 
Dat) 0 
Para- Can | 2 | (b, + be) [G + H’ + A") 
D te (Go — 43) [G + H’+ H"] (— by + ba) (G + H’ + H") 
Ce 0 
Holo- Ds, 4 b, [G TNT fab 
hexagonal | D, | 4 | - ro En —b,(G+ H’+ H") 
ore! | GG LE € HT HN b, (G+ H’ + u" 
rape las 0 


Die symmetriebedingten Gesetzmäßigkeiten, welche die Zeilenauswahl 
der Charakterentafel mit der Auswahl der Glieder im Strukturfaktor verknii 
fen, treten beim Vergleich der Tabellen 4 und 5 mit Tabelle 2 klar zutage. 

Liegt nun der Nullpunkt auf irgendeinem Symmetrieelement oder ist er u 
Viertel- oder Achtelwerte dagegen verschoben, oder hat man überhaupt di} 
reduzierte Charakterentafel einer nichtsymmorphen Raumgruppe vor sich, |f 
treten zu den x-, y- und z-Werten Zusatzgrößen hinzu, die den Charakteren en} 
sprechen. Dann muß beispielsweise in der Zeile «, zur Bildung von a, diff 
Produkt 

cos2ahx-sin2aky-sin2alz 
durch?) 


cos2ah-(%+ Tu + N) sn2ak(y+ F,)-sin2al (z+ T,,) 


ersetzt werden, zur Bildung von a, 


sn2ahx-cos2aky-sin2a lz 


DV Tst Ty, + Vy =n/2, so kann man + - oder — -Zeichen verwenden; für Viertelwerte siehe 1 
Beispiel die Figur 17. 
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durch 
sinZ ah (x + Ty + Vı)-cos2rk(y+ Ty) :sin2xl(z+ 7,,) 


usw. So entsteht für jede Zeile der Charakterentafel eine neue Summe der a- 
bzw. b-Werte, die aber, solange die (T,, + V;) nur die Werte 0, 4, 4 oder 3 an- 
nehmen (wie das für Nullpunkte auf Symmetrieelementen immer der Fall ist), 
in einfacher Beziehung zur entsprechenden Summe ohne Zusatztranslationen 
steht. Maßgebend ist für jede Zeile der Charakterentafel nur die Summe aller 

| mit den zugehörigen Flächenindizes multiplizierten Zusatzgrößen, also zum Bei- 

| spiel für «, der Ausdruck AT, + V;) + k Ty, +1 T,3. Nennt man diese Summe 

PR, und entsprechend AT, + k (Ty. + V,) +1 (Tis + V3) = P,, allgemein die 

| entsprechende Summe für eine beliebige Zeile P-, so gelten für den A-Anteil 

‚und B-Anteil je nach der Teilbarkeit der P; die Gesetzmäßigkeiten in der 

unteren Hälfte der Figur 15. 

Im folgenden sollen die Kongruenzen nicht mehr durch ihre Moduli bezeich- 
net werden. In abgekürzter Schreibweise wird jetzt O für 0,1, 2,...; 4 für 
>53 -safürs 3,3... und 3 für 2,2, +, ... gesetzt. Dann gilt: 

1. d =0, wenn alle P- der Doppelzeilen zueinander in der Beziehung 
P. > P., wie 0 > 4 oder 3—>0 oder 4 + 4 oder ? > ? stehen. 

2 b— O0 für, > BR wie0 > 0Oöder4 > 20der 2 > 20der2 >4. 

3.41=8a, für alle PF. +P. wie 0>0, und A=-3a, für alle 
oe >P,.wiez>4;B=38b, für P, > P, wie 0 > + usw. 

4. Wird ein vorhandenes Symmetriezentrum zum Nullpunkt gewahlt (redu- 
zierte Charakterentafel), so erhalten wegen P; = P;, die Beiträge beider Zeilen 
einer Doppelzeile an den A-Anteil gleiches, diejenigen an den B-Anteil entgegen- 
| gesetztes Vorzeichen, und damit wird B = 0. Daraus ergeben sich die an ande- 
‘rer Stelle!) mitgeteilten einfachen Regeln zur Bildung der Strukturfaktoren, 
‚zum Beispiel für D, , folgenderweise: Bei einfachen Raumgruppen in reduzierter 


Darstellung ist 


A,=/8a, = 800527 hx -cos2wky-cos2rlz, 


und es muß an Stelle der Kosinuswerte der Sinuswert eingesetzt werden 


für cos2x hx, wenn P, 
für cos2 a ky, wenn Ps | eine ungerade Anzahl von Halben ergibt. 


für cos2x/z, wenn P, 


‚Zugleich ändert sich beim Auftreten von Sinuswerten das Vorzeichen. Da aus 
‚Symmetriegründen stets nur zwei dieser drei P; die Bedingung dafür erfüllen 
‚können, wird 8 a, je nach den besonderen Verhältnissen in — 8 a,, — 8 a, oder 
— 8 a, umgewandelt. 


1) P. Niccrı, Acta crystallographica 2, 263 (1949); ZAMP 1, 71 (1950). 
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5. Bei mehrfach primitiven Elementarparallelepipeden kommen weitere 
Faktoren hinzu, wie sie S. 315 erwähnt worden sind. Es handelt sich dabei um 
cos? des Produktes aus 2 7/4 und einer bestimmten Summe von Indizes. Da die] 
Indizes ganzzahlig sind, werden die Faktoren 0, wenn die Summe ungerade ist} 
und 1, wenn sie gerade ist. Im ersteren Falle verschwinden die ganzen Struktur- 
faktoren; das ergibt die auf der Translationsgruppe beruhenden zntegralen Aus- 
lischungsgesetze. 

6. Die Zeilen &, 6, und y, in G entsprechen Symmetrieebenen. Wird der 
Flächenindex auf der Hauptdiagonale gleich Null gesetzt, also (OR/) für a, 
(h0l) für B, und (ARO) für y,, dann erhält man die Flächen in der Zone senkrecht 
zu den Symmetrieebenen. Für die Bildung der P; in diesen Zonen kommen nur 
die s-Charaktere in Frage. Bezeichnet man die aus ihnen entstehenden Produkt 
summen mit P,, so ergeben sich aus dem Verschwinden der Strukturfaktore 
für bestimmte Werte von P, die zonalen Auslöschungsgesetze, die sich also stets 
auf die sogenannten Leitzonen senkrecht zu Symmetrieebenen beziehen. Da diaff 
P, als Zusatzgrößen nur T;; enthalten, sind die zonalen Auslüschungsgesetza 
von der Wahl des Nullpunktes unabhängig; das ermöglicht ihre schon 1919 einifi 
geführte Verwendung als allgemeingültige Raumgruppenkriterien!) bei allge- } 
meiner Punktlage und beliebiger Nullpunktswahl. Die Auslöschungsgesetze fia 
Zonen senkrecht zu den Symmetrieebenen anderer Tafeln als von G ergeberil 
sich unter Berücksichtigung der Zuordnung von Tabelle 3 in ähnlicher Weise 

7. Bezeichnet man analog die nur durch die d-Charaktere bestimmten Prof 
duktsummen als P,-Werte, so liefert das durch sie hervorgerufene Verschwinif 
den der Strukturfaktoren die serialen Auslöschungsgesetze für Ebenen senkrechifl 
zu Schraubenachsen. Auch sie sind unabhängig von der Nullpunktswahl. | 

Aus diesen Ausführungen ist ersichtlich, daß sich für beliebige Raumgrupif} 
pen die Strukturfaktoren und die integralen, zonalen und serialen Ausléschungsif} 
gesetze für Gitterkomplexe allgemeiner Lage, sowie beim Einsetzen der besonif! 
deren Koordinatenwerte auch für spezielle Gitterkomplexe, unmittelbar auf 
den Charakterentafeln ergeben. Das beruht nur darauf, daß die Symmetrie del] 
Raumgruppe durch die Tafeln vollständig beschrieben wird; die Zusatzgrößenf) 
bestimmen ja sowohl die P.-Werte als auch unmittelbar die Charaktere. | 

Ist beispielsweise in der G-Tafel ein Charakter in der zweiten Spalte 1, sil 
bedeutet das, daß der zur betreffenden Zeile gehörige P,-Wert das Glied k/1l 
enthält usw. Man kann daher zu einer gegebenen Charakterentafel sofort diff 
entsprechenden Teilglieder der P. herausschreiben, etwa die zu P, gehörige | 
links und die zu P, gehörigen rechts. P. ergibt sich dann aus der Summe def] 
Pr und P,-Glieder. Zwei Beispiele mögen das erläutern. | i 

D3 „, bezogen auf einen Nullpunkt in D,, wird durch die Darstellung Figur 11] 
beschrieben. 


1) P..NicGu1, Geometrische Kristailographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 
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Der Strukturfaktor ergibt sich, wenn (+) gerade ist, wie für DL, zu 
A=8cos2ahx-cos2aky-cos2alz, B=0. Für (4+) ungerade wird 
dagegen A = 0, und B errechnet sich nach der Tabelle Figur 15 zu 


O1 | b+b+b+b 
O2 | —bo+b+b+b, 
oy by + 0, — bg — bg 
ky by +b, —b - 


— 8b, = - 8sin2nhx -sin2u ky -sin2 la. 


a 
fen 
oa 
=) 
OS 
HR 
bo 
oO 
w 


14) by — b, — by + bg | 


In der nichtreduzierten G-Tafel werden die zonalen Auslöschungsgesetze 
durch die P,-Werte der Zeilen «,, B,,y,, also P,, und die serialen durch die 
P,-Werte der Zeilen %, fz, y2, also P;,, bestimmt. Für D$, sind in der Zone 
(Okl) nur Ordnungen mit gerade, in der Zone (A0/) solche mit h gerade und 
n der Zone (hk0) solche mit (4 + k) gerade vorhanden. Besondere seriale Aus- 
‚öschungen treten nicht auf. 


D>,* (Nulipunkt in 0, ) 


dr 
1 1 1 oy 

A 
2 a 
(0) a 
2 

k 
2 B, 
0 B, 
0 i, 
Y 
2 
“fe 

Fig. 16 


| Charakterentafel und P-Werte für D3,. 


Als zweites Beispiel soll die flächenzentrierte Raumgruppe D}, bezogen 
if zwei verschiedene Nullpunkte, betrachtet werden. Wegen der Translations- 
uppe F sind die Strukturfaktoren nur dann von Null verschieden, wenn kein 


lied des Faktors 
+k 


h 
4 cos? 2z - a cos? 271 - 


k+l 2 A+! 
mr CUS 27 - 2 
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verschwindet, also nur dann, wenn entweder alle Indizes gerade oder alle un 
gerade sind. Figur 17 zeigt die Charakteren- und Koordinatentafeln, und zwal 
unter I bezogen auf einen an im ee und unter II bel 


24 
Dok 
I I 
Nullpunkt_in_Ci Nulipunkt in D, 
Charakterentafel : Charakterentafel : 
F F 
1 1 1 or 1 1 (ex 
nr 7 
0 0 a, 0 0 0 a, 
a, 1 1 7 a, 
= = = SS 
0 0 B, 0 0 B, 
1 
B, 7 B, 
ed FE a | Ze = } 
0 0 {, 0 0 if 
I 1 1 
2 T, 
Ze] 
(op 
> (0) 0 0 er 
Koordinatentafel : Koordinatentafe! : 
F F 
d 5 d 5 
x y zZ x y 7 
Er) kel 
0 y+% z+, =a 4 x + % y+1%4 z+%4 kit 
0 X 7% T+y, 3Ck+1) 0 x y = 0 
| ee 
0 x+% 2 2 +1 u. + x+414 | +t, | 2+14 -_ 
0 x+y y 7 +% 3(h+0 2 = y =F 5 
4 
— ult r — 
0 x «tf, y +14 zZ h+k > yay y+, 7+, Ark 
_ 3 _ _ _ 
0 7 +353 | 7+% 5 Sen) 5 x 5 2 5 
zen 
x D 2 x+t/, Fr zZ 


Bigg L7 


Charakteren- und Koordinatentafeln fur DE, bezogen auf zwei verschiedene Nullpunkte. 


der Sn hervorgeht, wenn man entsprechend do ee | 
um 5, gg zu allen negativen Koordinatenwerten 2 - § = 4 hinzufügt. | 

In den Koordinatentafeln ist an Stelle von + dee dr toe der Wi 
3 — } + 1 geschrieben. Aus den Charite lassen sich nun die P.-We: | 
in Abhängigkeit vom Bau der Indizestripel angeben ; sie sind für beide Aufst} 
lungen in Tabelle 6 zusammengestellt, wobei wieder 1 für 1 (mod 4) usw. ste | 

Setzt man die P.-Werte in die Tabellen der Figur 15 ein und addiert ll 
einzelnen Glieder, so erhält man für die verschiedenen Typen von (hkl) ll 
gende Strukturfaktoren : | 
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Aufstellung I 


Typus a und b: A=4(—4a,—4a,—4a—4a,), B=0; 
Typus c und d: À = 4 (4 ao — 4 à — 4 as + 44s), 47 0: 
Typus e und f: À = 4 (4 as — 4 a, + 4 a — 4 à), BU 
Typus g und Ah: A=4(4a,+4a4,—4a,—4a4,), VERA 
Typus 7 und Rk: And, Del; 
Typus J und m: A=4(-8a,), BU, 
Typus # und o: A = 4 (— 84,), B=0: 
Typus # und g: A=4(-8a,), B=0 
Tabelle 6 
a ZINN ZN I DI ES EN ES a OS PSE MIE BASS 
Bet! ER: =/3/8|=5 = s|S|s s|s|sıs sis s|S 
ndızesbau allgem. ne ae = =o S ah & = a = = a 
SSA NPA SAS | | AS A SE 
CA 0 Goo roro lo RON 02010101 00.1010 
0, 0 02] Bf 04 051102] ,0 MONI Oy OOO ON) 0- 1.0: 1,0 
= ‘A = EN 10 ou om od 21:00») ala 
3(k+1 
SR uam +] 21018 O0 oe Er | lo 
a h+1 a la |) at ald mil 
= B, > 2 |#] Oe) OAR on 0.) 20 oo one 
n 
ale fi eye I RER RAT oe ee 
7 oe Fl a sel rl Falco ceded ICO Pe oo Ee 
| 3 (h + k) 
=, 7183 23723,000/00,000 3 al aie 
0, 0 olololololololololololololololo 
h+k-+l 
LE 7 EME NC MEN ATEN NAN ARR a 2 
= h+k-+l 
Ro | |2#l4/4)#141#/4/8/#/0l0|41014)013 
cn 
BO 0 olololololo|olololololololololo 
£ h+k+l 
B A | lalaleleltlelelelalolojafola)o]a 
Bs 0 08.010210. Ko |e! Oe! 105) 0210 Non 1.0.1000 
n | TAY" 4lalalalalalalslslololslols)o|s 
Vo 0 on on |2081.0.1.0:|.0°1.0:1.0. 1.04|.051.0.1K0. 1.082031 0 
Typus: a Je ae al 2 | el ee 5 
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Aufstellung II 


Typus a,d, f, h: A=4(4a,+4), 
Typus 8, c, e, g: A=4 4a —40)), 
Typus À; 1, n, D: A=4:784,, 

Typus ?, m, 0,g: A 0, 


Die zonalen Auslöschungsgesetze ergeben sich aus den P,-Werten der Zei| 
len &,, By, Ya, Wie sie rechts neben die Koordinatentafeln der Figur 17 geschrie 


Fig. 18 


Charakterentafel für D{,. 


den Anteil des Strukturfaktors natürlich zu berücksichtigen. So gilt etwa fü | 
punkt im Symmetriezentrum gewählt wurde, ist B = 0. 
Für die G-Tafel treten keinerlei Zusatzgrößen auf; ihr Beitrag an den Strulf 


turfaktor ist daher unabhängig von (hl) gleich 


8a, = 8cos2ahx-cos2aky-cos2alz. 


Die A-Tafel enthält dagegen durchwegs //2, und sie trägt daher 8 a, [K] fii] 
gerade bzw. — 8 a, [K] für / ungerade zum Strukturfaktor bei. a, [K] hat de 


Wert 


8cos2rnhy-cos2nkx.cos2nlz. 


Damit lautet der gesamte Strukturfaktor: 


für / gerade 


A=8cos2nhx.cos2nky-cos2niz+48cos2nhy-cos2nkx- cos 2 x Al 


ben sind. Die Nullpunktswahl hat keinen Einfluß 
und man erhält für die Zone (Ol) Auslöschung 
für alle Flächen, bei denen nicht k und / gerad¢ 
und (k +7) durch 4 teilbar ist, und Analoges füll 
die übrigen Leitzonen. Besondere seriale Aus 
löschungsgesetze gibt es nicht, da die in Frag} 
kommenden Zeilen &, BP, y, keine spezielle 
d-Charaktere aufweisen. Immerhin geht sowol 
aus dem integralen Auslöschungsgesetz der Trang 
lationsgruppe F als auch aus den zonalen Au | 
löschungsgesetzen hervor, daß für beide Au 
stellungen in (400), (ORO) und (007) h bzw. || 
bzw. / gerade sein müssen. I} 

Enthält die Kopfzeile einer zweiten Tafel Zufl 
satztranslationen, so ist das für den entsprecheri|l 


| 
| 
| 
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für / ungerade 
A=8cos2nhx-cos2nky.cos2nlz— 8cos2nhy-cos2nkx: cos2x Iz. 


In den Zonen (hR0), (407) und (OR!) treten keine Auslöschungsgesetze auf, aber 
in der Zone (hl) sind nur Interferenzen mit / gerade vorhanden. 


b) Summation über die Flächen 


Das Summationsverfahren der Fourier-Analyse zur Bestimmung der Elek- 
tronendichte nach Formel (2’), S. 312, bietet in seinem geometrischen Teil gegen- 
über der erläuterten Summation über die konstituierenden Teilchenlagen nichts 
Neues. Das wird sofort deutlich, wenn man zunächst wieder einfache sym- 
morphe Raumgruppen (ohne Zusatztranslationen) betrachtet. Bildet man für 
ein festgehaltenes Koordinatentripel xyz die Summe über die gleichwertigen 
‚Flächen einer Form <(hkl)), so treten bei gleicher Symmetrie in den Aus- 
‚drücken en 2a (hx + ky + 12) lediglich an Stelle der Vorzeichenwechsel und 
allfälligen Vertauschungen der Koordinaten x, y,z die Vorzeichenwechsel und 
Vertauschungen der Indizes (hk/). Da aber stets nur die Produkte aus Index 
und Koordinate eine Rolle spielen, verhält sich (hkl) gegenüber (hkl) genau 
wie xyz gegenüber xyz usw. Somit gelten für die Form <(hkl)> in D,, ohne 
‚weiteres die Tabellen der Figur 15. 

Der Formenbeitrag in der Fourier-Analyse läßt sich auf die gleiche Weise 
‚berechnen wie der Beitrag der Gitterkomplexe an den Strukturfaktor. Es ist 
nur bei den Faktoren darauf Rücksicht zu nehmen, daß infolge des Friedelschen 
‚Gesetzes zu jeder Fläche die Gegenfläche hinzugefügt wird. Dadurch werden 
alle Formen zentrosymmetrisch, und beim Fehlen eines Symmetriezentrums ist 
die Zähligkeit der Netzebenenformen — mit Ausnahme gewisser spezieller 
Lagen — doppelt so groß wie die der entsprechenden kristallographischen Flä- 
chenformen. Da in nicht zentrosymmetrischen Raumgruppen Binary = — Pinky 
ist, sind in diesem Falle nicht nur die a, sondern auch die b der in Betracht fal- 
lenden Zeilen dopfelt zu zählen. So gilt etwa für C,,: 

Ay = Aven = Any = Am = Attn = Aa = Aa = Aran» 


N 


aber 

Burn = Ban = Bus = BG me Burn = a= Br Fa Biri) >= Baum) : 
a) b) c) _d) 

Zu einer Form in C4, gehören kl hkl hkl hkl 


and als an sich nicht gleichwertige Gegenflachen Akl hkl hkl hkl, 
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und man erhält: 


a) dy — 41 — do — Gg by + bi + Do + Vs 
Ay — 4, — Ag — A; — by + by + bo + ds 
b) a— 4+ 4+ 4; by — 0, + de + bd 
dp — di + 4, + ag by — 0, + be + Ds 
C) do + 4 — a+ as by + 01 — bg + Ds 
Ag + A — AT ag by + bi — bz + bs 
d) 49 + 43 + 4 — 43 by — b, — D + ds 
Ay + ay + ay — ag by — bi — by + bg | 
Summe 2-44—84 + 2 4b, = 8.5; 


Flächen, die auf gewöhnlichen Symmetrieelementen (ohne Schraubung ode 


eine geringere Flächenzahl N/@ als die Form allgemeiner Lage. Dies ist natür-f 
lich bei der Fourier-Analyse ebenso zu berücksichtigen, wie es bei der Summa- 
tion über die Gitterkomplexe geschah. 

Treten Zusatzgrößen (Gleitkomponenten, Schraubungskomponenten, Ab# 
stände der Symmetrieelemente vom Nullpunkt) hinzu, so entstehen für did 
Fring gleichwertiger Flächen Phasenverschiebungen. Wenn beispielsweise (hkl 
an sich mit (h kl) gleichwertig ist, die Zeile «, aber eine Zusatzgröße P, enthält} 
dann wird Fay; = e®" lu Fy, usw. Zur Bildung der a- und b-Werte eine 
Form, der (Akl) und (hkl) anl 
gehören, sind also nicht chnil 
weiteres die Werte der Tabellen 


0 und 8 von Figur 15 oben zu be 

Ak nützen, sondern es muß wie be | 
bek der Berechnung des Struktur 

nr  faktors dem Einfluß von P.in ach 
a , Figur15 unten angeführten Weis | 
: Rechnung getragen werden. | 
= So läBt sich für alle Roni | 
> gruppen der Beitrageiner Flächen | 
0 form an die Elektronendichte ar 
Fedo geben, und die Summation wir 
Charakterentafel für DJS. ähnlich vereinfacht, wie das bef 


der Bildung des Strukturfaktot 
der Fall war. Die Gesamtberechnung aus einer Charakterentafel soll noch af 
dem Beispiel von D3%, in reduzierter Darstellung (Figur 19) erläutert ah | 
Für (hkl) und (hkl) sind die Phasenverschiebungen stets = 0; für Akl) uni 
(hkl) bzw. (hkl) und (hkl) bzw. (hkl) und (hkl) werden sie = 0 oder 4 il 


2) 
| 
| 
| 
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nachdem ob (4 + k +7) bzw. (h +k) bzw. I gerade oder ungerade ist. Die 
Indizes lassen sich nach ihrem Verhalten in die folgenden Fälle einteilen: 


1. (h + k + l) gerade, / gerade: a) h und k gerade, 
b) A und À ungerade; 
) 


2. (h + k) gerade, / ungerade: a) h und k gerade, 
b) A und À ungerade; 
3. (a+ k) ungerade, / gerade: a) h gerade, k ungerade, 
b) h ungerade, À gerade; 
4. (h + k) ungerade, / ungerade: a) h gerade, À ungerade, 


) 
b) h ungerade, À gerade. 


Da ein Symmetriezentrum vorhanden ist, sind die Bayz) =0, und Fur) = 
A (yx 1). Somit ergibt sich für die Summation | 


| 


Que = 5 [X Fälle 1+ Z'Fälle 2 + Z'Fälle 3+ Z’Fälle 4], 


wobei für die einzelnen Fälle die folgenden Ausdrücke einzusetzen sind: 
oe Fall 12: 

82 F,,, cos2ahx-cos2aky-cos2alz+42' Fon) cos2aky-cos2a lz 
P42 on cos 2m hx-cos27nlz+42F,,, cos 2x hx-cos27 ky 


22 Fo) coS27 hx + 2 2 Foro COS 27 RY + 2% Foy, COS 27 l2 + 1 F5) : 
| 
Für den Fall 1b verschwinden alle Glieder mit Ausnahme des ersten und 


ierten. 
I Fall 2a und 2b: 


-82'F,,)sin2akx-cos2aky-sin2alz—42X Fig) sin2ahx-sin2alz, 


Fall 3a und 3b: 


82 Fay Sin2ahx-sin2aky-cos2alz— 4 L'Fyp9 sin2uwhx-sin2aky. 


Fall 4a und 4b: 
L8LF,,) cos2ahx-sn2aky-sin2alz— 42 Fo) smn2uky-sin2alz. 


Die einzelnen Summationen erstrecken sich wieder über die betreffenden 
‘ormen. Bei den Spezialformen ist zu berücksichtigen, daß in Zonen mit h, k 
er / — 0 keine Werte auftreten, wenn h bzw. k bzw. / ungerade ist, und daß in 
n Leitzonen der Wert 0 resultiert, wenn P, ein ungerades Vielfaches von 4 


rd. Ähnlich sind (400), (0%0) und (002) nicht von (4k/)-Werten ableitbar, in 
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denen einzelne zu Null werdende Indizes als ungerade vorausgesetzt wurden 
Frooo) tritt nur einmal im Fall 1a auf, wo alle Indizes gerade sein müssen. 

Oft betrachtet man nur Projektionen der Dichteverteilung. Den zwerdimen: 
sionalen Fall der Projektion auf eine Ebene (001), erhält man etwa, indem ir 
den Formeln z = 0 gesetzt wird. Das ergibt beispielsweise für D39, bzw. C2, 
wenn nur die Flächen (4k0) berücksichtigt werden: 


il CO fee) 
Oxy => 4 DE Dy Fpo CoS27x hx-cos27 ky 


oo [ee] | 
ID) en 
| J 


h=0 k=0 
(h+k) ungerade 


Dazu kommen noch die Fyoy-, Fos und FiooyWerte. S ist die Fläche de 
Elementarrechtecks auf der Basis. 
Für derartige Projektionen hat M. J. BUERGER!) bereits die nötigen Ay 
gaben zusammengestellt. 
Das beschriebene Verfahren der Fourier-Analyse unter Berücksichtigu 
der Formenkomplexe ist arbeitsersparend, da die Ausnützung der symmetrid 
bedingten Gesetzmäßigkeiten die Rechnung vereinfacht. Statt über die A, k 


enthalten. Die Analogie zur Ausnützung d# 
Gitterkomplexe bei der Bildung der Struktulf 
faktoren ist so vollkommen, daß auch hier dif 
Charakterentafeln alle Unterlagen für die BA 

À rechnung liefern. | 
Damit ist auch der Einfluß der Nullpunkaf 
wahl auf die Fourier-Analyse klargestellt. D} 
sogenannte F-Parallelepiped?) hat die gleich4f 
Symmetrieeigenschaften wie das entsprechen! 
Fig. 20 | K-Parallelepiped im Kristallraum. Es kom 
Charakterentafel für-D3,. ihm also die gesamte durch die Charakterentail! 
beschriebene Raumgruppensymmetrie zu, ul 

nicht etwa nur die Symmetrie der translationsfreien Elemente, die durch di | 
zufälligen Nullpunkt gehen. 
Als weiteres Beispiel sei noch die reduzierte Darstellung von D3, in Figur | | 
betrachtet. | 


1) M. J. BUERGER, Amer. Mineral. 34, 771 (1949). 
2) W. Nowacki, Schweiz. min. petr. Mitt. 30, 147 (1950). 
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Man liest sofort ab, daß 


nt he = = „2% h]2 Erz ¥ 2nihl2 
Fran Far = € Fire = € Fi he F Sere j Fini 


hkl)* 


T= Fyx = F, 


Das ergibt die folgenden Formenbeiträge : 
für <(hRl)y: wenn h gerade, A = 8a, = 8cos2ahx-cos2a ky-cos2a1z, 


[53 == (0): 
wenn # ungerade, A = —8a,=—8sin2ahx-sin2aky-cos2alz, 
a | 

für <(hk0)>: wenn h gerade, A = 4 cos 2x7 hx.cos2xky, B= 0; 
wenn h ungerade, A = —4sin2ahx-sin2aky, Br Os 


usw. 
| 
5. Der Patterson-Punktraum 


_ Aus experimentellen Daten kann man nicht unmittelbar die Far, bzw. 
Azzy und Bfysn) bestimmen, sondern nur die | Fy,, |”. Kennt man also von 
den Amplituden der Streuwellen nur die absoluten Beträge, nicht aber die Vor- 
zeichen bzw. die Winkel y, welche die Vektoren mit einer Nullage bilden, so 
leibt die zugehörige Phase unbestimmt, und man kann daher nicht unmittel- 
bar das F-Parallelepiped konstruieren und daraus die Struktur ableiten. Es 
wurden verschiedene Wege eingeschlagen, um diesem Übelstande abzuhelfen. 
Um die 1935 von A. L. PATTERSON eingeführte Darstellungsweise zu erhalten, 
+ sich der folgende, schon in einer früheren Arbeit!) eingeschlagene Weg 
verfolgen: 
| Sind x,, y, 2, und x, Ya, 2, die Koordinaten zweier gleichwertiger Teilchen und 
Betzt man für eine (hkl)-Ebene hy, + Ry, +12, = d, und hx + ky + 12 = de, 
so ist der Betrag des resultierenden Strukturvektors durch 


2 x (dy — do) 
2| Farn | cos — De 


und der Winkel @ mit der Nullage durch 

| Zee) 

| zZ 

gegeben. Den gesamten Strukturvektor erhält man unter Berücksichtigung des 
Friedelschen Gesetzes zu 


| 
RAA PRES Bee van, 


2 cos 


Durch zweckmäßige Zusammenfassung von je zwei gleichwertigen Punkten und 
Addition der Resultate gelangt man zu den bereits abgeleiteten Strukturfak- 


1) P. Niccut, in: WieN-Harms: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 7/1 (Leipzig 1928). 
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so zeigt Tabelle 7 die Matrix für py eee in a Feld oben der Differenzen 
wert und unten der Summenwert hingeschrieben ist. 


Tabelle 7 


xy KYB fe WIRES KY Z KY 2 Vie EAN Lanes 
000 X00 IYO | RVG core | ors |) DE 00Z 
ae XYZ 022 | 202 | 002 000 | X00 | OY | va 
> X00 000 | XY0 | oYo oral XYZ 007 X0Z 
ovz | YZ | 00z | Xoz | Xoo 000 | xYo | oyo 
= ovo | XYO 000 X00 207 002 | XY2, 04 
di “07 082 | XYZ | 082 ovo | xYo 000 X00 | 
me XYO 0Y0 X00 000 00Z X0Z | DYZ u caves 
AS 002 | KOZ | OYZ T2 0) om 3098 000 
er MVEA 0 7007 00Z 000 X00 0V0-!| VG 
ed 000: | -¥O0-) OVO lyon Erz. Ov cal 00Z 
é 0VZ | Xyz 1002 | 20217200)? 000 Parvo ong 
a X00 000. | xVo I po Yo: 1 vor 2 1 292 NN 
2 X0Z OOF || Ove || we oyo | XYO 000 X00 
2 ovo | vo "0007 800 | oz | 007) xyz Pores 
| Re 002 | X0Z | 0YZ ı XYZ | XYO | 0Y0 | 2200. 200 
His BO) |) 0820 TOO 000 002 | KOZ | Ovz oa 


In jedem Feld ergibt die Addition der halben beiden einander entsprechen 
den Wertetripel das Koordinatentripel der zur Spalte gehörigen Kopfzeile. Di 
64 Felder der Matrix enthalten sowohl als Differenzenwerte wie als Summe 
werte je 

8 mal die Tripel 000, also 8mal die Form <0005 = 8 
1 mal die Tripel der allgemeinen Porm <x YZ =8 
2 mal die Tripel der vierzähligen Form <OYZ> =8 
2 mal die Tripel der vierzähligen Form <X0Z> = 8 
2 mal die Tripel der vierzähligen Form <X YO) = 8 
4 mal die Tripel der zweizähligen Form <X00> = 8 
4 mal die Tripel der zweizähligen Form <OYO =8 
4 mal die Tripel der zweizähligen Form <00Z> = 8 
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Es sind somit achterlei Typen von Tripeln vorhanden. Nennt man verall- 
gemeimernd irgendein Differenzen- oder Summentripel X YZ (wobei also Vor- 
zeichenwechsel und Nullwerte auftreten können) und die daraus gebildeten 
‚Ausdrücke hX + RY +7/Z D,bzw.S,, je nachdem sie sich auf eine Differenz 
‚oder Summe beziehen, so wird der Strukturfaktor von D3}, für jeden Typus 


8 
aes ID, a Sy, 
wg ) c0s2n— sna. 
g=1 = ms 


Analoge Matrizen lassen sich auch für andere Grundtafeln konstruieren. 
‚Bei nichtsymmorphen Raumgruppen sind naturgemäß die Zusatzgrößen in die 
Matrix aufzunehmen. Während es aber bei den Zusatzgrößen an sich gleichgül- 
tig ist, ob + 4 genommen wird, unterscheiden sich nun bei der Bildung der 
halben Differenzen oder Summen die Werte + + und — }= + 2. Es ist daher 
zweckmäßig, + 4 und — 4 symmetriegemäß so zu verteilen, daß für jeden Koor- 
dinatenwert im Gitterkomplex die Summe der Zusatzgrößen verschwindet. Auf 
diese Weise erhält man für C?, die Matrix | xyz | der Differenzen und Summen 
in Tabelle 8. 


Tabelle 8 
XYZ x -+ y—4,2—4 x + 4,7 +%2 %,9,2+4 
000 REIT Dodo ZUR 
X V2Z = 
XYZ 1,Y—1,Z-1| X+3,4Z 0,0,2+4 
7 A 7 rat TT 
RP Zr 344 000 Rau ) =4 | 4, = + 1 
“|4, Y—4 Z—4|X+1, Y-1,Z-1 0,0,Z—4 BCE 
PERS TN = iG) ee ed, eat 000 X+4,44 
SAR REN 0.0.2) 1277-12, 7 
ae AVE ee 1 X+444 000 
#,V,2+ 4% ni ne > 
> Ze N er 


Daraus kann man wieder die halben Differenzen und Summen ablesen, die 
D,- und S,-Werte bilden und den Strukturfaktor ableiten. 

Betrachtet man nun die noch nicht halbierten Differenzentripel der Matrix 
ls neue Punktkoordinaten in einem P-Elementarparallelepiped, also im soge- 
kannten Patterson-Raum, so kann natürlich — } durch + 4 und + 1 durch 0 
»rsetzt werden. Das ergibt beispielhaft für die Differenzen von C?, aus der 
Matrix der Tabelle 8 die Differenzenmatrix der Tabelle 9. 
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Tabelle 9 
000 ze 
POSE 000 xY} 1,7230 
2. vr DE 000 X+4,44 
XY +t Leo |r eee 006 


Bezogen auf die Punktsymmetriegruppe C,, sind darin als Punktgruppei 
enthalten: <000> mit vierfachem Gewicht, <X + 4, 4, 4> und <3, Y + 3, 03 jf 
mit zweifachem Gewicht, und <X Y 3) mit einfachem Gewicht. Schreibt mai 
X’ für X + 4 und Y’ fiir Y + 4, so entsteht eine neue Matrix, die sich von def 
entsprechenden Matrix für C3, grundsätzlich nur durch gesetzmäßigen Ersatif 
von Nullwerten durch Zusatztranslationen 4 unterscheidet. Die beiden Matrif 
zen sind einander in Tabelle 10 gegenübergestellt. 


Tabelle 10 
C3, Ch, 
_ = = = | — 
000 zZ zo 000 X00 0YO 
x'44 000 KVL YV20 X 00 000 D 
LAON 000 CR 00 NEED 000 
RE BVO | x gs 000 XYO oYo X 00 


Als Koordinaten beschreiben diese Differenzentripel die Lage der End 
punkte von Vektoren, die je zwei gleichwertige Punkte miteinander verbindeıf 
Wie die Beziehung zum Strukturvektor zeigt, werden dadurch zugleich diff 
Beträge der Strukturvektoren ohne die zugehörige Phase veranschaulicht, als 
gerade jene Größen, die aus experimentellen Befunden abgeleitet werden kör 
nen. Das sogenannte Integral von A. L. PATTERSoN!) führt denn auch zul 
gleichen Konstruktion. Man versieht nun die Endpunkte der Vektoren na 
der Zahl ihres Auftretens in der Matrix mit einem Gewicht und kann sie dan 
als Pseudoatome oder Patterson-Punkte bezeichnen. Von ihnen kann auf al | 
konstituierenden Punktlagen geschlossen werden. 


1) A. L. PATTERSON, Z. Krist. 90, 517, 543 (1935). 
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Ein Gitterkomplex der Zähligkeit n erzeugt n verschiedene Patterson- 
Punktkomplexe verschiedener Zähligkeit, die einer allgemeinen und allen zu- 
| geordneten speziellen Punktlagen entsprechen. (Vergleiche die acht Patterson- 
| Punktkomplexe in Beispiel D},.) Jeder einzelne Patterson-Komplex enthält in 
| sich, gleichgültig ob in den Koordinaten der konstituierenden Teilchen Zusatz- 
größen auftreten oder nicht, Patterson-Punkte in einer derartigen Anordnung, 
_ daß sie durch die Symmetrie der zur Raumgruppe isomorphen Punktgruppe 
| verknüpft sind. (Vergleiche das Beispiel C$,.) Die Zusatztranslationen der 
| Raumgruppe äußern sich aber dadurch, daß zur gleichen Matrix gehörige Pater- 
»son-Komplexe, verglichen mit dem Fall ohne Zusatzgrößen, gegeneinander ver- 
schoben werden. Da nun aber nicht mehr der einzelne Punktkomplex, sondern 
| die gesamte Matrix betrachtet werden muß, unterscheiden sich die Patterson- 
| Räume verschiedener Raumgruppen durch die von den Zusatztranslationen, 
} das heißt von den Charakteren + 1 abhängigen Lagebeziehungen der Einzel- 
| Komplexe voneinander. Die Gesamtmatrix läßt also nicht nur die zur Raum- 
‚gruppe isomorphe Punktsymmetriegruppe erkennen; sie widerspiegelt die 
| Raumgruppensymmetrie und ist daher unmittelbar aus der Charakterentafel 
' abzuleiten. 
Man kann nun auch die einzelnen Punktkomplexe der Patterson-Matrix so 
in einer Koordinatentafel anordnen, wie es mit den Punkten einer Form geschah. 
Fir Dj, ist das in Figur 21, für C}, in Figur 22 durchgeführt. 


Coy’ 
a : o 
a, G a, 
a, S 
ß, 2 B, 
8, E 
ï, - 
Y, i} [A 
°, 2 = = = 
Fig. 21 Fig. 22 


Patterson-Punktkomplexe für D}, und C3,. 


Links stehen die den Gewichten entsprechenden Faktoren für die Patterson- 
Komplexe. Die Beziehung zur Charakterentafel gestaltet sich jetzt sehr einfach: 
Besitzt die Charakterentafel einer Raumgruppe an der Stelle, wo in der Patter- 
son-Punkttabelle eine Null steht, den Charakter 1, so ist statt 0 der Wert 4 zu 
setzen usf. Tritt aber ein Charakter 1 an der Stelle eines X, Y oder Z der 
Patterson-Punkttabelle auf, so bedeutet X, Y und Z nicht mehr 2 x bzw. 2 y 
bzw. 2 z, sondern als X’, Y’ und Z’ den Wert2x+3bzw.2y+3bzw.22+3 
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usw. Somit läßt sich die Patterson-Tafel unmittelbar aus der Charakterentafe] 
hinschreiben, wie das Beispiel der Figur 23 für C?, zeigt. 


9 
Coy 
Charakterentafel Pattersonpunkttofel 
x y z ©; 4< 0 0 0 > 
—— 
a 2K (x) > 
R planare 
Konz. 
ß ax > 
I — 
lineare 
: 1 1 ®) L (ne ? Konz. 
Fig. 23 


Charakterentafel und Patterson-Tafel für C3... 


Will man für eine erste Übersicht zwischen X und X’ bzw. Y und Y’ bzwif 
Z und Z’ nicht unterscheiden und läßt man die trivialen Patterson-Punktif 
komplexe <000> sowie den allgemeinen Komplex mit einfachem Gewicht auBeil 
Betracht, so geben die s- und d-Charaktere sofort über die zu einer Matri 
gehörigen Komplexe spezieller Lage Auskunft. Man erhält so die Tabellen} 
welche M. J. BUERGER!) für die sogenannten Harkerschen Linear- und Planarif 
konzentrationen von Patterson-Punkten abgeleitet hat. 

Von Linearkonzentrationen spricht man, wenn die Patterson-Punkte zusam 
mengehöriger Komplexe auf gleiche Geraden fallen, also für sie nur ein Koordi 
natenwert variabel ist. Solche Punkte sind durch Operationen von Symmetrie 
ebenen miteinander verknüpft; in der Grundtafel G werden für sie die Zeile 
&, By, yı maßgebend sein. 

Planare Konzentrationen umfassen Patterson-Punkte, die einer Ebene an! 
gehören müssen. Sie besitzen zwei variable Koordinaten und sind in der Grund 
tafel G durch die Operationen erster Art der Zeilen a, fo, y, miteinander ver 
bunden. Man kann nun unbekümmert um allfällige Verschiebungsgrößen die 
variablen Koordinaten kurzweg mit x, y, z bezeichnen. Die konstanten Koordi4 
naten liest man als s- bzw. d-Zusatzgrößen unmittelbar aus der Charakteren- 
tafel ab, wobei wieder 0 für den Charakter 1, 4 für 1, 4 oder 3 für 0 zu setzen ist! 
Verschiedene Nullpunktswahl beeinflußt nur die variablen Koordinaten, so da£ 
die Konzentrationen bei unbestimmtem x, y, z als Raumgruppenkriterien ver: 

wendet werden können. 

So erhält man aus den Charakterentafeln Figur 17 für D34 in beiden Aufstel! 
lungen dieselben Konzentrationen der Tabelle 11. 


1) M. J. BUERGER, Acta crystallographica 3, 465 (1950) ; siehe auch W. Nowacki, Schweiz. min. 
petr. Mitt. 30, 147, 304 (1950). 
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Tabelle 11 
Aus Konzentra- Haupt- Patterson-Punktkomplexe 
Zeile tionen symmetrie- 
: kt 
linear | planar he Aufstellung I Aufstellung II 
000 8 <0005 8 <000> 
000 RER YET > LR Yale 
Ss "it 044 BCRP ED 2 CN ERA 2887 + 2827 
A |41 104 | 2QYD+2GYhH [247 D+2G4V"D 
y | 140 | 2(G42)+2CH229 |2(G427 +237 
Lo 0 yz 000 BAY NAILS LEGO) 
Bo x0 y 000 ARM ZN, 
Vo x y0 000 ZERO KES AU) 


Die Tabelle gibt auch die Zusammensetzung der Patterson-Punktkomplexe 
‚für beide Aufstellungen an. Dabei bedeutet 
VENTES TEE TT dr A. 


AV = 2% +: usw, 


Prim 


13 


‘und es kommen wegen der Translationsgruppe F immer noch die Punkte hinzu, 
die durch Addition von 044, 101 und 440 entstehen. Man sieht, daß die zu den 
Linearkonzentrationen gehörigen Komplexe in zwei pinakoidale Formen auf- 
‚gespalten sind. Sie ergeben sich von selbst als Spezialformen der Grundsym- 
‚metrie D,,, wenn entsprechend der gegenseitigen Verschiebung jeder Komplex 
auf seinen eigenen Hauptsymmetriepunkt bezogen wird. Wie aus dem Beispiel 
ersichtlich, erhält man diese Hauptsymmetriepunkte einfach durch Nullsetzen 
der Variablen in den linearen und planaren Konzentrationen. 

Um den Einfluß der Zusatzgrößen noch bildlich zu zeigen, sind in Figur 24 
die konstituierenden Teilchenlagen und die Patterson-Punkte im Elementar- 
bereich für einen Gitterkomplex in Ci, und C?, dargestellt. 

Bei Kombinationen mehrerer Gitterkomplexe ist zu berücksichtigen, daß 
im allgemeinen nur den Teilchen eines und desselben Komplexes das gleiche 
Streuvermögen zukommt. Das Gewicht eines Patterson-Punktkomplexes wird 
dann mit nZ? in Rechnung gestellt, wobei der Faktor n wieder angibt, wie oft 
die Form in der Matrix auftritt, und Z die Ordnungszahl der Atomsorte im 
periodischen System bedeutet. Die Behandlung der Kombinationen sei am 
Fall zweier konstituierender Teilchensorten mit den Gitterkomplexen <x 2, 
<X» Ya2,> in C}, und den Ordnungszahlen Z, und Z, erläutert. Zunächst werden 
die homogenen Matrizen || x, yı2, || und || x, 922, | gebildet; die Differenzentripel 
entsprechen den Vektoren zwischen gleichwertigen Teilchen, und als Gewicht 
der Patterson-Komplexe ist nZ? bzw. nZ3 einzusetzen. Die Vektoren zwischen 
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ungleichwertigen Teilchen sind durch die Differenzentripel der heterogenei 
Matrix 
% Yıkı | 
| X2 Va | 


gegeben, wobei die Gewichte 7,7, betragen. So nimmt etwa die heterogenf 
Patterson-Matrix für zwei Gitterkomplexe allgemeiner Lage in C}, die Forn 


der Tabelle 12 an. 


Punktlagen 


© 2 mat 


Fig. 24 


Projektion der allgemeinen Punktlage und ihrer Patterson-Punkte in Ci, und CH, 


Setzt man darin 


n—k=X, Wy »- YS, | — = Zo und % Pr = Kr, y ta u 


so vereinfacht sich die Darstellung zu Tabelle 13. 
Bezogen auf die Punktsymmetriegruppe C,, enthält Tabelle 13 die Patteı 
son-Punktkomplexe | 


KEN 2) SKY ZN NETZ nd Xa re | 


Man sieht, daß die heterogene Matrix eine allgemeinere Darstellung bedeu 
tet, welche für x, = x, Y; = Ye, 2; = Zin den Sonderfall der homogenen Matri 
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Tabelle 12 
%1 Vy 2] cay Vy À 
Ve Ve Ze (41 — #2) (941 — Ya) (2, — 2%) (41 — %) (91 — 9) a — 25) 
X, Vo 2y 1 + %2) (1 — Ve) (21 — 29) (4 + 4%, (Va — Va) (% — 29) 
Vo Vo 2 (#1 — %2) (31 + Ve) (&1 — 2) MM —#;, (31 + Yo) (21 — 23) 
X, Va 22 (4% + 4%) (Vy + Vo) (1 — 2) (4% + % (1 + 3) (2, — 23) 
#1 V1 2 V4 
Fa Vo 2 (#1 — #2) (Va — Vo) (1 — 2) (41 — #)) (91 — Ve) A — 2) 
Yo Vo Zo Ca + #2) (Vy — Ve) (4 — 29) | (% + %,) (V1 — Ye) (4 — 29) 
Y Va 22 (41 — %2) (Vy + Vo) (2, — 22) (Fi — 45) (¥1 + 9) A — 2) 
Kg Vs 25 (41 + %) (Vy + Yo) (Ga — 4) (a + %) (Vy + Vo) #1 — 2) 
Tabelle 13 


XYZ Ab -Z XYZ Xe Vas Zi 


LGN Gets Gas KEES = WEY 


Re WAP Ze || SZ eae A xy 7 


NOE ALL Sy 7 DER YA TA 


ibergeht. Dann wird X- = Y-= Z-=0 und X+= I Yr—y, Zu = 7 und 
udem werden durch das Auftreten von 0 die Komplexe spezialisiert. 

Da allfällige Zusatzgrößen schon in den Ausgangselementen der Matrix ent- 
alten sind und die Übertragung auf Raumgruppen mit mehreren Grundtafeln 
eine Schwierigkeiten bietet, lassen sich auf diese Weise für beliebige Kombina- 
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tionen von Gitterkomplexen einer Raumgruppe die in Frage kommenden 
Patterson-Punktkomplexe ableiten. Oft wird die Patterson-Analyse nur für 
Ebenen, etwa mit bestimmtem z, durchgeführt. Derartige Patterson-Diagramme| 
werden ohne weiteres aus der dreidimensionalen Darstellung gewonnen, indem 
man eine Koordinate konstant hält. | 


6. Zusammenfassung 


Zur Vereinfachung der Summationsverfahren in der Kristallstrukturlehre 
lassen sich die Symmetrieeigenschaften der Raumgruppen ausnützen, indem 
man eine gegebene Mannigfaltigkeit in Formen gleichwertiger Elemente zerlegt. 
Die für diese Zwecke angemessene Darstellung der Raumgruppensymmetrie ist} 
durch die Charakterentafeln gegeben. Aus ihnen gehen die geometrischen Gesetz- 
mäßigkeiten für alle wichtigen Verfahren unmittelbar hervor. 


(Eingegangen: 6. 4. 1951.) 


Über Dämpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen 
und über gedämpfte Schwingungen von Stäben 


Von FRITZ GASSMANN, ETH., Zürich 


Einleitung 


(1) Die elastischen Schwingungen eines festen Körpers, der in der vorliegender 
Arbeit kurz Schwinger genannt wird, sind in Wirklichkeit stets gedämpft!f 
Für viele Betrachtungen kann man die Dämpfung vernachlässigen. Went) 
man aber zum Beispiel erzwungene Schwingungen betrachtet und für der 
Fall von Resonanz die Beanspruchungen, die der Schwinger erleidet, be! | 
rechnen will, muß man die Dämpfung berücksichtigen. Ist der Schwingeif 
irgendwo eingespannt, das heißt an einem ebenfalls festen Ba | 
Körper befestigt, der im folgenden Träger genannt wird, so können wir die} 
Ursachen der Dämpfung schematisch in drei Arten einteilen: 
a) Innere Dämpfung = Verwandlung elastischer Energie in Wärme im} 

Innern des Schwingers. 

b) Äußere Dämpfung = Bewegungswiderstände, die an der freien Ober} 
fläche des Schwingers auftreten, beispielsweise weil er in eine Flüssig! 
keit getaucht oder von Luft umgeben ist. | 

c) Abstrahlungsdämpjung: Der Schwinger deformiert auch den Träger unc 
verliert an Schwingungsenergie, weil von der Einspannstelle aus ela. 
stische Wellen in den Trager hinein ausstrahlen. 


Mol. II, 1951 Über Dämpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen Bow 


In vielen Fallen, wie zum Beispiel im Falle gedämpfter Stabschwin- 
gungen, ist eine besonders einfache Behandlung der Abstrahlungsdämp- 
fung gerechtfertigt. Sie besteht darin, daB man die Kontaktfläche zwischen 
dem Schwinger und dem Träger wohl als beweglich, aber als undeformier- 
bar betrachtet. Die Abstrahlungsdämpfung läßt sich dann in zwei Stufen 
behandeln. Vorerst braucht nämlich nur der Träger zusammen mit der 
Kontaktfläche betrachtet zu werden. Nachher werden die Bewegungen des 
Schwingers behandelt, wobei die Abstrahlungsdämpfung dann nur noch in 
den Randbedingungen erscheint. Diese Zweiteilung des Problems hat oft 
auch praktische Bedeutung. Ist der Schwinger zum Beispiel ein Bauwerk, 
so ist der Träger der Untergrund, und die Abstrahlungsdämpfung stellt oft 
den Hauptanteil aller Dämpfungen dar. Die Abstrahlungseigenschaften 
des Untergrundes können dann mit Hilfe von Schwingungsmaschinen 
schon vor Errichtung des Bauwerkes untersucht werden. 

In der vorliegenden Arbeit wird zunächst der Träger für eine gegebene, 
undeformierbare Kontaktfläche durch dynamische Federungsgrößen cha- 
rakterisiert (Abschnitt A). Dann werden für einige einfache Beispiele die 
dynamischen Federungsgrößen explizite berechnet (Abschnitte B und C). 
Unter Verwendung des Begriffs der dynamischen Federungsgrößen werden 
Längs-, Biegungs- und Torsionsschwingungen schlanker Stäbe als Schwin- 
ger mit innerer, äußerer und Abstrahlungsdämpfung behandelt (Abschnitte 
E, F und G), wobei für die innere Dämpfung ein schon in einer früheren 
Arbeit gegebener Ansatz (Abschnitt D) auf Stabschwingungen übertragen 
wird. Schließlich ist an einem Beispiel schwach gedämpfter Stablängs- 
schwingungen gezeigt, wie man durch geeignete Schwingungsversuche 
die Dämpfungsgrößen einzeln ermitteln kann (Abschnitt H). 


A. Dynamische Federungsgrößen 


Bezeichnungen 


2)j= V—1, R= Realteil, J = Imaginärteil einer komplexen Größe, also 
zum Beispiel z = R(z) + 4 J (2): 

(3) Mit einem < über einem Zeichen wird die konjugiert komplexe Größe be- 
zeichnet, also z= R(z) —7 J(z). 

(4) e = 2,718... = Basis der natiirlichen Logarithmen, ¢ = Zeit, w > 0 unab- 
hängig von ?. 

(5) Jede Größe, die mit dem Zeichen - überstrichen ist, soll von ¢ in Form 
des Faktors e’®! abhängen, also zum Beispiel / = fe’”', f unabhängig von t. 

(6) x4, X, X = rechtwinklige Koordinaten mit Koordinatennullpunkt O, und 
mit e,, &, e, als Einheitsvektoren in den positiven Achsenrichtungen. 


AMP 11/22 
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(7) Der Träger sei ein fester, endlicher oder ins Unendliche reichender Körpern 


(8) Mit dem Träger befindet sich auch F, in einem stationären Schwingunggf 


(9) Vom Träger sei lediglich vorausgesetzt, daß er sich gegenüber dem Kräftd | 


(10) Die ee die im Mittel in der Zeiteinheit durch das Kräftesystem 8, 
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Der Träger und sein Schwingungszustand 


der weder homogen noch isotrop zu sein braucht. Die Kontaktfläche F, se 
ein endliches Stück seiner Oberfläche, das als undeformierbar vorausgesetz 
werde. Auf F, wirke von außen ein System von mit der Frequenz w/(2 7 
und konstanter Amplitude pulsierenden Kräften. Wir nehmen an, de! 
Träger werde dadurch in einen stationären Schwingungszustand mit glei 
cher Frequenz versetzt. O sei ein mit F, fest verbundener Punkt, der in de 
Ruhelage mit O, zusammenfallef 
Das Kräftesystem werde in dei] 
Punkt O auf eine Einzelkraft und 
ein Kräftepaar reduziert. Inrech 

winkligen Komponenten geschrie 


ben sei X = Ke, + Ke, Ka d 
Miel die Einzelkraft und M = Kk, ¢ 
+ K, e, + K,e; das Drehmoment} 


7% 


Einspannungs- 
Medium 


zustand mit der Frequenz w/(2 x). Die Bewegungen von F, seien klein. Si 
lassen sich beschreiben durch den Vektor 0,0 = 4 = Mu + Geet ds 
und durch die drei kleinen Winkel 4, 75, ge, um die man F, um die Koordif 
natenachsen drehen muß, um zusammen mit der Parallelverschiebung 
zu der in einem beliebigen Zeitpunkt ¢ eingenommenen Lage zu gelangen 


Einführung der dynamischen Federungsgrößen 


system §, M linear verhalte, das heißt, daß folgende sechs Gleichunge 
erfüllt seien: 


à 6 
D Lix(@) I . (2 = 1,2, ...4 
= 


(Die Indizes : und k durchlaufen im folgenden unabhängig voneinander di 
ganzen Zahlen von 1 bis 6.) Die 36 im allgemeinen komplexen Größen 7°}, 
sollen die dynamischen Federungsgrößen des Trägers in bezug auf die Kor | 
taktfläche Æ genannt werden. Sie hängen von F, und w ab, jedoch nich | 
von den K, und den g,. 


in den Träger gesteckt wird, ist 


22/w 


- ee 7, r 
dr a ih R(K;) RT) di = = fee ik di qu). 


0 + yk 
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(11) Der Fall J’; = 0 für 7 + k sei dynamische Symmetrie des Trägers in bezug 
auf F, genannt. In diesem Falle ist 


6 
1=1 


B. Der halbunendliche Stab als Beispiel eines Trägers 


Bezeichnungen 


(12) Der Träger sei ein prismatischer, halbunendlicher Stab mit Mantellinien 
in x;-Richtung. Er erstrecke sich von x,— 0 bis x, = -oo. 

Die Endfläche in der Ebene x, = 0 ist gleichzeitig die x 
Kontaktfläche Fy. ' 
O, sei der Schwerpunkt F, in der Ruhelage. 

(13) Das Material, aus dem der Träger besteht, sei homogen, 
isotrop und genüge dem Hookeschen Elastizitätsgesetz. 
E = Youngscher Modul, # = Schubmodul, o = Dichte, 
F = Flächeninhalt des Stabquerschnittes, J,, J, = Flä- 
chenträgheitsmomente von F, in bezug auf die x,- bzw. 
2 Achse. J = Jp}. 

(14) Vies + Vo es + V3 es = Ausschlagsvektor des Schwerpunk- 
tes irgendeines Stabquerschnittes wahrend der Schwin- | 
gungen des Stabes. ¢ — kleiner Drehwinkel des Stab- ~~ | 
querschnittes um die x,-Achse bei Torsionsschwingungen. Fig. 2 


Längsschwingungen 
(15) Den Längsschwingungen y;(x,, f) des Trägers sei die Differentialgleichung 


07, 0 _ : 
Ot? 0x3 


mit € = + VE/o zugrunde gelegt. 

16) Als Lösung kommt eine in —x,-Richtung sich fortpflanzende Welle 
Vs = = ÿ,(x4 + ci) in Frage. Wegen y, = y,(x3) e/°* [siehe (5)] führt dies auf 
Ya = Az et" ste, wo A, eine Konstante ist. 

17) Für x, = 0 gilt die Randbedingung K,=EF (0y,/0%,). | 

18) Da von den sechs Federungsgrößen Lx, & = 1, ..., 6, einzig T von Null 
verschieden ist, gilt nach (9) die Gleichung K, = Iss 93. 

19) Wegen V3 = q3 für x, = 0 führt die Kombination von (15) bis (18) auf 


Ty =i@FVEe. 
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| 
Biegungsschwingungen | 
: | 
(20) Zusätzlich zu (12) und (13) sei vorausgesetzt, Fy sei symmetrisch in bezug 
auf die x,-Achse. Für die Biegungsschwingungen in der (x,, x,)-Ebene erfülli 
Y,(x,, £) die Differentialgleichung | 
OPV; EJ» 041 ER | 

or Fo 0x4 


(21) Die allgemeine Lösung lautet 


ud (dem Ana RARE CPR ét) 


mit œ = + VFo w?/(EJ). 
Die A,, sind konstante Größen. Für eine in —x,-Richtung ausstrahlendé] 
Welle muß A, = Ay = 0 sein. | 
(22) Für einen allgemeinen Querschnitt ist E Js (0? y,)/(0x?) das Biegungsmo} 

ment und —E J, (0?y,/Ox?) die Querkraft. 
Fur 4, =<O1st 

ak ee aa FR Z E 

> os = Ky=lnat Ls 4 


die Querkraft und 
Ks = Ty q als Ts; Is 


2 


das Biegungsmoment. 


erhält 
My=(-14+)F AG, Ns=In= EL, ITs;=-U+Eha | 


(24) Für Biegungsschwingungen in der (x, x;)-Ebene erhält man entsprechendf 


Fo w? : 
% = + (Er Ta 111) I; 
Ia=la= -iEh®; Pa = (lst VB jy 


Die andern Koeffizienten J\,, 2’, 1°; und I; sind Null. 


. . % 
Torsionsschwingungen 


(25) Zusätzlich zu (12) und (13) sei vorausgesetzt, Fy sei ein Kreisring oder at | 
Vollkreis. Für Torsionsschwingungen gilt die Differentialgleichung 


ye | 
ot? Oo ORR 0 | 
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(26) In einem allgemeinen Querschnitt ist das Torsionsmoment u J (093/0x,). 
Für x, = 0 ist dieses Moment K, = Te de. 


(27) Entsprechend wie in (15) bis (19) für Längsschwingungen erhält man 


Tes = Jo f Vu o , 


währenddem die andern Koeffizienten 1; Null sind. Für einen halbunend- 
lichen Stab mit einem Kreisring oder Vollkreis als Querschnitt sind somit 
alle 36 in (9) vorkommenden dynamischen Federungsgrößen J';, berechnet. 


C. Der unendliche elastische Raum als weiteres Beispiel eines Trägers 
Bezeichnungen 


(28) Der allseitig unbegrenzte, dreidimensionale Raum sei mit einem homoge- 
nen, isctropen, dem Hookeschen Elastizitätsgesetz genügenden Medium 
gefüllt. 

o = Dichte, E = Youngscher Modul, Xs 

u = Schubmodul, 

À =[u(E —2u)]/(3 w— £) 

— Lamésche Elastizitätskonstante, 


v= VA+2u)/o 
= Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


P (X. Xa. Xs) 


1 
1 
| 
1 
1 
I 
i 
| 
1 
—— Xz 
| 
( 
1 
I 
i} 
é 


der Longitudinalwellen, 
VIEN Vulo 
— Fortpflanzungsgeschwindigkeit Se nn 
der Transversalwellen. x, 


(29) r,®, y seien Kugelkoordinaten mit dem 
Zentrum O,. Sie hängen mit den 
rechtwinkligen zusammen durch die Gleichungen 


%=rsind cosy, ,=rsindsinpy, %=1rcos®. 
Die Einheitsvektoren in den Richtungen der Kugelkoordinaten seien 


SE TER 


30) 5 = = (a Sa Co Sg es == Sy ep + Sg Cg + Sy ey 


= Ausschlagsvektor bei kleinen Deformationen des Trägers. 


31) py, Po, --- = Komponenten des Spannungstensors, bezogen auf die recht- 
winkligen Koordinaten, 
Dan Pros … = Komponenten des Spannungstensors, bezogen auf die Kugel- 


koordinaten. 
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Die pulsierende Kugel als Einspannungsvorrichtung 


(32) Im Träger befinde sich ein kugelförmiger Hohlraum mit Radius À und! 
Mittelpunkt O,, der der Einfachheit halber mit einer trägheitslosen, in- | 
kompressiblen Flüssigkeit angefüllt gedacht werde. Aus dem Träger und | 
der Flüssigkeit sei ein prismatischer Kanal (F = Flacheninhalt des Quer-] 
schnittes) in x,-Richtung mit starrer Wandung ausgespart, in dem sich die 
ebene Fläche J, wie ein Kolben in x,-Richtung translatorisch bewege. Um | 

einen bestimmten Fall zu fixieren, soll der] 
Schwerpunkt von F,in der Ruhelage mit Og] 
zusammenfallen. Der Kolben Fist in diesem] 
Beispiel also so geführt, daß er nur noch: 
einen Freiheitsgrad besitzt. 

(33) Gemäß (7) ist K, die von außen, das heiBt] 
X hier vom Kanalhohlraum her, auf die Flä 
che Fy ausgeübte periodische Einzelkraft i 
%,-Richtung. Die Kraft erzeugt in der Flüs 
sigkeit die hydrostatische Normalspannun 


Einspannungs- 2 
Medium LL 


El 


Fig. 4 ? = K,/F die ihrerseits periodische Änderun4f 

gen Sp des Radius des Hohlraumes bewirkti] 

(34) In den Trager werden von der Wandung des Hohlraumes aus homogen | 
elastische longitudinale Kugelwellen 


Sy = = (- L 7 a GNOME (so = Konstante 
ausgestrahlt, wenn man voraussetzt, daß der größte Durchmesser des}} 
Kanalquerschnittes so klein gegen R ist, daß man die durch den Kanall 
verursachten Störungen der Kugelsymmetrie der Wellen vernachlässige 
kann!). 

(35) Die Inkompressibilität der Flüssigkeit gibt zwischen den kleinen Verschie! 
bungen g, des Kolbens F, und den Änderungen sp (= Wert von s, fü 
y = R) des Radius des Hohlraumes die Näherungsgleichung 


F @,= —40 R25,. 


(36) Im Trager besteht die Elastizitätsgleichung 


> GES RENE 5 | 
Für r = R ist p,, — À. | 


1) Über Elastizitätsgleichungen in Kugelkoordinaten und über elastische Wellen in homogener 
isotropen Medien möge man zum Beispiel die folgenden Arbeiten zu Rate ziehen: H. Lams, Ont 
propagation of tremors over the surface of an elastic solid, Phil. Trans. [A] 203, 1-42 (1904). || 
A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität, deutsche Ausgabe von A. TIMPE (Teubner, Leipzig 1907 
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37) Durch Kombination der Gleichungen (33) bis (36) und (28) erhält man für 
die dynamische Federungsgröße 


p. a Fe F?o (4 we? ees 2 v Rw? | 
33 À Ar R \ R2 v2+ R? w? ] v2+ R2 wo. 


/ 


und nach (11) fiir die im Mittel in der Zeiteinheit abgestrahlte Energie 


pere 


Die starre Kugel als Einspannungsvorrichtung 


38 


er 


An Stelle der Flüssigkeit in (32) und der Führung von F, durch den Kanal 
denke man sich 7, starr mit der Wandung des Hohlraumes verbunden. 
Diese Wandung selbst sei als starre trägheitslose Fläche ausgebildet, die 
ohne zu gleiten am umgebenden elastischen Medium haften soll. Das 
starre Gebilde, bestehend aus / und Wandung, hat demnach sechs Frei- 
heitsgrade, und die Einspannungsvorrichtung ist im Sinne von (11) dyna- 
misch symmetrisch. Infolge der Kugelsymmetrie bestehen überdies fol- 
gende Gleichungen: 


Dy, = Is = P33 = Ir = dynamische Federungsgröße für Translationen der 
Kugel, 


Py = Is = Is = Ir = dynamische Federungsgröße für Rotationen der 
Kugel. 


39) Es soll zunächst J’p bestimmt werden. Zu diesem Zwecke seien zum Bei- 
spiel kleine Rotationen der starren Kugel um die x,-Achse betrachtet. 
Gemäß (7) bis (11) ist 2 das Drehmoment in bezug auf die x3-Achse, qe 
der kleine Drehwinkel der Kugel und 


K, 
Dé = Tr = 
Is 
40) Die Rotationen der Kugel erzeugen im Träger radial ausstrahlende Trans- 
versalwellen: 
==, 3-2 +75) ser sind ele! 


41) Für = Rist der Drehwinkel der Kugel s,/(R sin Ÿ) = qe. 
42) Die Elastizitätsgleichung 
3 De, LA 0) 
Per = 8 gr RARE TT: Ow 


liefert unter Benützung von (40) für 7 = R die Tangentialspannungen auf 
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der starren Kugelfläche und durch Integration über diese Fläche Kg. Mas 
erhält so nach (41) und (39) | 


Sau R® w(Sw? + 202 Rh) py hw? 
3 w w? + wm? R? ; 


(43) Lee 


(44) Zur Bestimmung von J’r seien kleine Parallelverschiebungen der starrer} 
Kugel in x,-Richtung betrachtet. Gemäß (7) bis (11) ist X, die x;-Kompo} 
nente der Einzelkraft, g, die kleine Verschiebung der Kugel in x;- Richtung 
und l'y = Lp = ce 

(45) Die Bewegungen der starren Kugel in x3-Richtung erzeugen im Trage 
radial ausstrahlende, elastische Wellen, die eine Uberlagerung von Longi 
tudinal- und von Transversalwellen darstellen und durch folgende Glei 
chungen gegeben sind: 


5 =e)” (grad U + rot B), 


W= U,aerad H,{r), U,=skalare Konstante, e, siehe 16), 


ES UP ue PC Ce | = Vektorprodukt , 
ee, MMS thos tele, | 
= 1 (œ/v)r AA EN u SF WERNER | 
HAE = = j ae HU > a usw. df} 
its H"(R) 
je in) = j (ww)? er = =. he 
nln) aac usw., A "(R) 


(46) Für die Punkte auf der starren Kugelflache vom Radius R ergibt sid 
daraus die Verschiebung 


S = 456, =!” U,[H’(R) R2+ HR) + 2h H,(R]e- 
(47) Im Träger bestehen unter anderen folgende Elastizitätsgleichungen : 
Os, 05, OS, 


~ à : Ss Er 
Pis = u lan a te Das = A lee + i) +t (A+ 2p) - 


ES; 


(48) Ps = Pan sind + Pa, cos® ist für y= R die x,-Komponente der Spannunifl 
die auf ein Flächenelement der starren Kugelfläche wirkt. Die Integratid] 
über die ganze Kugelfläche gibt unter Benützung von (47) und (45) 


20 x 
5 


(49) “LG == I) (A+ 4 u) R3 AiR) ei 


4x 
——- U,RöS[(A+ 2 u) HY(R) + 2uh HER) ef. 


(50) Die Kombination von (44), (46) und (49) ergibt 


Uf Re Hy + Hy À u +, X4 + x, X6 
3 (1 + DIE) wa Rn 


Vol. II, 1951 Über Dämpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen 345 


mit den Abkürzungen 


> 


Na X=-j—o, 
Xo=£g(1+2%x?), = 2 (LE 2 4), 
% =2—1342+2x4, #3 = —3%x?(1+2%x), 
Ha = x3 (4 — x) , Hs — 4° (2 +m). 


D. Innere Dämpfung isotroper, elastischer Medien 
aber 
(51) Anknüpfend an (31) sei 
p= : (Pur Pos + Pas) 
die mittlere Normalspannung und 


bu — P Din Pas 


od te bo 2 — p a der Spannungsdeviator. 
\ Pa p39 Pas — P 
nr DR 
4 2 3 ( 0%, Op. 08, | 


ist die mittlere Dehnung und 


/ OS, = nos: OS, \ OSs OS; 
Ox, o FA | 0%, Li OX, | 2m 02, + ER) 
= 19750; OS; 05; = lf OS: 05; 
00 00 
2 \ 0x, 0%» | OX 2 \ 0x OX, 
eg ee 
N 2 OT 90%) 2 \ 0%, OX, OX / 
| der Verformungsdeviator. 
53) Ist g(t) irgendeine Funktion von £, so ist 
Og 072 orig 
L(g) =A & + di dt + Ais ot? re Gin, Ori? 


wobei die Koeffizienten a,, von { unabhängig sind. 7 steht für irgendeinen 
Zahlen- oder Buchstabenindex. 
54) Die Anwendung des linearen Operators Z, auf die Funktion / = fe?” [siehe 


(5)] gibt Zi = j P., wo P; das zum Operator L; gehörende Polynom 


Pi Gig dlp OEP Asa (1) ee ..+ din a)" 
ist. 
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(55) Für den aus zwei Operatoren L; und L; zusammengesetzten Operator La 
gilt das Kommutativgesetz, so daß man L, einfach als Produkt von L, 
und L, schreiben kann: 

Lo = Li [L:(@)] = L; [Zi(g)] = Li Lil) , | 
entsprechend ist P, = P; P, das gewöhnliche Produkt aus P; und P,. 

(56) Das Resultat der Anwendung eines linearen Operators auf einen gegebener] 
Tensor, wie zum Beispiel Z,(/T), ist der Tensor, den man aus dem gegebener 
durch Anwendung des Operators auf alle Tensorkomponenten erhält. | 


Ein linearer Ansatz für innere Dämpfung 


(57) Das Hookesche Gesetz für isotrope Medien läßt sich in die beiden Gle 
chungen # = 3k O und I/= 2 y ® zusammenfassen, wobei k = 2 + (2 u/3 
der Kompressionsmodul ist. 

(58) Für eine Reihe von in der Literatur behandelten Ansätzen über innert 
Dämpfung kann man eine einheitliche Behandlung erzielen, wenn man di 
beiden Gleichungen (57) durch Einführung von linearen Operatoren na 
GASSMANN!) verallgemeinert: 


~ ~ ~ 


L,() =L (0), Lt) = Lo(®). 


Operatoren zusammengestellt. 


Bezeichnung in Ly 
Gassmann}). . . A 
LOOKER A EEE it 
MAXWELL 1 
MOLGT sr 1 
TERRREVSES NS 1 
SHYAWA ¢ 5 x 5 0 il 
1) F. GASSMANN, Über kleine Bewegungen in nicht vollkommen elastischen Körpern, Mitt. Nr. | 
Inst. Geophys. ETH. (März 1949) und Schweiz. Bauztg. 4, Nr. 4 (1949). 
| 
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(60) Bei der Behandlung des halbunendlichen Stabes als Träger wurde die Dif- 
ferentialgleichung für die ungedämpften Längsschwingungen eines schlan- 


ken prismatischen Stabes in der einfachen Form (15), 
die sich auf das Hookesche Gesetz stützt, verwendet. 
Nunmehr sollen gedämpfte Längsschwingungen eines 
Stabes von unendlicher Länge, dieser im Sinne von 
(1) als Schwinger betrachtet, behandelt werden. Um 
dafür die Differentialgleichung zu erhalten, wird 
Gleichung (15) dadurch verallgemeinert, daß das 
Hookesche Gesetz durch den Ansatz (58) für innere 
Dämpfung ersetzt und gleichzeitig ein einfacher An- 
satz für die äußere Dämpfung eingeführt wird. Zu 
diesem Zwecke ist ein Stück des Stabes zwischen den 
Querschnitten x, und x, + dx, zu betrachten. $ sei wie 


X5+ xs 


1% 
| I 


Pis (% 


Pas (Xs) 


in (30) die elastische Verschiebung der einzelnen Punkte des Stabstiickes, 
wobei s, = Vz zu setzen ist. Die in (51) eingeführten Größen zur Beschrei- 
bung des Spannungs- und des Verformungszustandes sind im vorliegenden 


Falle 
Fe is 
p er Pas, 
va 1 > 
nt Pas 0 0 
~ aes 
II = 0 Pa 0 
DER 
0 0 — bss 
PE 05 , OF, 
Gel a 
/ OSs, 59 
PEL) 0 0 
Ox, 
ARE 
= OX, 
0 0 % _g 
\ OX / 


(61) Aus (58) entnehmen wir für den Fall (62) die beiden skalaren Gleichungen 


L, (= Pas = Lo(9) 
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und 


/ 2 ne \ O”Y. ~ 

le Pas) = L ol Sy, pe: 0). 
Durch Anwendung des Operators 3 L, auf die erste und des Operators 3 Le | 
auf die zweite dieser Gleichungen und Addition wird © eliminiert, und 


man erhält 


(62) L,(Pss) = Li st] , 
wobei 
ELLES RIRES 
und 
Tabs Es 
ist. 


(63) Für das in (60) gezeichnete Stabstück soll nun die Bewegungsgleichung} 
aufgestellt werden, wobei ein äußerer Bewegungswiderstand proportional 
zur Geschwindigkeit 0y,/0t angenommen werden soll. Unter eae | 
gung von 


nu = Ip: 
Paz (%3 + 4X3) = Pas(Xs) + Pa. aX. 
#3 
wird die Bewegungsgleichung 


0297. REE 


Ose a an = 2a OF dx; + F oP ss dd: 


OX 
yz ist der Koeffizient der äußern Dämpfung. Nach Einführung des Opera 
tors 
0 0% 
Lee Ver À op 
erhält die Bewegungsgleichung die Form 
(64) 1,0) = +. Ee. 


(65) Durch Anwendung der Operation (1/0) (0/0x3) auf (62), der Operation ZW 
auf (64) und Addition wird 5 eliminiert, und man erhält die gesuch 
Schwingungsdifferentialgleichung 


ER ; a) i. 


Oise 


Erzwungene harmonische Längsschwingungen 


(66) Als Beispiel der Anwendung der Schwingungsdifferentialgleichung (65) sell 
ein Stab von der Länge a als Schwinger betrachtet. Das Ende % = 08 | 
an dem in (7) eingeführten Träger befestigt. Die Kontaktfläche Fy ist iff 
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diesem Falle der ebene Endquerschnitt des Stabes. Im allgemeinen Falle 
eines dynamisch nichtsymmetrischen Trägers hat man die Längsschwin- 
gungen des Stabes zusammen mit den Biegungs- und den Torsionsschwin- 
gungen zu betrachten, da alle diese Schwingungsarten infolge der Glei- 
chungen (9) durch die Randbedingungen für x, = 0 miteinander gekoppelt 
sind. Es soll hier dynamische Symmetrie des Trägers nach (11) vor- 
ausgesetzt werden, wodurch die Koppelung wegfällt und sich aus (9) 


die Gleichung K, = I’, 9, ergibt. Die Endfläche x, = a des Stabes sei frei. 

67) Es seien nun erzwungene Längsschwingungen 
betrachtet, wobei die Störungen rein harmo- 
nisch mit der Frequenz (w/2 x) seien. Störun- Xıra 
gen mit allgemeinerem zeitlichem Verlauf kön- 
nen daraus nach FOURIER zusammengesetzt 
werden. Auf den Endquerschnitt x, = a sollen 
gleichmäßig über den Querschnitt verteilte 
Normalspannungen mit der Resultierenden in 
%,-Richtung K, = K,e’®' wirken. Über den LEN PSS EN x 
Einspannungsquerschnitt J, sollen überdies TO LED 
vom Träger her harmonische Störungen auf den 
Stab übertragen werden (zum Beispiel Einwir- Fig. 6 
kung von Erdbebenwellen auf schlanke Bau- 
werke oder Bauteile, wie Säulen, Türme, Kamine). Zur Einführung 
dieser Störungen als Randbedingung denke man sich in (66) zunächst den 
Stab weggenommen, währenddem # als starre Fläche die Schwingungen 
des Trägers mitmacht und dabei spannungsfrei bleibt. Der Träger befinde 
sich in einem als bekannt angenommenen stationären harmonischen 
Schwingungszustand der Frequenz (w/2 x), und 93, = 430 e’®' sei dabei die 
x,-Komponente der Schwingungen des Schwerpunktes von J. dsp ist eine 
gegebene komplexe Konstante. Wird nun der Stab nach (66) am Träger 
befestigt, so überlagern sich dem ursprünglich gegebenen Schwingungs- 
zustand des Trägers harmonische, von den Schwingungen des Stabes her- 
rührende und von # in den Träger ausstrahlende elastische Wellen der 
gleichen Frequenz. Die x,-Komponente der Schwingungen des Schwer- 
punktes von A, ist nunmehr 99 + 43. 

98) Die Randbedingungen für x, = 0 ergibt sich aus (62), (66) und (67), wobei 
man 3 = 42 + 9, zu setzen hat. Man erhält 


WS 


7 fe 
INSPannungs- 
Wem a 


om. = K 2 F, : 
La a) = Ly (P33) = 1 be) = Je RR 93) = NE Lys = 430) 
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(69) Für x, = a gilt nach (62) und (67) die Randbedingung 


(70) Die Einführung des Ansatzes 3(x3, t) = y3(x3) e’”' in die Differentialgle] 
chung (65) und in die Randbedingungen (68) und (69) ergibt für vs di 
Differentialgleichung 


2 i 04 Y3 
ru B3 esi Oy mont Be = een a ae 


und die Randbedingungen 


dys PP - Er P a = 
(71) dks FP, ve = F P, 930 für Az 
= FE ie fir x —a 


Die auftretenden P-Größen sind gemäß (54) bekannte Polynome in 7 w. 
(72) Die allgemeine Lösung von (70) hat die Form 


| 


V3 — TSS eP: X3 u ce e Ps*s R 


Ihre Einführung in die Randbedingungen (71) gibt für die Konstanten By 
und B die Gleichungen 


\ IB 2: 
A sl 2 | 33 1) een ee ig 
(7 FB, ) 31 (Ps ap FF, 730 


: 2 Bag 
Ba e** Bs — Bye? Core Ka 


Mit B,, und B,, sind die erzwungenen Längsschwingungen des Stabes unt 
Berücksichtigung äußerer, innerer und Abstrahlungsdämpfung, soweit d 
sich um stationäre Schwingungszustände der Frequenz w/(2 x) handel 
bestimmt. 


F. Gedämpfte Biegungsschwingungen von Stäben |\ 


(73) Wie in (20) sei Symmetrie von F in bezug auf die x,- und die x Achi 
vorausgesetzt. Um die Gleichung (20) für Biegungsschwingungen in dif 
(%, ¥3)-Ebene durch Einführung von Dämpfungen zu verallgemeiner! 
muß man, wie dies in (60) am Beispiel der Längsschwingungen gezeizli 
wurde, bei der Herleitung der Schwingungsdifferentialgleichung das Ho) 
kesche Gesetz durch den Ansatz (58) ersetzen und zudem einen äuBeil 
Bewegungswiderstand proportional zur Geschwindigkeit (0, /0t) einführe |} 
| 
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(74) Man erhält zunächst für das Biegungsmoment M, und die Querkraft 0, 
an Stelle von (22): 


LM) = AL) und 2,0) =— nu). 


= RAR 
OX: 0x3 


(75) Für die Differentialgleichung ergibt sich an Stelle von (20): 


L,; L(y) + 2 La a ea 


mit der in (62) angegebenen Bedeutung der Operatoren L, und L,. y, ist 
der Koeffizient der äußern Dämpfung für Biegungsschwingungen und 
0) GE 
hg on 
der zugehörige Operator. 

(76) Als Anwendung seien erzwungene Biegungsschwingungen des in (66) als 
Schwinger eingeführten Stabes betrachtet. Der Träger braucht dabei nicht 
nach (11) dynamisch-symmetrisch zu sein. Es genügt, anzunehmen, daß 
von den zwölf Koeffizienten 7°, und /,,, wie in (24) nur die vier mit 7 = 1 
und 5 von Null verschieden, die andern acht aber Null seien. Aus den Glei- 
chungen (9) sind in diesem Falle die beiden Gleichungen 


Dear nah, 
zu entnehmen. 


(77) Am freien Ende x, — a des Stabes soll ein System von harmonischen 
Kräften mit der Periode w/(2 x) wirken. Die resultierende Einzelkraft 


7 =: jot 
Kya = Kia € 


liege in x,-Richtung und das auf den Schwerpunkt der Endflache bezogene 
Moment 


Ber = jot 
Ka = Ka € 


in der (x,, x,)-Ebene (das heißt der Momentenpfeil in x,-Richtung). Denkt 
man sich den Stab wie in (67) vom Träger weggenommen, so soll der Träger 
sich in einem stationären Schwingungszustand der Periode w/(2x) be- 
finden, wobei die Kontaktfläche F, kleine Translationen in x,-Richtung 
mit dem Ausschlage | 

ho = Lo €” 
und kleine Rotationen um die x,-Achse mit dem Winkel 


Er jot 
G50 == 450 € 


ausfiihren soll. 
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(78) Setzt man fiir 


ee Mas ee .. me 
X3 = 0, Yi = Go + Hi; ie 50 + 45 > Q = K,, M, = K;, 


so ergeben sich aus (74) bis (77) die folgenden Randbedingungen: 


bur 4, = 0: 
RS ÿ A847 = > 
Ty (Pu Va + Lis a + J, L, a = Lil Go + Lis %o) ; 
3 x 3 
2 0% 327 2 x 
AE Vi + Ts SS) — f,L, ae = Lil G19 + 155.950) « 
\ 3 é 
Für 4% — 4: 
FE) = LEN, Ale) = - Hd 
2° 2| 922 1050 2 2\ 043 N: 


(79) Die Einführung des Ansatzes 


Yılka, 2) = Yılza) e7 °° 


- 


in die Differentialgleichung (75) ergibt für y, die Differentialgleichung 


d4y , a 
ree a pi N) 
mit 
Ds = Fo PP, 
: Je Pr 


(80) Die allgemeine Lösung von (79) hat die Form 


Yi = 24 ef: X3 JE be ei Xs dE Dis e Pi X3 aE Br e 1B, X3 ; 


Durch Einführung dieser Losung in die Randbedingungen (78) erhält ma] 
vier lineare Gleichungen zur Bestimmung der vier Koeffizienten B,, bis B}| 


G. Gedämpfte Torsionsschwingungen von Stäben 


(81) Wie in (25) sei vorausgesetzt, der Stabquerschnitt sei ein Kreisring od : 
ein Vollkreis. Um die Differentialgleichung (25) für Torsionsschwingunge | 
durch Einführung von Dämpfungen zu verallgemeinern, muß man analafı 
wie in (60) bei der Herleitung der Differentialgleichung das Hookeschfi 
Gesetz durch den Ansatz (58) ersetzen und zudem einen äußern Beweli 
gungswiderstand proportional zur Winkelgeschwindigkeit 09,/0t einführerf 

(82) Man erhält zunächst für das Torsionsmoment M, an Stelle von (26) di 
Gleichung 
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83) Als Differentialgleichung ergibt sich 


1 LEA 
20 Lo (5 ] = 0. 


76 ist der Koeffizient der äußern Dämpfung für Torsionsschwingungen und 


L,, L (93) _ 


02 
be 2%0 55 + Gp 


der zugehôrige Operator. Die Differentialgleichung stimmt formal mit der 
Gleichung (65) für Langsschwingungen überein, so daB die erzwungenen 
harmonischen Torsionsschwingungen analog wie die Langsschwingungen 
[nach (66) bis (72)] zu finden sind. 


I. Zur experimentellen Bestimmung von Elastizitätszahlen, dynami- 
chen Federunsssrößen und Dämpfungskoeffizienten bei schwacher 
Dämpfung 


Die Resonanzfunktion 


34) Für die in Abschnitt E behandelten erzwungenen Längsschwingungen eines 
Stabes sei nun schwache Dämpfung und wie in (67) eine harmonische Stör- 
kraft 


Deren 


am Stabende x, — a vorausgesetzt, währenddem vom Träger her keine 
Störung einwirke, das heißt g3, = 0 sei. 
Die erzwungene Schwingung sei an Hand der Resonanzfunktion 


in Abhängigkeit der zu » proportionalen Größe » = a w/c betrachtet, wobei 
VE/o ist wie in (15). 

55) Die dynamische Federungsgröße J’, bestimmt in Abschnitt E die Abstrah- 
lungsdämpfung. Sie sei in der Form 


EIER 3 see 
es T3 (1 + 7 69) 


angesetzt, wo J’, und 0, reelle Konstanten sind. Die äußere Dämpfung ist 
durch den in (63) eingeführten Koeffizienten y, bestimmt. Für die innere 
Dämpfung sei der Ansatz von JEFFREYS [siehe (59)] gewählt, in dem eine 
Maxwellsche Dämpfung mit dem Koeffizienten 7 und eine Voigtsche mit 


‚MP 11/23 


1 
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dem Koeffizienten 7 kombiniert sind. 


3ka 3ke , a Vs 
) = >_> = und 6, = —< 
Vo: VE à de Zautu+3Àx) 1 2 C 


sind als hinreichend kleine Größen vorausgesetzt. 
(86) Zur Berechnung von @ ist y3(a) nach (72) zu bestimmen. Entwickelt ma 
die vorkommenden Ausdrücke nach Potenzen der 6; und berücksichtig) 
nur kleine Größen von minimaler Ordnung, so erhält man 


a a \2 wZot+% 
“4 VEE ) v2 (vy? No +N)’ 


Zo=v?+ 13+ (v2 — T3)cos2»+2/,vsin2», 


N, = »2+ £3 — (v? I%)cos2v»—2I/,vsin2», 
Z=62Z,+ 728 (i —os27) — 41,468,977 + 207 fs), 


N IE8(1+c0s2») —-4/,eev?+2(»+ 1)», 


& = 0, — 63 + 06,9%, 
& = 0, — 09 + (02 — do) y?, 


& = 6, + 03 + do v2, 


Bestimmung von Elastizitätszahlen und Dämpfungskoeffizienten durch 
Schwingungsversuche 


Bei kleinen Dämpfungen ist für die Aufsuchung der Resonanzfrequenze: 
N, gegenüber N, in 2 zu vernachlässigen. Die Frequenzgleichung laut 
somit N, = 0. Denkt man sich zunächst den Stab losgelöst vom Tragef 
also mit freien Enden x, = 0 und x, = a, in Schwingungen versetzt, so if 
in der Frequenzgleichung J’, = 0 zu setzen. Sie lautet dann 1 — cos 2 » =|] 
Ihre positiven Lösungen sind » = »,, = n,n = 1, 2,.... Beobachtet we i 
den die Resonanzfrequenzen w/(2 x) = ww/(2 x). Kennt man die Nummf 
n einer beobachteten Resonanzfrequenz, so liefert die nach (84) bestehenil} 


Gleichung 
RTL, | = 
den Wert von F. 
(Die analoge Methode, angewandt auf Torsionsschwingungen eines bell 
seitig freien Stabes von Kreisring- oder Vollkreisquerschnitt, liefert df] 


(87 


EL 


a 
qT 
N 
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Wert von yw und damit auch den Wert 


> Eu 
3(3u—E) 


des Kompressionsmoduls.) 
(88) Fir’; + 0, das heißt, wenn der Stab gemäß Figur 6 am Träger befestigt 
ist, sei die Frequenzgleichung N, = 0 nach I, aufgelöst. Dies ergibt 
y Sin 2 y 


ne 


I += cos 2m 


Ihre positiven Lösungen seien, nach wachsender Größe geordnet, Da 
I’, sei positiv. Es folgt daraus 


(n—1)a<m< (2n—1) >. 


(89) Wird bei einem Schwingungsversuch eine Resonanzfrequenz w,,/(2 x) beob- 
achtet, so ist, wenn E nach (87) bestimmt ist, », = a w, VolE bekannt und 
damit nach (88) auch J}. 

90) Die Funktion N,(v) werde in der Umgebung einer Nullstelle », in eine 
Potenzreihe entwickelt, wobei » = v, + & gesetzt sei. 


Nol) = Nos) + No) € + Ni) E+ + 


Man kann leicht nachweisen, daß 
No.) = 0, No) > 0, 
so daß man die in der Umgebung von », gültige Näherungsgleichung 
1 1/4 
Nol) = + NE (on) & 


erhält. 
91) Setzt man 


BE Il 
Non) = 28 NG (0) 


und 
N,(v,) = Xl 


Ni Ga 
so kann nach (86) für kleine |&| angenähert 

a \2 Zier) 
ee RE (Fr) Na) (6? + Naln)] 


geschrieben werden. Die graphische Darstellung dieser Funktion ergibt den 
«Resonanzbuckel» bei »,, dessen Kenntnis man sich durch Schwingungs- 
versuche verschaffen kann. Das Maximum liegt bei = 0. Da Z,(v,) und 
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N(v,) als bekannt anzusehen sind, liefert das Maximum den Wert von 


N,(v„). Die beiden Werte von &, nämlich € = + VN, 3(Yn)> fiir welche 2 die 
Halfte des Maximums ist, begrenzen Air der »-Achse ein Intervall 
iff = LD VIN (Yn), das man Halbwertbreite nennt und dessen Kenntnis 


Ben N, (es) OO 


Veh+E 


(92) Nachdem gemäß (87) und (89) E, u, k und J als bekannt vorausgesetz 
werden können, ist es auch möglich, die Dämpfungskoeffizienten zu be) 
stimmen. Nach (91) sei N,(v,) für mehrere Resonanzwerte », als bekann 
angenommen. Mit freien Längsschwingungen (das heißt, der Stab ist los 
gelöst vom Träger) kann nach (86) aus N,(v,„) die Größe e, bestimmt wer 
den. Führt man diese Bestimmung für mindestens zwei Resonanzwerte »} 
durch, so erhält man wegen & = 6, + 63 + 0, v? die beiden Größen 6, + 
und ö,, das heißt in Rücksicht auf (85) den Wert für 7’ und eine linear 
Kombination von 7 und ys. Entsprechende Beobachtungen mit J’; + ( 
das heißt mit eingespanntem Stab, führen dann zur Bestimmung von 4 
für mindestens zwei Werte von », und damit zur Kenntnis von 6, — à 
und 6; — dy. à, d und à, sind dadurch einzeln bestimmbar, womit auc 
7 und y, bekannt sind. Die äußere Dämpfung y; nach dem Ansatz (63)| 
die innere Dämpfung mit den Koeffizienten 7 und 7’ nach (59) (JEFFREYS 
und die Abstrahlungsdämpfung ö, nach (85) sind damit erfaßt. 


Summary 


This paper deals with a bar (called ““oscillator”’), clamped in a finite or infinit! 
body (called support’) and excited to vibrations. The loss of kinetic energy G 
the oscillator has been divided into three kinds, i.e.— 

(a) “inner damping”’ described by a suitable generalization of HookE’s law, 

(b) “outer damping’’, due to frictional jones acting at the free surface of th 
oscillator, and 

(c) “damping by radiation” caused by the elastic waves, radiating from th 
surface of contact between the oscillator and the support and travellin} 
through the latter. 

As examples of supports, a semi-infinite bar and the infinite-elastic space ha 
been treated. As examples of vibrations, forced harmonic longitudinal, transvers 
and torsional vibrations of the bar have been considered. 
(Eingegangen: 19. 1. 1951.) 


>) 
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Charakteristikenverfahren zur näherungsweisen Berechnung 
der unsymmetrischen Überschallströmung 
um ringförmige Körper 


Von WOLFGANG HAACK, Berlin!) 


Die Strömung eines idealen Gases um einen schlanken Rotationskörper, der 
mit Überschallgeschwindigkeit schräg angeblasen wird, kann man näherungs- 
weise durch Linearisierung der Differentialgleichung der Gasdynamik ermitteln. 
Dabei verwendet man im allgemeinen Quellsenken- und Dipolverteilungen 
längs der Rotationsachse, die nach dem von von KARMAN und Moore (1932) 
und von KARMAN und TSIEN (1939) angegebenen Verfahren berechnet werden?). 

Bei einem zusammengesetzten Rotationskörper, der etwa dadurch entsteht, 
daß man über einen spitzen rotationssymmetrischen Kern einen Ring von be- 
liebigem, aber vorn scharfkantigem Profil schiebt (Figur 1), wird das Verfahren 
der Ouell- und Dipolverteilung recht umständlich. Dabei bereiten die Unstetig- 
keitsflächen, die durch die Vorderkante des Ringes entstehen, besondere Schwie- 
cigkeiten. Hier zeigt sich, daß man solche 


Strömungsvorgänge sehr einfach mit A 
einem zu der linearen Differentialglei- ee € 
chung gehörenden Charakteristikenver- 
fahren ermitteln kann. Auch die Un- 5 
stetigkeitsflächen bereiten keine Um- om > 

in Ne 


stande. Selbst die mehrfache Reflexion 
er Unstetigkeitsflächen an den Wänden Fig. 1 

‚wischen Ring und Kern läßt sich ohne Rotationskörper mit ringförmigem Leitwerk. 
| A NET Aa ad Die Strömung berechnet man bis Punkt A 
Eon zer Ge MEMOUPDENMNCENS nach dem Quell-Dipol-Verfahren, hinter Punkt 

Die praktische Bedeutung der Pro- A nach dem Charakteristikenverfahren. 

lemstellung liegt in der Möglichkeit, 

Xotationskörper durch Ringe, die über das Heck geschoben werden, zu stabili- 
ieren. An drei Beispielen wird gezeigt, daß der Auftrieb ein und desselben 
èinges sehr verschieden sein kann, je nach der Gestalt des Kernes und nach 


ter Art der Anbringung. 

1) Ordentlicher Professor an der Technischen Universität und Honorarprofessor an der Freien 
Iniversitat Berlin. 

2) Vgl. etwa: R. SAUER, Theoretische Einführung in die Gasdynamik (Springer, Berlin 1943). 
| R. Courant und K. O. FRIEDRICHS, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers, 
few York 1948). — A. Ferrı, Elements of Aerodynamics of Supersonic Flows (Macmillan, New York 
249). 
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| 

Im ersten Teil der folgenden Mitteilung wird das Charakteristikenverfahre 
entwickelt. Gemäß der Theorie, die kürzlich vom Verfasser und G. HELLWIG} 
veröffentlicht wurde, würde es naheliegen, an Stelle der Potentialfunktion diff 
sogenannten Normalfunktionen einzuführen und diese nach dem Charakter! I 
stikenverfahren zu bestimmen. Dieser Vorgang wird sehr einfach im Inner} 
des Strömungsgebietes, bereitet aber etwas Mühe längs der Ränder. Deshallf} 
wurde hier das Verfahren abgeändert, so daß unmittelbar die Potentialfunktio | 
bestimmt wird. Das bedeutet eine Vereinfachung am Rand, verlangt aber ein 
Integration mehr als die Bestimmung der Normalfunktion. | 

Das Verfahren ist im folgenden so dargestellt, daß es unabhängig von jeng 
Arbeit verständlich ist. 

Im zweiten Teil werden drei Beispiele behandelt: 
1. ein frei stehender zylindrischer Ring, 
2. der gleiche Ring über einem zylindrischen Kern, 
3. der gleiche Ring über konischem Kern. 


keiten erläutern. 


ERSTER TEIL: CHARAKTERISTIKENVERFAHREN 
1. Die linearen Differentialgleichungen 


Das Geschwindigkeitspotential für die Strömung eines idealen Gases sé | 
@(x, y, 2). Die partiellen Ableitungen ®,, ®,, ®, sind die Komponenten d 
Geschwindigkeitsvektors w mit dem Betrag w. Es ist also 


w= 2402 + @. (1, 


Bezeichnen wir mit x die Gaskonstante und mit a die Schallgeschwindigkeit 
so gilt bekanntlich 


a? = aa — —— w?. (le 
Die Differentialgleichung für die Potentialströmung eines idealen Gases ist 


(1-7) © + (1 - SE) 9, + (1 - ©) ©. 


2 D, ® 2 D, D 2 D,, D 
en ee A NR D. Y = 0,=0 


a? 


Wir beschränken uns im folgenden auf die Strömung um einen schlanker 
Rotationskörper, der sich in einer Parallelströmung der Geschwindigkeit 
befindet, und setzen voraus, daß die Richtung der Anströmgeschwindigkeij 


1) W. Haack und G. Heııwıc, Math. Z. 53, 244-266; 340-355 (1950). 
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nur einen kleinen Winkel ® mit der Achse des Rotationskörpers bildet. Die 
x-Achse möge mit der Achse des Rotationskörpers zusammenfallen, die y-Achse 
legen wir so, daß der Vektor der Anströmgeschwindigkeit zur (x, y)-Ebene 
parallel ist. 


Dann können wir die Strömung um den Rotationskörper als kleine Stôrung 
der Parallelströmung ansehen. Das Potential der ungestörten Parallelströmung 
ist 

Ucosdx+Usin®y. (1,3) 


Da # als klein vorausgesetzt ist, können wir dafür schreiben, wegen cos # & 1 


Ux+Usindy, (La) 

dabei ist U sind klein gegen U. Jetzt machen wir für (x, y, z) den Ansatz 
D(x,y,2)=Ux+o(x,y,2), (1, 4) 

indem wir den unsymmetrischen Teil der Parallelströmung mit in das Stör- 


potential ® aufnehmen. Gemäß unserer Voraussetzung sind ®,, ®,, ®, klein 
gegen U, und wir gelangen durch Vernachlässigung kleiner Größen zu der 


linearen Differentialgleichung für ®: 


U? 

(1 LA il Dr <i D,, I D,. = 0 ) (1, 5) 

in der die Schallgeschwindigkeit a — a, konstant ist. Durch Übergang zu 
Zylinderkoordinaten 

4= APS = Cosy, B= pointy (1, 6) 


erhält man die Differentialgleichung 


Le 


De 


2 yy 


I1— ) De = Do = D, = 0. (ANA) 
Da die Gleichung linear ist, können wir das Potential ® als Überlagerung 
zweier Teilpotentiale darstellen. Wir zerlegen ® in einen axialsymmetrischen 
Teil @ und einen unsymmetrischen Teil gy. Für den unsymmetrischen Teil @ 
versuchen wir den Ansatz 
P=L4, 7) cosy. 

Dann wird also 

D(x, 7, y) = 9(%, 7) + F(x, 7) cosy. (1, 8) 


Durch Einsetzen in (1, 7) erhält man mit der Abkürzung U/a = M für den 
axialsymmetrischen Teil die Differentialgleichung 


1 
(1 — M?) Paz + Pre + = Pr = 0 u); 


| 

| 

| 
360 WOLFGANG HAACK a} || 

| 
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und für den unsyminetrischen Teil 


D=MINR HAE B= P= Oy (1, 1] 


4 2 | 


2. Charakteristikenverfahren zur Lösung des Anfangswertproblems | 


Um die beiden Differentialgleichungen (1,9) und (1, 10) gemeinsam bf 
handeln zu können, schreiben wir (1, 10) in der Form: 


(1— M’) F,,+ F,+—F,-F=0. 2, À 


Für e = 0 erhalten wir (1, 9) und für e = 1 die Gleichung (1, 10). Wenn M > ||! 
also U größer als die Schallgeschwindigkeit ist, gehört (2, 1) zum hyperbolfl 
schen Typus und besitzt reelle Charakteristiken, die der gewöhnlichen Dif 
rentialgleichung 1 
(M? — 1) dr? — dx? =0 (23 | N 


da Ay, à 1 
“= ey 


Die Charakteristiken sind bekanntlich zwei Scharen von Geraden, die mit dif 

x-Achse den Machschen Winkel « einschließen mit sin « = 1/M. 
Eine beliebige Funktion F(x, 7) hat längs einer Charakteristik die Ric 

tungsableitung 


dF 


BE 1 
ds M 


i + M 


: ; M 
red -/ M 


Wir bezeichnen die Richtungsableitung längs der nach außen führenden Chi 
rakteristik (r’ = + 1/M) mit Æ und diejenige längs der anderen mit F,, danf 
gilt: 


M? j 1 


h=—y ti mm. (2, 4 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach F,, F, gibt | 
Me M 

f= = (A-#); B= (Fee By. (2,4 


2~Me— 1 


Nach (2, 4) sind F und & Funktionen von x, r. Ihre Richtungsableitungel 
werden durch zwei Indizes bezeichnet. Nennen wir s, die Bogenlänge der erste} 


it = = + En: 2 a : 
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Charakteristik (7’ = +1/M) und s, die der zweiten, so gelten die Bezeichnungen: 


_ dF. dB 
en ds, nz A 
Aus (2, 3) und (2, 4) folgt: 
4 
VM?— 1 1 
Fe = (Fi) x Van (Fy) M 


| . c r 
| und nach einfacher Umrechnung 


1 rn 
= #2 mM: [(1 = M?) Fe Sa 57] = me: 5 
‚ Jetzt können wir in der Differentialgleichung (2, 1) an Stelle der partiellen 
Ableitungen die Richtungsableitungen setzen und erhalten: 


ae 


| —M?F, 4 Bor (2, 6) 


y 


| Schreiben wir diese Gleichung in Differenzenform, so erhalten wir die Grund- 
gleichungen für das Charakteristikenverfahren 


BR € À 
| AR = (soar rm F) As, , a) 
| A=E & 
AR = | IE y2 We F) As, (2, 8) 


Zur Lösung des Anfangswertproblems gehen wir nun folgendermaßen vor: Längs 
einer Kurve / (Figur 2), die nirgends von einer Cha- 


rakteristik berührt wird, sei die Strömung bekannt, —— - Ze 
das heißt längs 7 kennt man F, F,, F, und daher 
nach (2, 4) auch &,, #. Wir wählen auf zwei Punkte lee: 
P, Q in geeignetem Abstand. Die entsprechenden u 
Charakteristiken durch P und Q schneiden sich in p82 Rn 
R. Der Abstand OR = As, und PR = As, gibt die  @ 
zu jeder Charakteristik gehörige Längendifferenz. 
Dann ist 
Fig. 2 


F(R) a F(0) = AF, > F(R) a E(P) ia AF, C (2, 9) Skizze zur Lösung des 
Anfangswertproblems. 

AF, und AF, erhält man aus (2, 7) und (2, 8). Wenn 

e + 0 ist, muß man noch F(R) bestimmen. Das geschieht durch näherungs- 

weise Integration nach der Trapezformel. Da man in P, ©, À die Ableitungen 

von F kennt, kann man die Integration längs der ersten Charakteristik über 
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F, oder längs der zweiten über F, ausführen. Am besten ist, beides zu tu] 
Langs der.ersten Charakteristik wird 


FR) = F(P) + + [E(P) + A(R) As. (2,14) 
langs der zweiten folgt 


2 


1 | 
FU(R) = F(Q) + + [E(Q) + A(R)] 45). (2, 1| 
Da das Differenzenverfahren nur angenäherte Werte liefert, wird im allgemeinef | 
F! + F" sein. Die Differenz |F' — F™| gibt ein Maß für die Genauigkeit. Wir 
sie zu groß, so muß man die Intervalle, das heißt den Abstand PQ, kleine 
wählen. Für die Fortsetzung der Rechnung setzen wir | 


F(R) = + (FUR) + F(R)]. (2,14) 


Damit ist das Anfangswertproblem gelöst. Wir wollen erwähnen, daß für e= 4 
also fiir den symmetrischen Teil g der Strömung, die Gleichungen (2, 10) BA 
(2, 12) überflüssig werden. | 


3. Das charakteristische Randwertproblem 


sches Problem vor, sondern ein charakteristisches Anfangswertproblem, bd 
dem längs eines Randes, nämlich an der Wand des Körpers, die Richtung da 
Geschwindigkeitsvektors bekannt ist. Wir nehmen an, die Strömung sei in J} 


Wand des Körpers 


Lea 002 22 Drehkörpers bekannt (Figur 3). Danifi 
7 \ ei kennt man die Funktionen F FH, FE auc | 


Ke längs der Charakteristik I durch A. Ef 
5x seien B, C, ... Punkte der Charakteristill 
sa I durch A. Wir legen durch B die Charakfı 
a teristik II, bestimmen ihren Schnittpunkfl 


LZ mit der Wand und die Länge BL = Ass 


Fig. 3 Dann folgt aus (2, 7): 
Skizze zum charakteristischen |! 
Randwertproblem. FL) — FF 1(B) a6 AE (3 1 | 
e 2 


Zur Bestimmung von F, beachten wir die Randbedingung. Die Tangente de | 
Randkurve dr/dx ist gegeben. Demnach gilt: 

ne = dr fl 
PR. das (3, | 


— 


Sees 


T [= N = - tot Fr af a 7 
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und wegen (2, 5) 


Daraus folgt für A (Z) 


B(L) = K(L) ge 1 — (dr/dx) 
VM?—1+ (dr/dx) 


er (3,-4) 


SchlieBlich bestimmt man im Falle ¢ + 0 noch F(L) durch 


2 


F(L) = F(B) + + [R(B) + E(L)] As. (3, 5) 


Zur Berechnung des Widerstandes bzw. des Auftriebes braucht man längs des 
Randes noch die Funktion F,(Z), die nach (2, 5) bekannt ist. 
Kennt man F, F, Fin L, so hat man für alle Punkte der Charakteristik I 


L durch L stets Cauchysche Anfangswertprobleme, die nach Ziffer 2 erledigt sind. 


Damit ıst das Charakteristikenverfahren soweit entwickelt, daß man für 


_ jeden (schlanken) Rotationskörper den unsymmetrischen Potentialteil F(x, 7) 


mit F,, F, berechnen kann. Für den symmetrischen Teil g(x, 7) gelten dieselben 


Gleichungen mit e=0, jedoch tritt an Stelle der Randbedingung (3, 2) 


' wegen (1, 4) und (1, 8) die Forderung 


| 
| 


und wegen (2, 5) die Bindung zwischen y, und , längs des Randes 


dr M (9, — po) (3, 6) 


BE a (M/YM® — 1) (oı en Yo) 


| Die Durchführung des Verfahrens gestaltet sich besonders einfach, wenn man 


das Netz der Charakteristiken so wählt, daß man, soweit möglich, konstante 


| Intervalle As, und As, hat. 


Wir schließen diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung: Nach (3, 5) 
wird F(L) im Randpunkt L so bestimmt, daß eine Charakteristik bevorzugt ist. 
Man kann aber F(L) nochmals durch Integration längs der Randkurve von 
A bis L (Figur 3) berechnen und durch Mittelbildung mit (3,5) einerseits 
den Wert verbessern, andererseits die Güte des Verfahrens beurteilen. 


4. Überdruck, Widerstand und Auftrieb 


Zur Bestimmung des Überdruckes, der an einer Stelle x, 7, y herrscht, 
gehen wir aus von der Bernoullischen Druckformel 


ER [1 Er in ee ae 


Do a; 
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Ist nun, wie hier vorausgesetzt, w? — w? klein, so gilt für den Überdruck ah | 
Näherungsformel: | 


PEN EEE 


Oo we/2 we 
In unserem Falle ist nach (1, 4) w, = U und 
w? = Oi + @2 + DO? ws (U + 9,4 0059) 
oder, wenn man konsequent Größen zweiter Ordnung vernachlässigt, 
w* = U? 2U0, ADF cos. 


Damit wird der Überdruck 


P— Po _2Mm , 2 

0 U2/2 = "oT + U 2 COS Y (4, 
Zur Bestimmung der Kräfte, die von der Strömung auf den Körper übertrage 
werden, braucht man die Funktionen o, und F, an der Oberfläche. Der Mer} 
dian des Rotationskörpers sei gegeben durch 7(x) und seine Tangente durdf 


y' = dr/dx. Bezeichnen wir mit i, j, £ die Einheitsvektoren in Richtung df 


met tee er a 
an (—cosyt—smnypi+7 t)rdx dy. 


Durch Integration über y von 0 bis 2x erhalten wir die Kraft, die auf ein 
Scheibe des Körpers der Dicke dx ausgeübt wird; dividieren wir durch dx, aff 


dR = pe Ze 
DE 2Zıurr U (4, 1 
und für den Auftrieb 
iW Gin 29 | 
eg ae E, | cos? y dy = ou er. (4, ! il 


0 


Im allgemeinen bezieht man beide Werte auf einen geeigneten Querschnitl 

(zum Beispiel größten Querschnitt) und erhält den Widerstands- und Aufl 

triebsbeiwert, indem man W noch nach dem Anstellwinkel & differenziert. Dif) 
Funktion 

1 dw ZEA 

sin dz Usine “A 

als Funktion von x betrachtet, nennen wir die Auftriebsverteilung des Körper | 

Sie ist maßgebend für alle Stabilisierungsprobleme. | 
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Im folgenden sollen einige einfache Anwendungen der Theorie behandelt 
werden. Die Druck- und Auftriebsverteilung iiber einem einfachen Rotations- 
körper wird man wohl besser und schneller nach dem Quellsenken- bzw. Dipol- 
verfahren berechnen!). Das Charakteristikenverfahren dürfte sich besonders 
bei ringförmigen Körpern oder bei einfachen Rotationskörpern eignen, die zur 
Stabilisierung mit einem oder mehreren Ringen beliebiger Form versehen sind. 
Wir wollen drei verschiedene Anordnungen von Ringen behandeln und die 
Unstetigkeit untersuchen, die durch die Vorderkante des Ringes entsteht. 


5. Auftriebsverteilung eines zylindrischen Ringes 


Figur 4 zeigt einen Meridianschnitt in der (x, y)-Ebene durch den zylindri- 
schen Ring, der unter dem Winkel # mit der Geschwindigkeit U angeblasen 
wird. In Figur 5 haben wir den unteren Teil des Schnittes vergrößert gezeichnet 
und ein Netz von Charakteristiken für die Machsche Zahl M —1,5 darauf gelegt. 


a / 4 
4+— “ = = x 
44 
2 5+ 
Te | \ d 
a ‚Ring x 
Sr 6+ © 
I > L 7 
N x > 
2 = = = - — — 
I 74 qe 
72 GUSSEN 
Sn x 
IS 
I 87 = 
mee 
Fig. 4 Yr 7 
Lee 
Zylindrischer Ring mit den Fig. 5 mm 
Unstetigkeitsflachen. Charakteristikenschema für freien Ring. 


Die Gitterpunkte des Netzes haben wir so numeriert, wie es zur Durchfüh- 
rung des Verfahrens vorteilhaft ist. Durch den vordersten Ringpunkt (00) geht 


1) Vel. etwa: R. SAUER, Theoretische Einführung in die Gasdynamik (Springer, Berlin 1943). 
_ R. Courant und K. ©. Friepricus, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers, 
New York 1948). — A. Ferri, Elements of Aerodynamics of Supersonic Flows (Macmillan, New York 
1949). 
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die Machsche Linie I nach außen und II nach innen, dabei gehört nach de | 
Bezeichnung von Ziffer 3 die Linie I zur ersten und IT zur zweiten Schar. li 
dem Gebiet links von I und II ist die Strömung ungestört. Das Potential A 
ist in diesem Gebiet gegeben durch [vgl. (1, 8)] 


cosy F(x, v,2z) = (Usin#) y oder cospyF(x,r) = (Usind)rcosp. 


Daher wird 


Fix,n=Usin®r; E,=0; 5=Usind. (5, 1} 
Aus (2, 4) folgt daraus mit M = 1,5 


F, = + 0,667 Using: B= — 0,667 Usin®. (5,21 


fortpflanzt. Zunächst muß an der Ringwand die Randbedingung (3,3) eri 
füllt sein. Da in unserem Beispiel 7’ = 0 ist, folgt: 


FT, @m’Randı. (5, 3] 


Diese Beziehung gilt rechts von (00). Auf der Machschen Linie I, die sich von) 
links dem Punkt (00) nähert, ist die Änderung von F, nach (2, 8) bestimmt!Ih 


Fy = F, = —0,667 U sind [innen bei (00)]. (5,4 


Entsprechend bleibt F auf der Machschen Linie II, die von links nach 00) 
führt, ungestört, man hat also | 


F, = Fy = +0,667 U sind? [außen bei (00)]. (5,5 


Langs der Störungslinie II bleibt überall F, = — 0,667 U sin ® ungestört, das! 
heißt die Ableitung F, bleibt beim Überschreiten der Linie II stetig. Wir wollen), 
zeigen, daß auch F stetig bleibt. Wir können F als Integral über F, längs der 
Linie II ansehen. Daraus folgt die Stetigkeit von F aus der Stetigkeit von 3. 
Ebensogut können wir über À längs einer Charakteristik der ersten Schar von. 
links bis an ihren Schnitt mit IT integrieren. Da Æ links von II stetig ist, bleibt P 
auch F stetig und hat längs II den ungestörten Wert. Langs der Störlinie IL! 
ist daher F ungestört (F = U sind 7), F ungestört (F, = — 0,667 U sin 8), da- | 
gegen F, unstetig. Da aber Æ nach (5, 4) bei (00) bekannt ist, läßt sich die], 
Fortpflanzung der Störung von F, längs II nach (2,7) berechnen. In der] 
zweiten Spalte der Tabelle 1 sind die Werte von 7, FF, E für die Punkte | 
(00) bis (30) der Linie II zusammengestellt. Dazu ist noch eine Zahlenreihe A. | 
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Tabelle 1 
Schema zur Berechnung der Strömung um einen freien Ring 
F, F,, Fy, dc/dx stets dividiert durch Usin® (M = 1,5) 
Innen 0 0 1 2 3 
v 4,725 4,725 
F 4,725 4,125 
3 Ar 0,667 0825 
Fe — 0,667 — 0,667 
A — 0,067 
Y 5150 9.190 5.150 
12 5,150 5,150 4,201 
2 Fy 0,667 — 0,766 - 0,803 
Fo — 0,667 | —0,667 — 0,734 
A : | — 0,059 — 0,048 
y 5,575 SE 9,979 Sos) 
12 5975 3,979 4,661 3,684 
1 F, 0,667 — 0,714 — 0,759 — 0,803 
Fo — 0,667 — 0,667 — 0,726 — 0,782 
A — 0,052 — 0,044 — 0,034 
Y 6 6 6 6 6 
F 6 6 Eyal 4,173 
0 12 0,667 — 0,667 — 0,719 — 0,770 — 0,816 
Fo — 0,667 — 0,667 — 0,719 — 0,770 — 0,816 
A — 0,047 - 0,040 — 0,033 
de/dx — 0,298 — 0,322 — 0,345 — 0,366 
Außen 0 0 1 2 3 
y 6 6 6 6 6 
F 6 6 6,822 715986 
- FE, 0,667 0,667 0,624 0,580 0537 
. F, — 0,667 0,667 0,624 0,580 0,537 
A _ 0,047 — 0,054 — 0,060 
de/dx 0,298 0,279 0,260 0,240 
il 6,425 6,425 6,425 6,425 
F 6,425 6,425 TAS) 7,953 
1 Fy 0,667 | 0,667 0,628 0,589 
IE. — 0,667 0,620 0,570 0,520 
A - 0,043 - 0,048 — 0,052 
4 6,850 6,850 6,850 
F 6,850 6,850 7,616 
2 F; 0,667 0,667 0,632 
Fy, — 0,667 OST 0,522 
A — 0,039 — 0,043 
4 MUS AUS) 
F 1,219 AIS 
3 JE 0,667 0,667 
12 — 0,667 0,538 
A — 0,035 
ae 0 0,95 1,90 2,85 
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angegeben; sie enthält die Werte AF,, AF,, die für gleiche As nach"(Z, 7) 
(2, 8) in jedem Punkt einander gleich sind. Ganz analog hegen die Verhaltniss} 
längs I an der Außenseite. Dabei empfiehlt es sich, die Zahlen für die Störlinil 
zweimal aufzuschreiben, zuerst für den ungestörten, dann für den gestörteif 
Zustand. Dann kann man die Unstetigkeiten gut in der Zahlentafel verfolgen] 

Nach diesen Vorarbeiten sind alle Voraussetzungen erfüllt, und man kanji 
das unter den Ziffern 2 und 3 beschriebene Verfahren durchführen. Die Zahlen 
tafel 1 zeigt die Anordnung der Rechnung für einige Intervalle. Wir haben dabe 
den Durchmesser des Zylinders mit 12 angenommen. 

Wenn die Werte FE, F, innen und außen längs der Wand des Zylinders bd | 
rechnet sind, ton man nach (2,5) F, und erhält nach (4, 4) sofort diff 


Auftriebsverteilung. Figur 6 zeigt die Verteilung des Auftriebsbeiwertes 
de 1 dw 


dx R?nsind ds 


für die Außenseite, die Innenseite und den Gesamtauftrieb, bezogen auf de i 
Querschnitt R?z des Ringes. | 

Wenn die Störungscharakteristik (Il in Figur 5) die Rotationsachse triffifl 
gibt es eine neue Unstetigkeit, auf die wir hier nicht eingehen wollen. 


6. Zylindrischer Ring über Rotationskörper 


Ein unendlich langer Drehzylinder erfährt bekanntlich keinen Auftrieb i 
einer idealen Gasströmung. Es sei etwa ein Rotationskörper gegeben, der vor/f 
eine ogivale Spitze hat, die in einen Zylinder übergeht. Ist der zylindrische Teif 
hinreichend lang, so wird sich gegen sein Ende die von der Spitze verursach 
Störung ausgeglichen haben. Am Ende des Zylinders wird sich die Strömunlf 
annähernd so wie bei einem unendlich langen Zylinder verhalten. Ein solchdlh 
zylindrischer Körper mit ogivaler Spitze ist nicht stabil. Man hat mehrfac 
versucht, ihn durch Überziehen eines zylindrischen Ringes über das Zylinde 
heck zu stabilisieren. Wir wollen den Auftrieb berechnen, der durch den Ri 
bewirkt wird. In Figur 7 ist die Anordnung der Körper skizziert. Durch d 
Vorderkante des Ringes sind die Machschen Linien I und II gezeichnet. Link# 
davon herrscht die Strömung des unendlichen Zylinders. Langs der Linien |} 
und II tritt eine (unstetige) Störung ein. Von besonderem Interesse ist dal 
Verhalten der nach innen laufenden Störung, die mehrfache Reflexionen all 
den Wänden erfährt. Der in dem Gebiet zwischen Rotationskörper und Rin} | 
gezeichnete charakteristische Streckenzug stellt eine Unstetigkeitslinie dai 
Beim Uberschreiten der Linie ist entweder F oder F, unstetig. | 

Wir wollen aber das Verfahren in der Reihenfolge erläutern, wie es durch! 
zuführen ist. Zuerst müssen wir uns die Funktionen F, A, FE im ungestörtef 


Teil der Strömung links von I, II verschaffen; dabei ee uns nur dé I 
unsymmetrische Teil. 1 | 
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Â de 
dx 
| 
04+ ; Gesam/autfrieb 
0,34 
8,27 c) 
a 
> X 
= dE 
dE À 05 ne Ring innen 
dx 
| 2 6 05% Kesulhierende Ot 
05 eal 
| 44} ee = | 
IM z b 
93+ 9298 b) Ring aussen ? 
02 5 = 
ye T Aussen 
| i “411 
| Dr 
-924 
0 >x 4 
0.34 Korpernend 
+ % zu 04 
i ü 
N À 
l 7 
{ "3 + IE; 4 
| 7 BR 
| "4 Ci 
! ed / A 
| R Wing BA 5) 
! 5 \ 3) 4 _ Ring z 
) = Wr ee 
I N 4 We. R > z Ne < : > + 
| ME % \ Sy ei \R- 
| = ESAS RL RER, 
| I : Rolationskerper 
i] 
Achse 
_— - - Ehe >x 
Fig. 6 Fig. 7 
Auftriebsverteilung am freien Ring. Auftriebsverteilung für Ring über Zylinder. 


Für einen unendlich langen Zylinder läßt sich die Potentialfunktion F 
leicht angeben. Die Strömung um den Zylinder muß ungeändert bleiben, wenn 
man den Zylinder in sich, das heißt in der x-Richtung verschiebt. Deshalb 
ist F unabhängig von x, also F,= 0. Dann geht Gleichung (2, 1) in die ge- 
wöhnliche Differentialgleichung über 


E,+7R-F=0 (6,1) 


ZAMP 11/24 
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mit der allgemeinen Losung |! 


if = AT + | 


es 


Die Konstanten A, B sind so zu bestimmen, daß am Rande des Zylinders (fü 
y =r, wenn 7 Zylinderradius ist) i) 
F| =0 (6, 24} 

r=7 | 
ist; denn die Strömung muß tangential zur Wand verlaufen. Ferner muß fü 
r— oo der Geschwindigkeitsvektor der Anströmung entsprechen, das heißifl 
nach (5, 1) I 


F, | 2 sun. (6, 31 

Daraus folgt schlieBlich: | 
72 | 
F=Usina(r+) (6, 4 
und dazu | : Il 
Fl; F,= U sin 8 (1-4). (6, 5 

Aus (2, 4) folgen sofort F und &: 

U sin® / FA. U sin® / 72 | 
ae, (1 ai ne M (1 =) (6, OM 


Auf den Unstetigkeitslinien I und IT ist der Vorgang derselbe wie im vorigen] 
Abschnitt. Auf der Linie I bleiben F und F, ungestört (also stetig) und haberifi 
die Werte (6,4) und (6, 6). Dagegen erfährt F, bei (00) (Figur 7a) eindf 
Störung, derart, daß die Randbedingung (3, 3) erfüllt ist. In unserem Falldf 
(dr/dx = 0) wird | 


Kl =E| = ee (1 - 7) (für den Außenbereich) , 

100 00 z Lo 

wenn À der Ringradius ist. Die Änderung von F, längs I ist wieder durch (2, 8 | 

bestimmt. Dabei hat man in (2, 8) für Æ und F längs I die ungestörten a 

gemäß (6, 6) und (6, 4) einzusetzen. Damit kennt man längs I alle Größer I 

und kann das Verfahren durchführen. | 
Ganz entsprechend bleiben im Innenbereich F und RB, längs II erhaltenlk 

nach (6, 4) und (6, 6); dagegen ist F, unstetig und hat bei (00) den Wert 


| | U sin } m2 : | 

A) = B| rer a = (1 Fa) (für den Innenbereich) . | 
|00 ‚00 

Die Änderung von F, längs II erfolgt nach (2, 7). Jetzt läßt sich nach dem | 

Charakteristikenverfahren der Ziffern 2 und 3 F,F,, F, im Bereich des Drei-f 

ecks (00),P,Q berechnen. Die Linie PQ ist wieder eine Unstetigkeitslinie. Dal 
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. sie zur Schar I der Charakteristiken gehört, bleiben F, F, stetig, & wird un- 


stetig. Æ ist aber in P aus der Randbedingung bekannt, so daß seine Änderung 
längs PQ aus (2, 8) berechnet wird. Die Berechnung geschieht daher folgender- 


_ maßen: Man bestimmt zunächst in P und auf PQ die Funktionen F, FE, E so, 


als ob die Wand bei P nicht vorhanden wäre, also genau nach dem Charakteri- 
stikenverfahren von Ziffer 2. Dann wird die Störung berücksichtigt, die durch 
die Wand bei P entsteht. Langs II kommend, kennt man in P die Größe F 
und erhält aus der Randbedingung Æ. Längs PQ behält man F, F, aus der 


ersten Rechnung bei und bestimmt damit Æ nach (2, 8). In derselben Weise 


verfährt man auf OR usw. Die Durchführung bereitet keine Schwierigkeiten 
und verlangt wenig Aufwand (siehe Tabelle 2). 

Es sei bemerkt, daß es im allgemeinen nicht nötig ist, die Unstetigkeiten 
längs der Linien POR besonders zu beachten. Man kann das Verfahren der 
Ziffern 2 und 3 im ganzen Innengebiet hinter der Störlinie II anwenden. Der 


_ dadurch entstehende Fehler bleibt nach meinen Erfahrungen innerhalb der 


üblichen Rechengenauigkeit, wenn die Intervalle klein genug sind. 

In Figur 75 sind die Auftriebsverteilungen, das heißt die Funktionen dc/dx, 
bezogen auf den Querschnitt des Ringes, für die einzelnen Flächen aufgezeich- 
net. An der Oberfläche des Zylinders herrscht, wie beim unendlich langen Zylin- 
der, zunächst der Auftrieb 0 bis zum Punkt P. Bei P entsteht ein Abtrieb, der 
bis R fast konstant bleibt und bei R nochmals beträchtlich abfällt. An der 
Außenseite des Ringes entsteht ein Auftrieb, der langsam nach hinten abklingt. 
An der Innenseite des Ringes beginnt die Auftriebskurve im gleichen Punkt wie 
an der Außenseite (da innen und außen dr/dx = 0 sind), dann steigt der Auf- 
trieb allmählich an bis zum Punkt ©. Hier springt er plötzlich auf etwa den 
dreifachen Wert. 

Durch Vergleich mit Figur 6 erkennt man, daß der Auftrieb, der an der 
Vorderkante des Ringes entsteht, infolge des eingeschobenen Zylinders nur 
etwa halb so groß ist wie derjenige des freien Ringes von Figur 6. 

Figur 7c zeigt schließlich die resultierende Auftriebsverteilung, die durch 
die Strömung auf die Kombination Zylinder mit Ring übertragen wird. Der 
Gesamtauftrieb ist nur ein Bruchteil desjenigen, den der frei stehende Ring 
erfährt. Das ist zum Teil durch die gestörte Anströmung, zum andern Teil 
durch die Reflexion der Störung an den Rändern bedingt. Der Rechnung lag 
ein Verhältnis Ringradius À zu Zylinderradius 7 von 


Re X= 1385 
zugrunde. 


7. Zylindrischer Ring über konischem Zapfen 


Der gleiche zylindrische Ring kann einen wesentlich größeren Auftrieb er- 
zeugen, wenn man die Anordnung etwas abändert. Dem zylindrischen Rota- 
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tionskörper geben wir ein konisches Heck, dessen Verjüngungswinkel wir so 
wählen, daß die Strömung gut folgen kann (ca. 6,7°). Am Ende des Konus 
bringen wir den Ring an, und zwar so, daß die durch die Vorderkante [Punkt 
(00) in Figur 8a] gehende Machsche Linie nicht mehr am Rotationskörper 
reflektiert wird. Das Ende des konischen Teiles ist wieder zylindrisch ausge- 
bildet, wie Figur 8a zeigt. Bei dieser Anordnung geht durch den Anfangs- 
punkt 7 des konischen Teiles die erste Störlinie (IP). Durch die Vorderkante 
(00) des Ringes geht nach außen die Störlinie I! und nach innen II. Schließlich 
geht durch das Ende des Konus (S) noch eine Störlinie I3. Die Durchführung 


Kesulherender Auffrıeb 


de 
G57 dx 


04 fing innen 


03 De le 


Ve U 
Gt 


0 = ln = Amar 
I 
41 Heckzapfen 0) 


Fig. 8 
Auftriebsverteilung für Ring über konischem Zapfen. 
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der Berechnung bietet nichts Neues. Sie verläuft genau wie im vorigen Al! 
schnitt. 
Das Ergebnis ist jedoch wesentlich verschieden. Wir wollen die in Figur 8} 
eingezeichneten Auftriebsverteilungen mit denen von Figur 7 vergleichen. Zufl 
nächst entsteht längs des konischen Zapfens ein kleiner Abtrieb, der über der} 
Punkt S einen Sprung hat. Die Außenseite des Ringes erfährt einen Auftriel] 
der demjenigen von Figur 75 ähnlich ist. Er liegt aber höher; der Anfangsweri| 
ist 0,17, gegenüber 0,15 in Figur 7a. Besonders groß ist der Unterschied an del 
Innenseite des Ringes. Hier liegt der Anfangswert bei 0,30 im Gegensatz 21} 
0,15 bei Figur 76. Dann steigt die Kurve der Figur 85 gleichmäßig an bis zul) 
Störlinie I?, wo eine kleine Unstetigkeit erscheint. Der Gesamtauftrieb def 
Ringes in der Anordnung 8a ist also beträchtlich größer als bei 7a. Wählt mail | 
etwa einen Ring von ca. 5 cm Länge bei À = 6 cm, so ist der Auftrieb bei d 
Anordnung 8a ein Mehrfaches von demjenigen in 7a. Aber auch bei dieser gü 
stigen Anordnung bleibt der Auftrieb unter demjenigen des freien Zylinder] 
ringes (Figur 5). 


8. Beliebiser Ring über beliebisem Körper 


Zum Schluß sei noch die Anwendung des Verfahrens auf allgemeinere Pre 
bleme erläutert. Wir betrachten einen beliebigen, jedoch schlanken und vor 
spitzen Rotationskörper, über dessen Ende ein Ring von beliebigem Prof 
geschoben ist (Figur 1). Dabei muß das Profil des Ringes schlank und vor 
scharfkantig sein. Zur Berechnung der Strömung um ein solches Gebilde em 


Körpers und A mit der Rotationsachse. Dann berechnet man die Strömunjf 
um den Rotationskörper von der Spitze S bis zum Parallelkreis durch B mittel 
einer Quellsenkenverteilung für den symmetrischen Teil und einer Dipolven 
teilung für den unsymmetrischen Teil. Die Quellen und Dipole verteilen sicht 
auf dem Stück SA der Achse. Zur numerischen Bestimmung dieser Quell- und 
Dipolverteilungen sind verschiedene Verfahren entwickelt, die im wesentlicheil 


und IsıEn?) aufbauen und in den neueren Lehrbüchern eingehend beschriebeıf 
sind. Kennt man diese Verteilungen, so kennt man auch die Funktionen und 
F (1, 8) längs der Machschen Linie I durch (A). Von hier aus beginnt man mi 
dem Charakteristikenverfahren, welches sich in der gleichen Weise anwendet 1 
läßt wie unter Ziffer 6 oder 7. Man sieht unmittelbar, daß auch das Anbringer 
mehrerer Ringe keine neuen Schwierigkeiten bringt. Natürlich besteht die Mög] 
lichkeit, das Charakteristikenverfahren von der Spitze beginnend auch für derf 


1) Von KArmAn und Moorr, Am. Soc. Mech. Eng. 54, 303 (1932). 
2) Tsıen und SRUE-SHEN, J. Aeron. Sci. 5, 480-483 1938). 
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| Rotationskörper zu benützen, aber der Zeitaufwand dürfte etwas größer sein 
als beim Quell-Dipol-Verfahren. Der Vorteil des Charakteristikenverfahrens 
à tritt besonders bei den Ringen und komplizierteren Anordnungen hervor. 


Summary 


The supersonic flow of an ideal gas past an inclined slender body of revolution, 
can be approximately determined by linearization of the differential equations. 
| For this purpose generally a distribution of sources, sinks and doublets is taken 
(von KARMAN, MOORE, TsiEN). For a composed body of revolution having a 
central body and several rings, this procedure is cumbersome. It is shown that 
such flows can very simply be determined by means of a characteristics-method. 
Surfaces of discontinuity and their multiple reflexion on the walls do not present 
L much difficulty. The method is illustrated by some simple examples. It is to be 
mentioned that the method can be extended also to the general, not linearized, 
differential equations. 


| (Eingegangen: 26. 12. 1950.) 


Zur Theorie und Berechnung des elektrostatischen Durch- 
griffs der ebenen und zylindrischen Dreipolröhre im Falle 
zweidimensionaler Potentialverhältnisse 
1. Mitteilung 


| Von Max LANDSBERG, Dresden!) 


Einen guten Einblick in die Feldverhältnisse der Elektrodensysteme der 
gebräuchlichen Vakuumröhren mit einem oder auch mit mehreren Gittern 
liefern schon die entsprechenden Untersuchungen für die verhältnismäßig ein- 

fach aufgebaute Platten- und Zylinderröhre. Derartige Untersuchungen sind 
sowohl experimentell mit Hilfe des elektrolytischen Trogs und des Gummi- 
membranapparates [1], [2]?) als auch theoretisch durchgeführt worden. Im 
letzten Fall ist die Berechnung der Röhrenkapazitäten und des aus ihnen sich 
ergebenden elektrostatischen Durchgriffs von grundlegender Bedeutung. Über 
den gegenwärtigen Stand der Durchgriffsberechnung für die beiden genannten 
Systeme berichtet ausführlich eine Arbeit von I. RunGe [3]. Hier sind alle 
wichtigen Formeln zusammengestellt, die aber ausnahmslos, was das ebene und 
zylindrische System (mit Stabgitter) anbetrifft, nicht nur zweidimensionale 
Verhältnisse, sondern auch noch weitere Einschränkungen hinsichtlich der Ver- 
hältnisse Gitterdrahtradius zu Gitter-Anoden-Abstand usw. voraussetzen. 


1) Technische Hochschule Dresden. y 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 393. 
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| 
Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, Durchgriffsformeln aufzustell 


die von den erwähnten zusätzlichen Einschränkungen frei sind und also 1] 


noch zweidimensionale Potentialverhältnisse voraussetzen. 


Mit Hilfe der Weierstraßschen Funktionen!) gelangt man zu einem Syst] 
von unendlich vielen linearen Gleichungen?), das durch gewisse Potenzreilf 


nach den unendlich vielen Unbekannten aufgelöst werden kann. Damit el 


auch in den gesuchten allgemeinen Durchgriffsformeln Reihenentwicklungf 
auf), deren Koeffizienten sich durch einfache Rekursionsformeln angel} 


lassen. 
1. Der Durchgriff der ebenen Dreipolröhre 
1.1 Die Problemstellung 


Unter den bekannten Voraussetzungen, die eine Durchgriffsberechnung n 


Hilfe der Funktionentheorie gestatten, liegt hier der durch Figur 1 geker} 


zeichnete Sachverhalt vor. In einer komple 


z-Eben erstreckender Bereich gegeben, der von der 
thode K, der Anode A und den Kreisen 
Gitters G begrenzt wird. Die Bedeutung der 


9-0-0-- 


x folgenden vorkommenden Größen a, k, s, 0 
3 aus Figur 1 ersichtlich. 
Zen ee Dot Die Betrachtung der bisher vorhandeni® 


Ang Durchgriffsformeln für die Plattenröhre, die 
DEN der ersten Tabelle der Rungeschen Arbeit Al 
K G\ A sammengestellt sind, zeigt, daß für den Durchgnff 
® | D ganz allgemein eine Darstellung von der Fo 
| 
l ; 
Fee ES = =) 
S Ss Ss Ss 
Fig. Rae We aan 
je 


gelten wird. Da sich die von den angegebenen Argumenten abhängigen Fun 
tionen ®, Y nicht geschlossen darstellen lassen, sollen für sie Reihenentwiclll 


lungen der Gestalt 


/ 


m le”, wet) Fae a 


angegeben werden, wo die Koeffizienten c,,, d,, nur von a/s, k/s abhängen. 


1) Siehe auch M. LacaLLy [4] und eine von I. RuNGE [3] zitierte Arbeit von L. Rosenue! 


und D. Daymonp. 


) Siehe hierzu die beiden Dissertationen von H. WALTER [5] und J. F. BOrrcuEer [6]. 
3) Man vergleiche hierzu einen Aufsatz von F. SOMMER AI 


z-Ebene (z = x + 7 y) ist ein sich ins Unendlid® 


N 
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1.2 Die Berechnung eines komplexen Näherungspotentials 


Ist Q der «Ladungsbelag» eines Gitterkreises (zum Beispiel im praktischen 
Maßsystem in C/cm), so kann an Stelle des in 1.1 erwähnten Bereiches auf 
Grund der «Methode der elektrischen Bilder» [8] auch der Bereich B betrachtet 
werden, der von den Kreisen mit dem Radius o und der Ladung Q bzw. —Q 
begrenzt wird, deren Mittelpunkte bei 


m, O1 + Ma Oo bzw. 2a+ mi w, + m5 @, 


liegen. Hierbei ist ©) = 2 (a + k), «, = 1 s und die ganzen Zahlen m,, m2, mı, ms 
können unabhängig voneinander jeden positiven oder negativen Wert (ein- 
schließlich der Null) annehmen. 

Die unendlich vielen Kreise erzeugen durch ihre Ladungen im Bereich B 


ein Feld, das durch die «komplexe Feldstärke» W’(z) charakterisiert wird. 


W'(z) ist eine (eindeutige) analytische doppeltperiodische (aber nicht elliptische) 
Funktion, die allerdings durch die gemachten Angaben noch nicht vollständig 
bestimmt ist. Die analytische Fortsetzung von W’(z) ins Innere der Kreise 
hinein zeigt, daß diese Funktion in jedem Kreis unendlich viele Singularitäten 
besitzt, die sämtlich (wie auch z = co) wesentlich singular sind. 

Es soll nun zuerst W’(z) näherungsweise durch eine doppeltperiodische 
meromorphe (also elliptische) Funktion w’(z) mit den angegebenen Perioden 
@,, @, ersetzt werden, die folgende Bedingungen erfüllt: 

1. w’(z) ist in der ganzen Ebene regulär bis auf die Stellen 


Ma On + Mo bzw. 24 + M; wı + Ms Oo, 


| wo w’(z) Pole (n + 1)-ter Ordnung (n = 1) mit dem Residuum 


2 Q 2 1 mi ) 
ESEL aa (so — ran 
hat. 
2..Es soll 
| w'(z) dz = -— 0% (2) 
0 


sein, wo Q;, die Ladung der Kathode fiir ein Stück von der Länge s ist. Nach 


- zweckmäßiger Umwandlung der z-Ebene in einen geradlinigen Schlitzbereich, 
wobei jeder Punkt m, ©, + m,w, geradlinig mit 2 4 + m,@, + M3 Wy Ver- 


bunden ist, soll der angegebene Integrationsweg L ganz im Innern dieses 
Bereiches verlaufen und irgendeinen Punkt z, mit z) + «, verbinden. 

3. Ist w(z) ein Integral von w’(z), so soll der Realteil dieses «komplexen 
Potentials» auf dem Gitterkreis mit dem Mittelpunkt z = 0 (also für z = op e’?) 


378 Max LANDSBERG ZAl i 


Any cos(n + 1) p + Anyg coS(n + 2) p + --. 


habe. Die Fourier-Koeffizienten A,, As, ..., A, sollen also sämtlich Null seij}} 

Durch diese drei Forderungen ist bei een n das komplexe Potentif 
w(z) bis auf eine additive Konstante!) bestimmt. Der Hauptteil von w’(z) f 
z = 0 sei nun in der Gestalt 


u Ve 


Q 1 n 22 | 
eon F2 2 Bere ( 

angesetzt, wo p, reell sein muß. Damit nun die zur imaginären Achse parallel | 
und durch die Punkte z=a+m(a+k) (m=0, +1, +2, ...) hindurc 
gehenden Geraden zu den Niveaulinien gehören, die der Realteil von w(z) be 
sitzt, muß wegen (3) der Hauptteil von w’(2) fiir z= 2a 


'(z) = re t(z — 2a) — &e)] | | 


wo die reelle Konstante H einem homogenen, zur reellen Achse parallelen Fe 
entspricht. 

H läßt sich nun leicht durch #, ausdrücken. Auf Grund einfacher Übel H 
legungen, die mit dem sogenannten Elementarintegral dritter Gattung z 
sammenhängen [10], ergibt sich mit paca von (2) 


‚Tele 20) - Ha] de = cr eke 


(L) 


| 
| 


u Y Kat U + We) — &(2o u) | du=— 24%, 
(L’) 


wo neben L (mit der unteren Integrationsgrenze z,) als zweiter Integrationg H 
weg L’ die Bad aie Verbindungsstrecke von z = 0 nach z = 2 4 mit z= 


2) nes additive Konstanten sind im folgenden stets weggelassen. 


?) Man vergleiche hier und im folgenden zum Beispiel das bekannte Lehrbuch der Funktionerf 
theorie von A. Hurwırz und R. Courant [9]. 


[ 
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als unterer Integrationsgrenze genommen und außerdem von der Formel 


S@+ m, ©, + ma we) = F(z) + mı n + m, No 


mit 


ef © Oo) 
nr. 1 9 F 2 
1 = 2¢(54), ns 2 ¢| 5%) 


… Gebrauch gemacht wurde. Wegen (5) ist dann 


REN 0 | ; 
| (2) az = ae CTA HE Oa es 


1 Q 
=O: + (a2) 


Eo 


a 


ist. Damit erhält man unter Verwendung der mit ¢(z) durch die Beziehung 


eG) ay, 
(2) Sa &(2) 


verknüpften o-Funktion für das komplexe Potential w(z) die Darstellung 


w(z) = 2 log ee 2 a) 
ta me ea] (6 
= |- = Qx 4 (4 a 2h) 2. 


Um die Größen p, entsprechend der oben angegebenen dritten Bedingung, die 
w(z) erfüllen soll, zu bestimmen, seien zunächst die beiden Reihen 


log o(z) = log z + Er Am2", logo(z— 2a) = log (—1) + yy ge A) 


m=O m=0 


angegeben, wo a,,, b, reell sind. Die Koeffizienten der ersten Reihe können 
einfach durch die Invarianten g,, g, ausgedrückt werden und sind bekannt!) ; 
die Koeffizienten der zweiten Reihe lassen sich leicht unter Verwendung der 
bekannten Relation 

Pa) = 48°) — ge Ble) — g52) 
angeben. So ist 


& 83 
Gom—1 = 0 (m = 1,2, +) do POUPEE 240 ? = 840 


1) Siehe H. BurKHARDT [10], Seite 52. 
2) Hier und im folgenden ist das Weierstraßsche mangels der entsprechenden Type durch 


«p» wiedergegeben. 
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und 
b=Ino(24), bi=-£i2a), 


Sal 
> 
| 
m 
en 
| 
oQ 
is) 
| 
~~ 
À 
ND 
= 
a 
je 
un 
= 


1 Ag 
b, = —= b(2 4), by = P'(2a), a 


Durch fortgesetztes Differenzieren von (7) ergibt sich weiter 


Le) a ae mir Pp 
oO) = pre i ee 


m=0 


& | (r 
= Ge rc = a) = > ie 2 ,) Dinter 2. | 


Mit Hilfe von (7) und (8) erhält man dann für w(z) aus (6) die Reihenentwick} 
lung 


w(z) = ae log z + > a 
r=1 
à à = 2 Y Pr Kae , lose ra (ni x Beier 27 
Q = 1 
a Ree 2 (Om = Am) 2m + -— Ox ae (Es Pi) | fa 


V, + Oe A m COS M @ (9al 


m=1 


mit dem Mittelwert!) 


VE 4 DUC tres, (olf 
AL 


2 & 


und den n ersten Koeffizienten (die übrigen sind für das Folgende ohne Be | 
deutung) 


A, 


Pm = m+ en : 
A er Pur 0 >> r( Y A Ber = —) Amtr 22 a Om 6,,| D; 


ge" r=1 N 
| m 0 Ne QO; (10) | 
ar @ | Du (bn am + 2a “Wy dim) Es RS dim] ; | 


wo die Symbole 6,,,, 6,, die bekannte Bedeutung haben. 


1) Man vergleiche im folgenden auch eine Arbeit des Verfassers ula es 
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| Damit hat man für die n Größen p, die n linearen Gleichungen A,, = 0 
(m = 1, 2, ..., n), so daß die komplexe Feldstärke w’(z) entsprechend den oben 
| angegebenen Bedingungen bestimmt ist. 


1.3 Die Elektrodenpotentiale 


Um eine Darstellung fiir das Kathodenpotential V, und das Anoden- 
‚ potential V, zu finden, muß man die Relationen 


| 


Mi OM, + Mo Wa 
Rss 


o(z + my ©, + m, Wy) = (1m met m+ Me Gb + meme) (: 2 =) o(z) 
IN) = (-I)r 60) (peed, 2, =.) 


beachten. Mit ihnen erhält man aus (6) 


x = Re[w(— A= (5% a bı) (m — Sk) + 20 


We 


VaR | ag 2) 0. 


Cla” I) ee eats 
In Verbindung mit (9) und mit Berücksichtigung der Legendreschen Relation 
M Ds — MO = 201 


‚ergibt sich dann für die Gitterspannung U, und die Anodenspannung U, 


Vene + rf, — C1) ad by | 
Q 2k k fi 
# Gee hi) (m =: 5 Ce N (11) 
2x Q o 


1.4 Ein unendliches Gleichungssystem und seine Lüsung 


Da w(z) nur eine Näherungsfunktion für das genaue komplexe Potential ist, 
stellen auch die Ausdrücke für V,, V, usw. nur Näherungswerte dar. Um zu 
exakten Ergebnissen zu kommen, soll nun der Grenzübergang n > oo voll- 


zogen werden. 
Bekanntlich ist o(z) eine homogene Funktion ersten Grades der drei Argu- 


mente z, @,, @,, und aus 


(ge 2 ws) = hol 5, 0.) (A #0) 
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folgt 


RAS Az 1 TE i, | 
é ler , os) = ae Et (go). (y= 1,2, 4 


MO, 


Daher ergibt sich für die in (10) vorkommenden Größen a, und b,,, deren Alf 
hängigkeit von a, w,, w, vorübergehend genauer gekennzeichnet sei, auf Grun | 
der Reihenentwicklungen (7) 


1 1 a LUE 
Am(Oy ; D?) = ‘sm An(or, or), Din (4, O1, O2) = sn ve » WY, Oo 


Cea Weary 
wo 
a + : 
DA oF = 1 


gesetzt ist. Eine entsprechende Umformung gilt im besonderen für 7,, 92 usw 

Führt man nun mit Hilfe der angegebenen Beziehungen die Perioden w*, 
in (10) ein und verwendet man dann wieder die alten Bezeichnungen, so ergibif 
sich schließlich für die zum exakten komplexen Potential W(z) gehürige{l} 
Größen p,, (m = 1, 2, ...) das unendliche Gleichungssystem 


Em + (2) > Rar BE (Ein + 3 go), m=1,2,..) (1 


IE Eq 
wo zur Abkürzung 


Le = 4 (ia a a [Pais E32 (ll amir a 0 Na dim Or: | 


20 


La a 
la An BER ! ete Na dus | 


Emo = 27 Om 


gesetzt ist. 
Zur Lösung von (12) sei der Ansatz 


D _ Q = 0 TR 2m +2r | 
SS Dre, ee fn ©) em a = bm © ) i (m= 1.2, eee | 


gemacht. Durch ihn zerfällt (12), da Q und Q, voneinander linear unabhängig | 
sind, in zwei weitere gleichgebaute Gleichungssysteme, und der Koeffizienten # 
vergleich in bezug auf die Potenzen von (o/s)? liefert die einfachen Rekursions |) 
formeln | 
Im = — Ron fr — Rima fan —  — Ring ros | 1 

| (m,r=1,2,... 


Smr = — Rima Bine Rma Braet SS Kar 8ro: 


— —— —— 


Bi = 
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Hieraus folgt für die Koeffizienten f,, (und ganz entsprechend für die g,,,) 


Imi == ETS Reni ho 
an = Rmı hy ho = Ring {20 
a (Ama Roy — Ring kÏ;) Tio att Rema Rio 120 Le Reng {30 


. so daß die Reihenentwicklung (13) als bekannt angesehen werden kann. 


1.5 Die Berechnung des Durchgriffs 


Mit (11) und (13) erhält man jetzt für die Gitter- und Anodenspannung die 


b genauen Werte 


rn Sa | 


Fi r=1 
| WO 
' Be 
fy = Roi fiyy-1 + Foo fe,r-2 + + Royton + (m +21 = ot 
/ : RN‘ 
8, = Ro Brit Roe Rope toe Ror Bro + m +21 = Aal 
Ro = rl ba AF a, | 
ad aa) 
Bist. 


Löst man (14) nach O,/(2r &,) auf), so findet man auf Grund bekannter 
Zusammenhänge leicht die Röhrenkapazitäten und damit den elektrostatischen 


Durchgriff 


a f co 22 27 
cee i) re heals) 


1) Wird (14) als ein Gleichungssystem für die beiden Unbekannten Q/(2 7 €), Q;,/(2 7 €) auf- 


gefaßt, so kann die Koeffizientendeterminante nicht identisch Null sein, da sich ihr Betrag für 
 g/s > 0 dem Wert a, 7 In (s/o) nähert. 
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Die Reihen (1a) sind daher als bekannt anzusehen; so ist ohne die im Verlaufl 
der Rechnung eingeführten Abkürzungen |! 


ac a if ; k 
Go = In of) — = (m+ 262 =), 


= 


far 
| 
| 
(a 


= = Pr z ) 
und 
a 
on 


so daß die in 1.1 gestellte Aufgabe gelöst ist. 


2. Der Durchgriff der zylindrischen Dreipolröhre (mit Stabgitter) 
2.1 Die Problemstellung 


Es liege nun ein zylindrisches System mit einem Stabgitter von N Drähten 
(vom Durchmesser 2 9) vor. Nach Figur 2 ist der Ausgangsbereich, der von 
der Kathode K, der Anode A und den N Gitterkreisen begrenzt wird, jetzti# 
endlich. Die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen sind aus Figur 2 er-f 
sichtlich. 

Die Betrachtung der bisher für das vorliegende Elektrodensystem abge-I 
leiteten Durchgriffsformeln läßt erkennen, daß allgemein für den Durchgriff DI 
ein Ausdruck von der Form 


Int 4 are, 7% er) 
E 2 
D) aa es Wg Ga | 
yx We Vr, ge (15) 
Fe 
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Gestalt 


2 \ oo 


pata, ET EL. 
> Ze à ve ad m Y ’ 


m=0 


ae (15a) 
a a = a Das is à | 


7 v Io 


| dargestellt werden, wo die Koeffizienten c*,, d* nur von Yaltg, Yrlra (und selbst- 


m» 


| verständlich von N) abhängen. 


2.2 Das komplexe Näherungspotential 


Da im folgenden ähnliche Überlegungen wie beim ebenen System durch- 
i geführt werden, ist zum Teil eine kürzere Fassung möglich, wobei auch noch 
"ein Teil der alten Bezeichnungen verwendet wird. 

| Das komplexe Näherungspotential w(z) habe für z = 7, (Figur 2) mit reellen 
| Werten p, den Hauptteil 


Q 


i ZT & 


Durch 


log (2-175) + Da Pee. (16) 


| wo das Symbol Log den Hauptwert des komplexen Logarithmus bedeuten soll, 
werde nun w(z) in eine #-Ebene verpflanzt. Gesucht ist zuerst der Hauptteil 


Bon (u) = wir, e*) für u = 0. 


ZAMP 11/25 
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Nun ist 
Pr =o Pr ae: Pr (4, ce An ut 2) 


@= fee PET =)” ee w 


(r-ter Ordnung) mit dem Potential 
a 


Ge) 


entsprechen also in der #-Ebene 7 Multipole mit dem Potential 


P, A A ! ! DOTE 
ee Fae 
Der Hauptteil von WY (wu) für # = 0 lautet dann 
Q ae A 
= log u + px eo (1 
= 
wo 
De: Prs | PR LS p 
M, 2 Ayo vt + a, rei Rs ARE m == 2 I #3 


(Hide 2 eee) 


ist. Entsprechend (4) hat daher der Hauptteil von Wu) für # = 21n r,fr, (dell 
Bildpunkt von z = r?/r,) die Gestalt 


re 2 : (—1)" M, | 
aline Dre 174] 


Aus (17) und (17a) folgt wieder mit reellem A 


Wu) = - g - log oy ae In (Ya 9) | 


haben. 


Durch die entsprechende Rechnung wie oben ergibt sich hier für H deff 
Wert | 


g 


i 
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von (18) für das komplexe Näherungspotential in der z-Ebene den Ausdruck 


RE o[Log (2 r,/va)) 
BE log Gir) 
+ D Der [er fon Se) Cay (Los 2] À 
ee | za 
Qe 2 SER = fr) tt) tog < 
id i Anar ae ae = Pers 7 elle By, 


Um nun die p, in der gleichen Weise wie beim ebenen System zu bestimmen, 
muß man die Fourier-Entwicklung des Realteils von w(z) für den Gitterkreis 


| 2z=7,+ oe"? bilden. 


Nun et iin 29, 


ea = (—1)™ Sas er 
Log 7 = m ( PRE 


und 


log o[ Log 2 ) = hee 
(20) 


log o{ Log a =log(—1) 4 es be (7 = sae 


2 
a m=0 


wo sich die reellen Werte a,,, b,„ leicht berechnen lassen. So ist 


1 5 1 
ay = 0, a, = 2° ag = 24? On SS ez USW. 
und 
1 Va 
by = In o(21n ae 
a PA 
D = (2m ni 
by = = [6(2In J) — a(2in 1e), 
bg = 4 [p'(2in*) +3 (2in 2) — 2 (21n 7), 
gq! 4 g/ 


we 
Fr 
| 
> 
ZZ 
qe. 
© 
oR 
SR 
ee 
I 
1 
u 
lia 
= À 
Q 
<= 
+ 
= 
= 
me 
& 
SM] 
= 
Q 
ed 
I 
—— 


| 
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wo die s,, für das Weitere ohne Bedeutung sind und die Koeffizienten #,», ZN 
einfach berechnet werden können. | 

Mit Hilfe der angegebenen Reihen ergibt sich nun aus (19) für das koi 
plexe Näherungspotential die gesuchte Entwicklung 


n 
Q 5 g = V9 N x : Pr » 
: Bat 
ie ne! (= Gr 


on n A 4 2 m 
SE > > BA r = rite fée == (—1) tan | vs (= 7 | 


m=0 r=1 s=r 


g SE 
ee er Q = en 
x = z Im En bn Am — ’ 
os m \ Ve eon m) À 2 
wobei zu berücksichtigen ist, daß wegen des Ansatzes (16) 
R n n fi Vs; A Sie (De ER 3 La Pr 5 
r=l ser j=l wa 1g (E — #9) r=1 er)! 


sein muß. Bildet man nun den Realteil dieser Reihenentwicklung fürz=r,+ oe" 
so erhält man wieder eine Fourier-Reihe von der Gestalt (9a) mit dem Poteil 
tialmittelwert 


ER 7 , 
a= Se = [in o(2 In = — In =] | | 
n n (2 | 
dee i | 

+ 2 D (7 = 1)! | 20 = (—1) toa = | 


und den n ersten Koeffizienten (die übrigen sind für das Folgende unwesen# 
lich) | 


+" Seelen and i 

A 

ae Le Q% Q Va n Pd; : (—1)™ / cs | 
+ (Son 24, en] Eur oje, 


(MAR A 


Durch die n Gleichungen A,, = 0 (m= 1,2,...,n) sind dann die n Größen al 
bestimmt. 
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2.3 Die Elektrodenpotentiale der Zylinderröhre 


Für das Kathoden- und Anodenpotential liefert (19) 


1 D. - R a : n 
p= Relor,)|) = —=!—In + Im - = In mE | Aue ze 


2% & Vy, 


= Re|z0(7,)| = = 2 _ m "8 x A er) LE In or iy 
2 


? 
\ 2 I Eq Vey 27€ 


Daher erhält man mit Hilfe von (21) für die Gitter- und Anodenspannung 


an 7 Q Ya 0 Ya 2 No Fre 
U, = Ve —Ve= SE [in a(Zin#*) In 2 = In Le (m+ Ein 2] 
= 2 sx Wea [#0 ÉD to] 2 
r=1 s=r 
PER NE ie CH 
12 k Pr 4 k 
(m o - .) be Anes ye 2:70 & m BR 
a 7 Q T Va On Ya 2 Pr 
UP = i J k 2 = = N In r, De = In Vp 3 N 2 A PA ’ | 


wobei zur Vereinfachung der letzten Beziehung wiederum von der Legendre- 
schen Relation Gebrauch gemacht wurde. 


2.4 Das unendliche Gleichungssystem im zylindrischen Fall 


Für n > oo ergibt sich aus (22) für die zum exakten Potential gehörigen p, 
(r=1,2,...) das unendliche System 


BE)" Eat (2) (ru). 6 


id, 2 7% & Tears 


wo zur Abkürzung 


an (eb Wo. Ya 
Bd Un + 2 = FR In x 
__4)m 
Ging = — — > ee) 
=. 2: Da en, len] 
mr < Mm ne A —1 Gi a I) Um jm 
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gesetzt ist. Die Gleichungen (24) werden gelöst durch 


Zn 


Pm no = EB A I G Sn 
Fr Zr > jé 
wo sich die Koeffizienten mit Hilfe der einfachen Rekursionsformeln 
Ds me à Le Er ae Woes ae D ar Kar TER | | 
(Fe | 
Gai = > K mi Gr a K m2 Go, r-2 a K mr Gre , | | 


angeben lassen. Völlig entsprechend den Überlegungen in 1.4 gilt also auc | 
hier für die Koeffizienten F,,, (und ganz ähnlich für die G,,,) | 


a= a ae, Fo; 
Fine = Km Ku Fo — Km Foo; 


La = 7 r) = 4 7 
Es = (Kong og — Kin 1) Fg + Kons Kip tog — Kang 130: 


so daß die Reihe (25) als bekannt anzusehen ist. 


2.5 Die Durchgriffsberechnung für die Z ylinderröhre 


Mit (23) und (25) erhält man als genaue Werte für die Gitter- und Anodei 
spannung | 


Q | 0 ( Va) 2m Vr Y 
D, aes Si ] a D BON tt : je ER a 
h ER n 7 + In ol In ” ) Im + 5 In = In = 
Ff Da ms On [in >. y G Se 
= Ave Pre, #, Fo Ar : 


+ ae [in SN pe Ge ne 


WoO 


vie. — Ky Fes Dr Ky > Are 


G, = Ky Gp + Ky Gog Fe 
Fy = Ayo en Ale Any LE Si oe 
es 


rr = À 10 Cr ed 21 Gm == 


He 
DRG, 


role re 


SNS Zr r—1 Gro 


Vol. II, 1951 Zur ebenen Theorie des Durchgriffs für Platten- und Zylinderröhre 391 
und 
2 , 7. j 
Be ur #| Ujo (My 
T (m A Wy In vq LATE fe à era Ay pt 
. } 2 
ist. 
Aus den beiden Gleichungen (26) ergeben sich jetzt leicht die Röhren- 
kapazitäten!) und der elektrostatische Durchgriff 
; 3 RE 
— In ai + In o(2 In = (m ‚ 22 m 2 In 78 + De aa | 
D 1 Fi, Vy O9 7, NEN 
Zyl Fin = = 5 7 : | 
2 N Va D lo NET 
inte Fre) 
ry yo A, (26a) 
Die Reihen (15a) sind daher als bekannt anzusehen; so ist 
oe 21 Vig i 
c¥ = Ino(2In —*) — Ee k = 
L | = Im 2 Do D 2, le (age 
*_ Ff = il, es 2 No Vr a hn 
ech = a ine am a el de 
Z Ws Vo Va, 
1 2 - 
ee lt ae 22m = 
| 2 Ws Ba 7 
und 
ag =Nin—, 
Vg 
1 DEN ? 7 
MEET Ne u | 2 a ie 
ds NE=—NAuBo=N |g + Gin 4 ¢(21n >) 


so daß die in 2.1 gestellte Aufgabe gelöst ist. 


3. Der Zusammenhang der allgemeinen Formeln 
mit den bisher bekannten 


Die bekannten «klassischen» Durchgriffsformeln (W. SCHOTTKY, M. von 


LAUE, M. 


ABRAHAM und andere), die im wesentlichen die Gestalt 


Ss Ss 
Du > (27) 


1) Der Betrag der Koeffizientendeterminante nähert sich für o/r, > 0 dem Wert 


2 0 
== Tin =" ihn 
an 7 
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| 
| 
| 
N 
| 
DER mp ei] 


für die Plattenröhre bzw. \ | 
1 — In (No/ N, ) | 
N In (r,/r,) Il 


für die Zylinderröhre haben, lassen den Zusammenhang mit (14a) bzw. (2641! 
erkennen. Um klar zu erkennen, in welcher Weise die hier angegebenen alfı 
gemeinen Formeln in die genannten Näherungsausdrücke übergehen, soll un 
Hinblick auf den Grenzübergang w, > oo) von den Beziehungen | 


a 227216 m? . I \ 105 1 Tr? 1 ‘i 
log o(2) = log (© gaie sin) | o( Re +0() (2° 


TT Da Oy, Ws 3 w5 


I 
Gebrauch gemacht werden; diese ergeben sich leicht aus der bekannten Profi 
duktdarstellung für die o-Funktion. Mit Hilfe von (29) erhält man im Fall 


der Plattenröhre 


DD 
Q 
Le 
à 
b 
N 


27 —(4za/s 1 
Ino(=*) = = In 2x + — at pain Geese yo), 


= (m+ 2m =) = 


ETES 
AY Ss 


Die entsprechende Rechnung liefert für die Zylinderröhre den Ausdruck 


In Ne + In [1 ir à + o( ie of = 
Re We 2 a) 0 
A MEN EFF ian aa oe 
In Zr 
Vo "5 


und es ist nun deutlich zu erkennen, unter welchen weiteren Annahmen die | 
beiden letzten Ausdrücke in (27) bzw. (28) übergehen. Obwohl für diese Nähe 
rungsformeln, die ursprünglich im wesentlichen in der angegebenen Gestal! | 
abgeleitet wurden, in den letzten Jahrzehnten einfache Korrekturglieder bel 
rechnet wurden (F. OLLENDORF, L. OERTEL und andere), zeigen alle diesd] 
Formeln durch den Vergleich mit den genauen Darstellungen (14a) und (26a) | 
daß bisher nicht einmal die (in den Zählern vorkommenden) absoluten (das} 
heißt von o/s bzw. o/r, freien) Glieder exakt erfaßt worden sind. 
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| Weitere Literaturangaben zum hier behandelten Problem findet man in der oben 


zitierten Arbeit von I. RUNGE [3]. 


Summary 


Formulas are given for the reciprocal of the electrostatic amplification factor 
of a vacuum tube with plane or cylindrical electrodes. Whilst the formulas 
deduced by W. SCHOTTKY, M. ABRAHAM, F. OLLENDORF, L. OERTEL and others 
made special assumptions with regard to the grid-cathode distance, thickness of 


the grid wires, etc., no assumptions are made in this paper except that the 
| potential distribution is considered to be two-dimensional. Full use is made of 


the Weierstrass functions; thus the calculation leads to a infinite system of linear 
equations, which can be solved with the aid of certain power series. It is shown, 
how the formulas, which are deduced in this paper, and the approximations 
hitherto known are related to one another. 

A further short paper will point out, how the relations, deduced in the present 


paper, can be evaluated numerically, and an appendix will give exact proofs for 


the operations, performed with the above mentioned infinite system of linear 


equations. 


(Eingegangen: 22. 5. 1950.) 
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Der Adiabatenkoeffizient dissoziierender Feuergase bei 
adiabatisch-isentropischer Entspannung 


Von GERHARD KLOBE, Paris 


Unter Annahme der idealen Gasgesetze gilt für eine dissoziierende Gas) 
mischung | 


PV a a 


Das Symbol R bezeichnet die Gaskonstante (gültig für ein Mol). Ferner is 
+ n = Summe der Einzelmolzahlen als Funktion von T und P durch vorheil} 
gehende Rechnung bekannt. Somit ist auch das Volumen als Funktion von 
und P bekannt. 


für tiefe Temperaturen) und einem Molzahlkoeffizienten 


LR = Pe ne (1 
Somit gilt an Stelle von (2) 
Vay ZART ( 
Ie 


Bei der Differentiation ist jedoch jeweils zu beachten, daB y eine Funktion v 
under. 


Für die Entropie als Funktion von T und P kann ferner geschrieben werder} 


05 


aS = oF 


as À 
Aus (5) folgt unmittelbar für dS = 0 


an OMS RE | 
(35), OST (ch 


Für praktische Anwendungen ist der Übergang zu logarithmischer Darstellun 
zu empfehlen 


ees ___ (0S/dIn P)r À 
Ho DOS DE Cy 


Unter Benutzung von 
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und 
DS lu 1 OH 
eal ee ay Pn Ser Aa Aie 
oP P (y= A 5) (9) 
und Einsetzung von (8) und (9) in (7) folgt 
dinT\ _yEn®R- (1/T) (dH/0InP) 
( din P)s | OH/oT (10) 
oder gleichwertig unter Einsetzen von (8) und Benutzung von (11) 
OS\ _ V olnv IR yf oln y 
a, mr ler) un 
in (10) 
din T\ Zn R [y + T (dy/dT)] 
( din P 2 ao oH/OT 3 > 


Für nichtdissoziierende Gase wird y = 1; OH/0OT =C,2n’undC„-C,=R, 
wobei C, und C, die spezifischen Wärmen bei konstantem Druck und konstan- 
tem Volumen für 1 Mol Gasmischung bedeuten. Unter Einführung von x=C,/C, 
ergibt sich dann die bekannte Formel 


( d In . a a 
s i 


din P | Gas ohne Dissoziation. (13) 


In Bereichen ohne wesentliche Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wär- 
men bzw. von x folgt alsdann durch Integration zwischen den Anfangswerten 
P, und T; und den Endwerten P, und 7, 
T,_ (B\@-U Le pee: 
D = ) Gas ohne Dissoziation. (14) 
Vorstehende Darstellung kann auch auf dissoziierende Feuergase übertragen 
werden, wenn der sogenannte (P, T)-Adiabatenkoeffizient k mit der Definition 


Le er) (15) 


und mit den praktischen Bestimmungsgleichungen (7), (10) und (12) nicht 
allzu stark veränderlich ist. Dann ergibt sich durch Integration von (15) 


oe (5 a)" (16) 


Für nichtdissoziierende Feuergase gilt die Gleichung (13) sowie y — 1, und 
hiermit folgt weiter 


( din =) — _ _ Gas ohne Dissoziation. (17) 
iv 1 ks as 
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In Bereichen ohne wesentliche Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wäill 
men bzw. von x folgt alsdann durch Integration zwischen den Anfangswerte | 
P, und V, und den Endwerten P, und V, 


a Gas ohne Dissoziation. (14) 


Vorstehende Darstellung kann auf dissoziierende Gase übertragen werden 
wenn der sogenannte (P, V)-Adiabatenexponent & mit der Definition 


und mit der praktischen Bestimmungsgleichung 


din V alee Pon Kae 1 dy | 
Es == N 2 4 4 | ee AG) | 
(+) (1 roy or) (ir) ue one ei 


nicht allzu stark veränderlich ist. Dann ergibt sich durch Integration 


F | +) ( 2, 
ae 4 
oder 
Va ae 
Ze 2 


Aus berechneten Zahlenwerten ist ersichtlich, daß diese für verschiedene Wertif 
von Druck und Temperatur nicht konstant sind, da bei höheren Temperatureaf 
um 3000° K (und besonders bei kleinen Drucken) infolge zunehmender Dissoif 
ziation die Wärmekapazität 047/07 relativ hoch wird, und da gleichzeitig de} 
Wärmeinhalt À druckabhängig wird und der Molzahlkoeffizient y sich mit 4 
und P ändert. Teilweise wird das Anwachsen der Wärmekapazität im Nenne 
der rechten Seite der Gleichungen (10), (12) und (20) für (din T/dIn P)s und 
(din V/dln P)s kompensiert durch ein entsprechendes Anwachsen der Gliede} 
im Zähler für den Bereich der höheren Temperaturen. Diese Bemerkung ist ali 
Warnung wichtig. 

Speziell der (P, V)-Adiabatenkoeffizient darf nicht einfach als x = C,/C| 
definiert werden. Falls x bekannt ist, kann zwar der (P, V)-Adiabatenexponen} 
k in folgender Weise berechnet werden 


| 
| 


_|fdmP\| _ |/dmP | 

. (5 72 ),| oe (Gira: (23 

Vorstehende Berechnungsmöglichkeit bietet jedoch keinen Vorteil, da nicht 
C, — C, = R gesetzt werden kann. Für die zahlenmäßige Berechnung von ‘| 


ist ah (19) in Verbindung mit (20) zu benutzen. 
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Die relative Molzahlerhöhung infolge Dissoziation beträgt y — 1. Sie ergibt 


: sich aus folgender, hier nicht abgeleiteter Gleichung als Funktion des Druckes 


und der Temperatur 


Yer, ») = 1 = 5) Core, 2e) — 0 4]: (24) 


Für eine bestimmte Rechentemperatur T* und einen Rechendruck P* ist 
somit (7+, px, bekannt. Damit läßt sich aus Gleichung (24) für jeden beliebigen 
Druck und Temperatur der Molzahlkoeffizient leicht bestimmen. 

In Gleichung (24) bedeuten noch 


O = Q/R °K eine Temperaturfunktion, 
AN 
u 


| — eine Exponentialfunktion, 


vy = einen Koeffizienten für die Druckabhängigkeit. 


_ Für © gilt im Bereich der üblichen Feuergase 


a) bei Sauerstoffüberschuß 3 

b) bei stöchiometrischen Gemischen | @ = 20000" K 

c) bei Brennstoffüberschuß @ = 26000° K 
und für » 

a) bei Sauerstoffüberschuß y= 0,38 

b) bei stöchiometrischen Gemischen iOS oo: 

c) bei Brennstoffüberschuß y = 0,50. 


Setzt man nun weiterhin 


Cy — Co = 2M Vire pe) R (25) 


/ und 


1H, 

Herten 2) 

wobei 
AH, = Ausgangsenthalpie in cal, 

T, = Ausgangstemperatur in °K, 


T, = Nullpunktstemperatur in °K 


bedeutet, so kann man bei bekannten Werten von y(r+, px) k leicht berechnen. 
In den folgenden Tabellen 1 und 2 sind y,r+, px, und die Funktion r dargestellt, 
wobei y(r+, px) auf einen Rechendruck von P* = 16 ata, T* = 3000° K und r 
auf eine Rechentemperatur von 7* — 3000° K bezogen ist. 

Für nachstehenden Zweck ist die Bruttozusammensetzung des Feuergases 
mit 1g Atom Kohlenstoff, Ag Atome Wasserstoff, Bg Atome Sauerstoff, 


_C g Atome Stickstoff und D g Atome Schwefel gegeben. 
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0090°L 
€790'T 
0S90'T 
+890'T 
OTLO'T 
SOSO'T 
+660'T 
OTLO'T 
0Z90'T 
OSSO'T 
OFYO'T 
STEOT 
+rzO I 


CGSO'T 0c'9 
0Z90'T 00'9 
0¢90'T os‘s 
6890'T OT'S 
O€LO'T 08'+ 
CTSO'T Orr 
OOOT'T | (100'r 
SILO'T OS'E 
OT9O'T OLE 
6870 1 09°€E 
OTHO'T Ore 
88Z0'T 00'¢ 


81Z0'T OST 
OGTO'T 007 


0¢90'T 
0690'T 
O£LO'T 
OZSO'T 
CS8O'T 
OSGO'T 
STOLT 
OTLO'T 
16S0'T 
+0S0'T 
Z8E0'T 
+SZO'T 


(xd “DA 


(xd “DA g 


(xd xL)4 


t£90'T 
LLOO'T 
6ZLO'T 
O£80'T 
SOSO'T 
8960'T 
GYOT'T 
GOLO'T 
OLSO'T 
SOHO'T 
18z0 I 
STzoT 
6610°T 
0610'T 


(xd LA 


OZSO'T 
SGCO'T 
0090°T 
0S90'T 
OTLO'T 
TLLO'T 
6S80'T 
SSOT'T 
OFIL'T 
CTLO'T 
ISCO'T 
STHO'T 
SSZO'T 
YSTO'T 


(ad “nL) f 
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Tabelle 2 
Hilfsfunktion t = exp | O = = = 


| zur Bestimmung von Vp P) 


für eine Rechentemperatur T* = 3000° K 


à 73 T si T T 
für für für für 

AS O = 26000° K | © = 20000° K GR O = 26000° K | © = 20000° K 
1500 0,001 2600 0,264 0,358 
1600 0,003 2700 0,381 0,476 
1700 0,001 0,006 2750 0,455 0,546 
1750 0,002 0,009 2800 0,538 0,621 
1800 0,003 0,012 2900 0,742 0,795 
1900 0,007 0,021 3000 1,000 1,000 
2000 0,013 0,036 3100 1520 18259 
2100 0,024 0,057 3200 1,716 1,516 
2200 0,043 0,089 3250 1,945 1,667 
2250 0,056 0,108 3300 2,199 1,883 
2300 0,071 OR 3400 DHS 2,190 
2400 0,115 0,189 3500 3,452 2,591 
2500 0,176 0,263 


Danach gilt für 2 n für Gemische mit einer Bruttozusammensetzung nach 


- Tabelle 3 
Tabelle 3 
D 
Das Gemisch enthält auf 1 g Atom Kohlenstoff 
Brutto- A g Atome H A g Atome H A g Atome H 
zusammen- | B g Atome O Bg Atome O Bg Atome O 
setzung in g C g Atome N C g Atome N 
Atomen D g Atome S 
Stöchio- ‘ x 
metrische / 4 = Ÿ(T, P) (1 Sr Al 2” =p, p) (: + 5) 
Gemische Zn=Yrp (1 de A C = C 
Brennstoff- no 2 2 N) 
überschuß 2 2 
A B 
i ( at =| 

Gemische So Ki FILE A 2 

4 B P(T, P) 2 C 
mit Sauer- = PR , 4 RCI 
stoffüber- PTE) NE 2 pa 2 
schuB 2 wobei B = Gesamt- 


sauerstoffzahl — 2D ist 
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Beispiel: Verbrennung eines Kohlenwasserstoffes mit flüssigem Sauerstoff 

im stöchiometrischen Verhältnis 


CH, 47509097209: | 

Es ist | 
A=2; B=3; Zn—2; aus Tabelle. | 

vire pa = 1,1049; » = 0,333; © —20000°K. | 


Die Ausgangsenthalpie (Heizwert des Brennstoffes) sei 


AH, = 4155000 cal 


möglichen Dissoziationsreaktionen bei einem Ausgangsdruck 
Pel ates 207 = SB IO0F Ke 


Aus Tabelle 2 ergibt sich fiir t = 1,239 und aus Gleichung (24) 


= hee (y"" : (1,1049 — 1) - 1,239 = 0,327 
bzw. 
V(8100° K, Pj=1ata) = 1,327. 
Damit ergibt sich 


und die Verbrennungstemperatur ergebe sich unter Berücksichtigung “4 
| 
ee 


= 1,327 - 2: 1,987 = 5,308, 


155000 
Co 500 273 7 55 
und endlich 
55 
= En 1,10 


Für Ausströmungsvorgänge heißer Feuergase aus Lavaldüsen kann der nac! 
obenstehender Methode berechnete Adiabatenkoeffizient À näherun ngsweise bi 
zum engsten Querschnitt hin als hinreichend genau betrachtet werden. In del 
Düse selbst, das heißt während des Entspannungsvorganges, ist jedoch de 
wiedereintretenden Rückdissoziation Rechnung zu tragen, womit jeweils eis 
mehr oder minder starkes Anwachsen von k verbunden ist. Näherungswei 
kann in diesem Teil mit der Einfriertemperatur des Wassergasgleichgewichte 
gerechnet werden, womit k zwischen 1,22 bis 1,25 zu liegen kommt. | 
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Anhang 


Es werden noch zwei Diagramme mitgeteilt, mit deren Hilfe es möglich ist, 
die Verbrennungstemperaturen üblicher Feuergasgemische im stöchiometri- 
schen Verhältnis als Funktion des Heizwertes und des Druckes zu ermitteln. Es 
ist dabei zu beachten, daß die Verbrennungsgleichung jeweils auf 1 g Atom 
Kohlenstoff zu beziehen ist. 

Die Diagramme gelten für die Verbrennung nichtstickstoffhaltiger oder 


stickstoffhaltiger Brennstoffe mit nichtstickstoffhaltigen bzw. stickstoffhalti- 
P—/ale 
| 
JO 
Se 
Ke 
LT 
200 | 
l 7, 
WO Ar) keal/kg 
A=] 
Me 
Aa} 
50 F A=] 
NG 
ke 
F000 |- 
20 
f 
IM 


: | N | 
77 7/2 LU END AN, kcal 


Verbrennungstemperaturen von Feuergasen im stôchiometrischen Verhältnis bestehend aus 
1g Atom.Kohlenstoff, A g Atom Wasserstoff, B g Atom Sauerstoff, C g Atom Stickstoff. 


AMP 11/26 
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gen Sauerstoffträgern im Bereich stöchiometrischer Verhältnisse. Für ander | 
Drucke als 1 bzw. 16 ata läßt sich T, mit hinreichender Genauigkeit nach fo | 


a 


gender Beziehung berechnen: | 
Tip,= C log P; | | 

C= Tipe 16 ata) ee ata) | 

1,204 ‘ 


Summary | 


The (p, v) adiabatic coefficient can not be defined as C,/C, for dissociatinf 
combustion gases. | 

An equation is given which allows a simple determination of the (p, 
adiabatic coefficient À as a function of the pressure and the temperature for t 
range of the usual mixtures of combustion gases, if the coefficient for the | 4 
increase of Mol-number due to dissociation «(7, p) is known. 

Furthermore two diagrams are given by means of which the combusti 
temperatures 7, can be determined as a function of the specific heat within | 

i 


range of usual combustion gas mixtures, especially in the stoichiometric rat 


(Eingegangen: 13. 4. 1950.) | | 
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The Airfoil Equation for a Double Intervai 


By FRANCESCO G. Tricomi, Pasadena, Calif.1) 


1. Inthe aerodynamics of an airplane of conventional type the airfoil equatio: 
*b 


1 œ(v i) 
=f eb y= He), <<) (| 
= 


plays a fundamental role. Here the asterisk signifies CAUCHY’S principal value # 
the integral and 2 b is the span of the lifting surface (wings). 
This integral equation can be solved by means of the well-known formu 


of SOHNGEN 
— y# /) © | 
(x) / I ® Hy) dy } 2 (\ 
— xe Wa oe Vor — x2 | 


where C denotes an arbitrary constant, of which I gave recently a new proof fré | 
of unnecessary restrictions?). 


LIRE | 
| 
1) California Institute of Technology, Research sponsored by the Office of Naval Research, U.S.. | 


2) F. G. Tricomi, On the finite Hilbert transformation, Quart. J. Math., Oxford [2] (1951). 
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In the case of modern airplanes with swept-back wings there is, however, an 
important change, because—as the figure shows—some straight lines perpendic- 


ular to the plane of symmetry of the, aircraft cut the (idealized) lifting surface 
along two separated segments AB and CD. Hence in such a case we have to deal 
also with integral equations of the form 


Re at (k< |x| <1) (3) 


where À is a positive constant less than 11). 
The purpose of this short paper is to show that this equation can be explicitly 
solved by means of the formula 


k 
en By) EN + Get x | 


ZI = - 
VOL x?) (42 — R?) 


where k < | x |< 1, C, and C, are two arbitrary constants, and 


sb) 4/4 + Va ay. 5 


For an alternate form of the solution see the number 4. 


1) See H. Lomax and M. A. HEASLET, Linearized Lifting-Surface Theory for Swept-back Wings 
with Slender Plan Forms, Nat. Adv. Com. Aeron. Rep. No. 1992 (1949), where the problem is solved 
in a much more complicated manner. 
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2. If we put 


(Plan = Ieee) zz (R= a EE) 


p*(x) = 3 Aca = 
lo ,(Ixl<® | p(x), (x1<2 
where (x) represents the unknown values of the integral on the lett or (| 
for —k< x< k, the given equation assumes the form (1) with g = p*, f = j1 


b = 1. Hence, in virtue of (2), we can write 


*k 


1 fy? yi) C a 
IEEE r = dy + ———, 
etre gt VE == | 


where g(x) has the expression (5) and C is an arbitrary constant. 
The function @*(x) must vanish identically for | *|< k. Hence the unknow] | 
function y(x) has to satisfy the integral equation 


+k 
lee) me 
= p= oe ©, < hk) 
a ae io (#1< A 
—k 


which is of the type (1) again. Consequently, using (2) again, we get 


on een er 
lee 


where C’ is a further arbitrary constant. 

3. With the previous formula our problem is potentially already solved bu 
in order to get the explicit expression of p(x), we have to substitute the obtaine 
expression of y(x) into (6). In this way, supposing k < |x|< 1, we find 


k *R ur 
eying 2S dy ff ]/ (4 — 22) (k® — 22) BIS) oa 
ee Be er V+ —y) Fe 
= CR 
Fee ONE 
wi VIA VA SR = 990 PANNE 


But the order of two integrations: one with asterisk and the other without, can 
freely interchanged under very general hypothesis!), while, on the other hand 
for x real but outside of (—R , k), we have 


ae _ 4 Bere 
iG) VR = y2 Y — x Vx k2 
ise (8 
CS Mir eo dy _ sgn x _ 
TT se VR? — y? me V3? — R? ‘ 


1) See my quoted paper. In the actual case it will be sufficient that the function 
[(1 — 22) (R2 — 22)]2/2 (2) 
belongs to the class L? with p > 2 in the range (— k, Kae 
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hence 
À = k 
1 i ee) ac ee 2 (2 il ) 
p(x) = g(x) + ec / | i a = a dz / on ee 
ae e 2 4, VA? — y? ME 
R * 
1 RUES (R2z2) ET. il dy 
—< 72 / / ase a = dz j= = VE 
SE É is VA? ae 
Cl x | EC" some 
; ‘he 2 2 are 
VOA — x?) (42 — R2) 
Now the second double integral vanish identically since 
*h 
= ee, (|z1< R) 
4, VR? — y? V.—*2 
while, using the second formula (8) again, we have 
k > k 
1 ee IE gle) / 1 dy 
a? i a ET tats Beer 
= Ik Vk bs j 
k 
= EEE I Pe zer N 
ay(1- x?) (x? — RE) 4, a —4 
hence, putting C = —C,, C’ = —C,, we are thus getting (4) without more ado. 


4. The integral on the right side of (4) can be simplified a little. In fact we have 


À k 
Zz) i ye 7 dz 
I Veen ae yen 
—k =e ! = 
Amar y 
X + [vi Ve dy 
a) k 
—k 1 fl k ’ 
] Tee y NUT DE Ale 
--- [+ [v5 m d no „) VA 2d 
| k = 


But 


= [eae 2 YA Missa, (<|a|<i) 
Z 
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and similarly for the integral with z — y instead of z — x; hence 


r y= “+ Vy? = ee Sure - Vx? - — - k?sgn x Vi — y? fy) dy 
Me 


i ne (REL. Be 
nn Aire nee V1 — y? f(y) dy + const. 
VE DDR 


where C’ und C” are two arbitrary constants. 
I hope that the previous formulae will be of some utility in the calculation 
modern airplanes. 


Zusammenfassung 


Die vorliegende Notiz steht in Zusammenhang mit einer der letzten Arbeita| 
des Verfassers, in welcher die Gültigkeitsbedingungen der bekannten Söhnge 
schen Lösung der MT ie bedeutend erweitert worden waren. 
wird gezeigt, daß die Seh Formel auch dann eine explizite Lösu 
liefert, wenn das Integral der Tragflügelgleichung auf ein doppeltes Intervall e 
streckt wird, ein Fall, wie er in den modernen «Swept-back »-Flugzeugen vorkom 
Die so gefundene Lösung enthält zwei willkürliche Konstanten. 


(Received: March 27, 1951.) 


Cavitation Pressures and Damage 


By Spyro KYROPOULOS, Pasadena, Calif., U.S.A.1) 


Ir 


The interest in the magnitude of cavitation pressures stems largely fro 
observations of cavitation damage. The oldest laboratory method of observatich 
consists in exposing a specimen to cavitation in an apparatus which is, basicall# 
a venturi. In order to meet special conditions, to reduce cost and to obtain resul 
faster, several other methods have been developed. Simulating more or lef 
conditions of “‘cavitation’’ damage observed in practice, they all attempt :] 


obtain results faster mostly for the evaluation of the cavitation resistance 


Dy Californi: a Institute of Technology, Norman Bridge Laboratory of Physics. | 
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materials. The magnetostriction apparatus, although hardly resembling practical 
conditions at all, acquired great popularity mainly because it is the fastest method. 
Disregarding some rather peculiar features of the damage produced by that 
method, by and large, the damage produced by the various methods looks alike. 

It has been largely inferred from that fact that the basic hydraulic phenomena 
causing the damage are the same with all methods and, more generally, when- 
ever hydraulic damage is observed!). An outstanding causative factor associated 
with the damage, is considered the formation of air or vapor bubbles in places of 
underpressure and their subsequent collapse close to the specimen in regions of 
higher pressure. The pressures created in that process of collapse are supposed 
to cause the damage. This concept predominates ever since Lord RAYLEIGH’S 
[1]?) investigation of the pressures involved in bubble collapse. 

Now, ACKERET [2], an undisputed expert and authority in the field, states 
that in his shock apparatus bubbles cannot form, the appearance of the damage 
being as usual. This statement and a careful critical study of the literature raises 
two questions: 

First, could not the formation of bubbles, at least in some cases, just be an 
indication of some not yet fully understood damaging process? And, could not, 
again in some cases, the damage be caused by suction rather than by pressure ? 
The German expression “‘ Hohlsog’’ (cavity suction) for cavitation might suggest 
that this alternative interpretation of the phenomenon has been considered before, 
although the writer failed to find such indication in the literature. 

Second, as hinted above: is similar damage necessarily an indication of a 
similar causative mechanism of hydraulic damage ? It should not be overlooked 
that, except in very few cases (e.g. combustion), the phenomenon of “‘damage’’ 
is a characteristic of the material rather than of the process that causes it. This 
is particularly true of the behavior of metallic solids when exposed to the action 
of mechanical forces. Hence, faced with the deformation and damage phenomena 
observed, all one can tell is that they are caused by mechanical forces the true 
nature of which may vary with the conditions of the experiment. This view is 
supported by otherwise hardly reconcilable evidence in the literature of which 
it suffices to quote two extreme cases [3], [4]. 

There is, however, one significant exception in the realm of mechanical de- 
formation, viz. the appearance of twinning (Neumann bands) notably with pure 
iron, which, except for low temperatures, is caused exclusively by shock. Obviously 
this criterion lends itself to a more thorough comparative study of the various 
“cavitation’’ phenomena and methods. 

The preceding section may serve to indicate briefly a number of points which 
need clarification in the basic study of hydraulic damage. The phenomena of 
metal deformation associated with it lead to one of the most controversial issues 
of the whole field: the magnitude of “‘cavitation”’ pressures. 


1UR 


There are two schools of thought, the “low pressure’ hydrodynamic school, 
essentially represented by ACKERET and DE HALLER [5] and the “high pressure” 
school, represented by workers who base their argument on metallographic 
evidence. Representatives of this school are e.g. VON SCHWARZ and MANTEL [6]. 


1) The term “hydraulic damage” is more general and appears preferable to “cavitation 
damage” which is by usage associated with collapse of bubbles as a cause and, in most cases, 


expresses more than we know for sure. 
2) Numbers in brackets refer to References, p. 410. 
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ACKERET and DE HALLER [5] characterize the situation as follows: STH 
present situation is odd inasmuch as metallographers seem not to get along with 
out the high pressures, whereas the hydrodynamicists cannot find them.” | 

The figures are about as follows: at most 900 to 1600 kg/cm? (ACKERET, etc 
vs. 9000 to 32,000 kg/cm? (von SCHWARZ, MANTEL, etc.) and the discrepanc} 
exists between the low measured and computed figures (DE HALLER [7]) and th} 
high ones supposedly required to explain the deformations of metallic solid} 
observed. | 

The argument advanced against ACKERET and DE HALLER is, essentially, thaf 
their measurements of pressures by means of a piezoquartz are too crude, yieldin) 
only the low pressure average over too large an area, against the “real” hig! 
local pressures. | 

This argument does not appear cogent on inspecting e.g. the photomicraj 
graphs reproduced by BOETCHER [8] and Mousson [9] of gun metal and stainles§ 
steel, showing surface waviness and strain lines in the. first case and slip plane} 
(possibly also twins) in the latter, all associated with more or less heavily erodeil 
crystal boundaries. The pictures shown are undoubtedly areas of relatively larg} 
specimens and there are no indications of alternating small areas of so low an 
so high pressures as to average out—necessarily—to the low values measured ani} 
calculated by the hydrodynamicists. 

The arguments of the high pressure school against “‘low’’ pressures are, thu}ff 
far, negative and subject to doubt. We proceed to show that, as far as “high || 
pressures are concerned, they suffer from a decisive oversight which may in 
validate them entirely. 

All the pictures, found so far, purporting to demonstrate high pressures wit 
various signs of deformation for evidence, have two aspects in common: evidenc} 
of plastic deformation restricted to the surface and more or less eroded crystal 
boundaries. There is, furthermore, perfect agreement in the literature that “‘cavita 
tion’’ attack starts in the grain boundaries, etc. before affecting the grains prope 
This indicates, strongly, that the visible plastic deformation of the grains co 
stitutes a second stage in the attack. Indeed, in fine-grained structures, which ar/# 
basically more resistant, as has long been known, evidence of deformation il 
usually considerably less pronounced. 

It can be accepted that the high pressures necessary for plastic deformatio 
of the polycrystalline material in ordinary tests (here presumably compressiv 
tests) amount to 9000 to 30,000 kg/cm?. It has been inferred that the same hig] 
pressures must obtain in “‘cavitation’’ in order to produce a similar plastilff 
deformation. | 

There is no evidence in the literature that it has ever been considered that th! 
two cases are not strictly comparable, since, in the ordinary case, the grains ariff 
cemented together by the intercrystalline substance, whereas in the case off 
cavitatıon that supporting cement is largely eroded!). 

In other words, in the latter case we are dealing, not with a smooth poly 
crystalline surface as in testing materials, from which the high figures are derived] 
but instead with a surface from which single crystals protrude. 


1) In view of the fact that in some cases the specimens exposed to cavitation were drasticall! | 
quenched from elevated temperatures, e.g. the stainless steels, it is possible that the plastic deforma’ 
tion observed after cavitation was, actually, sometimes due to cooling stresses and only reveale; | 
by cavitation which in its initial stages acts almost like a metallographic etch. | 

A very instructive photomicrograph of calcium as cast, plastically deformed by such stressd | 
is shown by Everts and BaGtey, Trans. Electrochem. Soc. 93, 265 (1948), fig. 2. 
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Now, it is a well-known fact that it takes a materially smaller pressure to 
deform plastically a single crystal than it takes to deform a polycrystal because 
of the strengthening effect of the crystal boundaries [10]. In the case of aluminum, 
whose face-centered cubic structure permits slip in several planes, data are avail- 
able and the ratio of the pressures required is about 1:4 [11]. Hence, even in this 
for our argument comparatively unfavorable case, the deformation pressure, 
necessary to produce slip in the surface, that is, in the single crystal part deprived 
of its strengthening boundary cement, would be of the order of about 2000 kg/cm? 
which comes rather close to the ‘“‘hydrodynamic”’ lower pressure figure. In the 
case of hexagonal crystals, such as zinc and cadmium, the ratio is about 1:15. 

Although this reasoning is, quantitatively, only a rough approximation, it is 
obvious that the effect must be real and deprives the deformation argument 
against “‘low’’ pressures of its physical basis unless much refined measurements 
can demonstrate, against present indications, that deformation takes place with 
the strong materials quoted with intact crystal boundaries. 


Fig. 1 Fig. 2 
Section through metal: Section through metal: 
crystal boundaries intact—true poly-crystal. crystal boundaries partly eroded (dark) 


leaving small single crystals. 


It is equally evident that the effect must be smaller, the thinner the grain 
boundaries are. Other things being equal, they are the thinner the smaller the 
grain size, since the same amount of intercrystalline ““cement’’ is, in that case, 
spread over a larger over-all surface. This is substantiated by experimental 
evidence, showing less grain deformation with smaller grained specimens. 

In practical cases the thickness of the crystal boundaries is largely determined 
by the quantity of impurities insoluble in the metallic solid. Our investigation 
shows the practical importance of keeping the concentration of non-isomorph- 
ously soluble components (i.e. impurities) as low as possible in order to obtain 
the thinnest possible crystal boundaries and, thus, the maximum of intercrystal- 
line support and, by virtue of this, the maximum possible resistance to cavitation 
damage. This resistance is less determined by small grain size but rather by thin 
crystal boundaries. | 

Summary: The relation between cause and effect in hydraulic (so-called 
‘‘cavitation ’-) damage is briefly critically surveyed. It is pointed out that ap- 
pearance of the damage is characteristic of the properties of the material rather 
than ofthe process that causes it. The exceptional case of the formation of Neu- 
mann bands may be used to gain deeper insight into the damaging mechanisms. 

In some cases the plastic deformations attributed to cavitation, may be, 
actually, deformations by cooling stresses, revealed by subsequent cavitation. 

It is shown that plastic deformation of polycrystals under “cavitation ’ 
conditions is not strictly comparable to plastic deformation under ordinary test 
conditions, because in the cavitation case the erosion of the intercrystalline 
cement greatly reduces the mutual support of the grains, converting the other- 
wise smooth surface into a surface of protruding laterally poorly supported single. 
crystals which are much easier to deform. 
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It is estimated from experimental data that, as a consequence, the magnitudé 
of the cavitation pressures might range from 1/4 to 1/15 of those hitherto & 
inferred from metallographic erence: which would bring them considerably} 
closer to the values measured and calculated by ACKERET and DE HALLER. || 

Conclusions suggest themselves with regard to cavitation resistance of metallic | 
solids. 1 |) 
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HS Er Mores ene. 9. MORE 


Zusammenfassung 


Der Erfolg der Wirkung einer Kraft auf ein Material (zum Beispiel plastischg 
Deformation von Metall) ist im allgemeinen vorwiegend eine Materialeigenschaft 
daher ungeeignet zu zwingenden Schliissen auf den Mechanismus der Kraft 
wirkung. Daher wird der allgemeinere Ausdruck «hydraulische Schadigung» vor 
geschlagen, im Gegensatz zu dem allzu bestimmten «Kavitationsschaden ». 

Bezüglich der hierbei auftretenden Druckgrößen bestehen zwei Anschauungen 
die hydrodynamische und die metallographische. Erstere führt zu Drucken vo 
900 bis 1600 kg/cm?, letztere auf Grund von vergleichenden Deformationsbeob 
achtungen an polykristallinem metallischem Meterial zu 9000 bis 32000 are | 
Die he CC Studie betrifft die Deutung dieser Beobachtungen. | 

Anscheinend stimmen alle Beobachter darin überein, daß die erste Stufel 
hydraulischen Angriffs in der Erosion der Korngrenzen besteht. Häufig ähnel 
der Angriff einer metallographischen Ätzung, so daß das Erscheinen von Defor-f 
mationszwillingen bei hydraulischem Angriff, mangels weiteren Beweises, zul 
weilen auch als Entwicklung einer Deformationsstruktur, herrührend von Apt 
schreckspannungen, gedeutet werden kann. | 

Wenn nichts über die Eindringungstiefe der hydraulischen Deformation bel 
kannt ist, erscheint ein Kristallitenkonglomerat mit erodierten Korngrenzen ver- 
gleichbar lose aneinandergereihten Einkristallen, zu deren plastischer Defor- 
mation wesentlich geringere Drucke hinreichen als fiir polykristallines Materia 
mit lückenlos ausgefüllten Korngrenzen. Im Falle des Al ist das Verhältnis etwa 
1:4, bei hexagonalen Kristallen, wie Zn und Cd, etwa 1:15. Dies führt auf Drucke 
der Größenordnung von 2000 kg/cm?, notwendig für hydraulische Deformation, 
die den Drucken der hydrodynamischen Auffassung nahekommen. 


(Received: March 4, 1951.) | 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


Zweiter Internationaler Kongreß der Union für Kristallographie 
in Stockholm (27. Juni bis 12. Juli 1951) 


Der sehr gut besuchte Internationale Kongreß fiir Kristallographie wurde 
von Sir LAWRENCE BRAGG präsidiert, Ehrenvorsitzender war M. von LaAUE. 
Neben geschaftlichen Sitzungen und Kommissionsbesprechungen wurden in drei 
parallel durchgeführten Veranstaltungen mehr als 200 Kurzvorträge (Dauer im 
Mittel 10 Minuten) gehalten. Von der Tagung erschien eine über 100 Seiten um- 
fassende Zusammenstellung der «Abstracts of Papers». 

Diese Art der Kongreßführung hat ihre Vor- und Nachteile. Die Kurzvortrage 
konnten nicht viel mehr bieten als die Zusammenfassungen, die Diskussionen 
vermochten einige Punkte aufzuklären, allein die starke Belastung der Teil- 
nehmer und die Verteilung auf die verschiedenen Parallelveranstaltungen waren 
der vollen Ausniitzung der auBerordentlich anregenden wissenschaftlichen Tagung 
hinderlich. Eine Beschrankung auf wenige Themata mit einigen Hauptreferenten 
und anschlieBender gemeinsamer Diskussion (besonders bei frühzeitiger Uber- 
mittlung der vollinhaltlichen Hauptarbeiten, die dann mehr nur noch erläutert 
worden wären) hatte vermutlich ein geschlosseneres Bild der Arbeiten auf dem 
Gebiet der Kristallstrukturbestimmung, der Kristallphysik und Kristallchemie 
vermittelt. Andererseits wurde so einer sehr groBen Zahl von Forschern Gelegen- 
heit gegeben, über ihre neuesten Arbeiten zu berichten und dadurch eine Vielfalt 
der Bestrebungen dokumentiert, mit der sich jeder Teilnehmer gerne vertraut 
gemacht hat. Zudem kam durch eine geschickte Gruppierung der Kurzvortrage 
doch eine gewisse Einheitlichkeit zur Geltung. 

In diesem Sinne traten besonders hervor die Vorträge im «Symposium on 
advanced techniques in structure determination» und im «Symposium on electron 
diffraction in gases». 

Im erstgenannten Symposium wurde über verschiedene äußerst wichtige Ver- 
besserungen der Strukturbestimmungsmethoden durch die mathematische Behand- 
lung der Patterson-Diagramme und der Elektronendichtekarten referiert. Zur 
Behandlung kamen nicht nur neue, meist statistische Methoden zur Eliminierung 
von Schwierigkeiten bei der Deutung der experimentellen Resultate (zum Bei- 
spiel von A. L. PATTERSON, C. A. BEEVERS, D. WRINCH, D. MCLACHLAN, J. GAR- 
RIDO, D. ROGERS, M. J. BUERGER, W. COCHRAN, H. HAUPTMANN, A. J. C. Wir- 
SONO A STATLOR Hr LEPSON, B. 6,602, Dy SASRE, NV. LUZZATI, DA W. CRUICES 
SHANK, D. P. SHOEMAKER, D. HERKER, J. A. GOEDKOOP usw.), sondern auch 
Angaben iiber die bei der Synthese zu beniitzenden photoelektrischen Maschinen, 
gewöhnlichen Rechenmaschinen und Lochkartensysteme. 

Die Elektronenbeugung als solche (zum Beispiel Kikuchi-Linien usw.) wurde 
mehrfach (zum Teil unter starker Beteiligung japanischer Forscher) behandelt 
und fand dann im zweitgenannten Symposium Anwendung auf die Untersuchun- 
gen von Gasen verschiedenster Art (zum Beispiel durch L. E. Sutton, S.H. BAUER 
und Mitarbeiter, L. S. BARTELL, L. O. Brockway, P. W. ALLEN, H. MACKLE, 
K. HEDBERG, V. SCHOMAKER, M. E. JONEs). 

Auch über Neutronenbeugung wurde von G. E. Bacon und C. G. SHULL be- 
richtet. 

Recht zahlreich waren interessante neue Strukturbestimmungen an organischen 
Substanzen, wobei der Proteinstruktur besondere Aufmerksamkeit gewidmet war. 
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Bei den Kristallstrukturen anorganischer Verbindungen seien diejenigen ein;f| 
facher und komplexer Oxyde (auch von Pa-Oxyden durch W. H. ZACHARIASEN| \ 
von Sb-Oxyden durch B. Mason) von Fluoriden und Verbindungen der Salpeter; | 
säure (V. LuzzaTi) beispielhaft erwähnt. || 

Großes Interesse erweckten ferner die Arbeiten über die Strukturen der Ferro; | 
elektrika, der Metalle und ihrer Legierungen überhaupt und über die martensit-[|\ 
ähnlichen Kristallverbindungen. | 

Auch über wichtige Mineralien, darunter die Tonmineralien (zum Beispiel | 
durch G. W. BRINDLEY) erfolgten zahlreiche Kurzvorträge, wobei zum Teil den} 
ungeregelten Strukturen mit verschiedener Periodizität und den Kristalldefor-f! 
mationen eingehend Beachtung geschenkt wurde; letzteres auch in der Gruppe}} 
«Cold-worked metals». N 

Berichte über Kristallwachstum, Kristallsymmetrie, Instrumente und Modelle 
usw. ergänzten, wenn auch lückenhaft, das zu beackernde Gesamtgebiet. Die Vor-}| 
träge werden in verschiedenen Periodika erscheinen, so daß sie, obgleich kein 
eigentliche Kongreßpublikation erfolgt, bald zugänglich sein werden. 

Für die nächste Amtsperiode wurde Prof. J. B1JvoET von Utrecht zum Präsi 
denten gewählt. Der dritte Kongreß wird 1954, vermutlich in Paris, abgehalten 


P. Niece 


Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik (GaMM) 


Der Vorstandsrat der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik 
(GaMM) beschloß, die nächste wissenschaftliche Jahrestagung der Gesellschaf 
in der Zeit vom 4. bis 7. Juni 1952 (Pfingstwoche) in Braunschweig zu veran-H 
stalten. H. GÖRTLER 


i] 


Erratum 


Beobachtungen an Wirbelrohren. Von HERBERT SPRENGER (ZAMP 2, | 
Fasc. 4, 297 [1951]; Figur 4, links). Die Drehrichtung der Drallströmung S, ist. 
falsch skizziert. S, hat den gleichen Drehsinn wie S.. 
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Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 bis 1946 (für den] 
Buchhandel bestimmte Ausgabe der Fiat Review of German Science) (Dieterich-f 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden). Preis je Band DM 10.—. 


Band 17 und 18: Geophysik, Teil I und II. Herausgegeben von J. BARTELS 
(Wiesbaden 1948), 237 und 321 Seiten. 


Das Ziel des zweibändigen Werkes ist die Vermittlung eines Überblickes über! 
die in den Kriegsjahren in Deutschland erzielten Forschungsergebnisse und über 
die in dieser Zeit erschienene Literatur auf dem Gebiete der Geophysik. Über! 
den behandelten Stoff orientieren am besten die Titel der einzelnen Abschnitte, 
nämlich in Band 17: 1. Allgemeines; 2. Die Erde als Planet, Erdgestalt, Erd- 
inneres, Schwere; 3. Erdmagnetismus; 4. Ionosphäre; 5. Atmosphärische Elek- | 
trizitat; 6. Geologische Anwendungen der Geophysik. In Band 18: 7. Seismik; | 
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8. Ozeanographie; 9. Hydrographie; 10. Die Erde als geodätisches Meßfeld für 
Lage- und Höhenbestimmungen; 11. Das atmosphärische Ozon. Vor dem Kriege 
konnte man sich an Hand der «Zeitschrift für Geophysik» jederzeit ein Bild vom 
Stande der geophysikalischen Forschung machen. Diese Zeitschrift mußte wäh- 
rend des Krieges ihr Erscheinen einstellen, und es entstand eine empfindliche 
Lücke, die nunmehr durch das vorliegende Werk ausgefüllt wird. Die übersicht- 
liche Anordnung, unterstützt durch eine entsprechende drucktechnische Dar- 
stellung und durch ein Autoren- und Sachverzeichnis am Schluß von Band 18, 
ermöglicht dem Interessenten eine rasche Orientierung über jedes gewünschte 
Teilgebiet. Man kann dabei feststellen, daß auf einzelnen Gebieten auch während 
des Krieges namhafte Fortschritte erzielt worden sind. Besonders hervorgehoben 
sei ein imposantes Beispiel der kombinierten Anwendung geophysikalischer Pro- 
spektionsmethoden, nämlich die geophysikalische Reichsaufnahme, über deren 
| Resultate im Text, unterstützt durch instruktive Karten, von H. Reicx in 
L Band 17 berichtet wird. Lediglich der Orientierung halber sei noch erwähnt, daß 
einzelne Abschnitte besonders ausführlich behandelt werden, nämlich in Band 17 
die zeitlichen Variationen des Erdmagnetismus und die Ionosphäre, in Band 18 
die Ozeanographie. F. Gaßmann 


i 


Band 19: Meteorologie und Physik der Atmosphäre. Herausgegeben von 
R. MÜGcE (Wiesbaden 1948), 306 Seiten. 


Der Band 19 gibt auf zirka 300 Seiten einen guten Uberblick iiber die Tatig- 
keit deutscher Klimatologen und Meteorologen während der Jahre 1939 bis 1946. 
Der Inhalt ist nach den folgenden Teilgebieten geordnet: 1. Klimatologie; 2. Strah- 
lungsvorgänge in der Atmosphare; 3. Thermodynamik und Physik der Wolken: 
4. Dynamik der Atmosphäre; 5. Wetter und Wettervorhersage; 6. Meteorologie 
der hohen Atmosphäre; 7. Meteorologische Instrumente; 8. Chemie der Atmo- 
sphare. 

Im ganzen wird über zirka 1100 in Deutschland erschienene Originalarbeiten 
referiert. Trotz der groBen Fille des dargebotenen Stoffes macht der Verfasser 
darauf aufmerksam, daB für gewisse Grenzgebiete zur Ergänzung mit Vorteil die 
Fiat Review benachbarter Gebiete zu Rate gezogen werden soll, vor allem die 
Bande über Geographie, Geophysik, angewandte Mathematik, Biophysik. 

E. Wanner 


Band 20: Astronomie, Astrophysik und Kosmogonie. Herausgegeben von P. TEN 
BRUGGENCATE (Wiesbaden 1948), 441 Seiten. 


Dieser Band beginnt mit einem Vorwort von M. von LAUE, welches auf knap- 
pen drei Seiten auf das, was einem Physiker, der von der Astronomie einen ge- 
wissen Abstand hat, als das Wesentliche erscheint, hinweist. Der Band umfaßt 
15 Artikel, welche von zwanzig Mitarbeitern verfaßt sind und zeigen, daß in 
Deutschland während der Kriegsjahre auf fast allen aktuellen Gebieten der 
Astronomie gearbeitet worden ist. Da für alle Gebiete Mitarbeiter gewonnen 
werden konnten, die selbst aktiv und maßgeblich an der Förderung der Wissen- 
schaft mitgearbeitet haben, braucht kaum erwähnt zu werden, daß der Band 
durchaus auf hohem Niveau steht. Bei der Mannigfaltigkeit des Stoffes, der so- 
wohl die klassische Astronomie (Astrometrie, Orts- und Zeitbestimmung sowie 
Himmelsmechanik) umfaßt als auch die heute dominierende Astrophysik (Grund- 
lagenfragen, innerer Aufbau der Sterne, Sternatmosphären, solare Probleme, 
Sternsysteme) wie auch die schon sehr in das Gebiet der theoretischen Physik 
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hineingreifende Kosmogonie, ist nicht daran zu denken, in dieser kurzen Be- 
sprechung auf einzelne Beiträge einzugehen. Es sei nur die Arbeit des Heraus-|l 
gebers hervorgehoben, welcher es verstanden hat, das ganze Gebiet in glücklichenjl 
Weise zu unterteilen, den Umfang jedes Artikels in einem seiner Bedeutung ent- 
sprechenden Rahmen zu halten und die geeigneten Mitarbeiter zu finden. Als 
ein unter schwierigen äußern Bedingungen entstandenes Gemeinschaftswerk ver-il 
mittelt es einen Überblick von beachtenswerter Homogenität, was dem Lesenjl 
besonders dort klar wird, wo diese ausnahmsweise fehlt. Während die meiste | 
Autoren ihr Forschungsgebiet in einen internationalen Rahmen hineinstellen, bel] 
vorzugen andere eine streng national begrenzte Darstellung, was sich bei demi) 
vorliegenden Werk zweifellos rechtfertigen läßt, aber doch bei dem mit den] 
Materie nicht völlig vertrauten Leser leicht zu Mißverständnissen führen kann.'f 
Diese verschwinden jedoch, wenn man das Werk als das betrachtet, was es in) 
Wirklichkeit ist: eine Darstellung der Entwicklung einer Wissenschaft in einer, 
bestimmten Zeit und in einem begrenzten Raum, also ein geschichtliches Werk. || 

M. Waldmeier | 


Band 21 und 22: Biophysik, Teil I und II. Herausgegeben von B. RAJEWSKY | 
und M. ScHôn (Wiesbaden 1948, 1949). Teil I: 257 Seiten; Teil II: 411 Seiten. If 


Teil I unter Mitarbeit von H. BAUER, M. DORNEICH, W. DREBLOW, H. FRIED- 
RICH-FRESKA, U. HENSCHKE, R. JAEGER, G. KAHLAN, A. KREBS, H. KREFFT, | 
H. LANGENDORFF, W.LUTHER, H.MUTH, H. SCHAEFER, A. SCHRAUB, R. SCHULZE 
und K. SOMMERMEYER. 

Teil II unter Mitarbeit von H. AUTRUM, K. BÜTTNER, H. DANzER, H. DAN- 
NENBERG, W. DREBLOW, O. ERBACHER, W. FRIEDRICH, H. FRIEDRICH-FRESKA, |ff 
J. GAEBELER, H. GRAF, U. HINTZELMANN, P. JORDAN, A. Kress, A.E.H. || 
MEYER, H. Mutu, J. PÄTZOLD, G. PICKARSKI, R. POHLMANN, M. RUEHL STANIS- 
LAUS, B. DE RUDDER, H. SCHAEFER, H. v. SCHELLING, A. SCHRAUB, G. SCHU- 
BERT, H. SCHWAN, E. O. SEITZ, R. STACHOWIACK, R. TEUCHER und L. WENDT. 

Die vorliegenden zwei Bände geben eine Übersicht über ein Grenzgebiet, über 
dessen Ausdehnung und Auswirkung auf andere Gebiete man verschiedener Mei- 
nung sein kann. Wie weit die Verwendung physikalischer Meßmethoden in der 
Biologie zur biologischen Technik oder zur Biophysik zu rechnen ist und wie weit 
die Übertragung theoretisch-physikalischer Prinzipien auf biologische Probleme 
als «biophysikalisches» oder biologisch eigenstes Gedankengut zu bezeichnen ist, 
darüber läßt sich streiten. Wie immer wird aber die initiale Abgrenzung eines 
neuen Gebietes schließlich zur Ausweitung des Hauptfaches führen (in diesem 
Fall der Biologie) und dann als Unterabteilung in diesem Fach aufgehen. Vor- 
läufig beansprucht die Biophysik noch eine eigene Lebensberechtigung, und das 
geht auch aus den zwölf Kapiteln der Berichte hervor. Im ersten Band sind die 
in die Kriegszeit fallenden Arbeiten über die Quantenphysik und Statistik in der 
Biologie, die biologischen Strahlenwirkungen, Strahlenschädigungen und den 
Strahlenschutz nebst gesonderter Behandlung der Dosimetrie behandelt, also im 
Prinzip die aus der Wechselwirkung zwischen Strahlungsenergie und lebendem 
Objekt sich ergebenden Fragen. Die Treffertheorie, die Frage der Erzeugung von 
Mutationen und die sich aus den Strahlenwirkungen ergebenden Fragen des 
Schutzes stehen begreiflicherweise im Vordergrund der Betrachtung. Die Dar- 
stellung ist knapp und präzis und hat vor allem als Schlüssel zur Auffindung der 
Originalarbeiten eine besondere Bedeutung. 

Im zweiten Band kommen dann die Wirkungen hochfrequenter Außenfelder, 
die im lebenden Körper erzeugten elektrischen Ströme, die Sinneswahrnehmun- 
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gen und die physikalischen Methoden und Hilfsmittel in der biologischen und 
medizinischen Forschung zur Besprechung. Ein besonderes Kapitel ist der Bio- 
klimatologie und der Balneologie gewidmet. Die Kapitel tiber die Verwendung 
radioaktiver Isotopen und die Anwendung des Elektronenmikroskops sind in- 
sofern unbefriedigend, als hier die fehlende Bezugnahme auf das, was gleichzeitig 
in den außerdeutschen Ländern gemacht wurde, besonders bemerkbar wird. Man 
muß diese Berichte eben als das lesen, als was sie in Auftrag gegeben wurden, 
nämlich als Bericht über die deutsche Forschung in den Kriegsjahren. In dieser 
Hinsicht vermitteln sie ein zuverlässiges und sorgfältig zusammengestelltes Bild. 
A. von Muralt 


Band 30: Physikalische Chemie, herausgegeben von Kraus CLusıus (Wies- 
baden 1948), 270 Seiten. 
| Band 32 und 33: Metallkunde der Nichteisenmetalle, Teil I und II. Herausge- 
geben von Max HANSEN (Wiesbaden 1948). Teil 1: 207 Seiten; Teil II: 171 Seiten. 


Diese sehr wertvollen Zusammenstellungen, die über Forschungen in Deutsch- 
| land während des Zweiten Weltkrieges Auskunft geben, dienen der Überbrückung 
einer Zeit, die dem Austausch wissenschaftlichen Gedankengutes wenig förder- 
‚ lich war. Dadurch, daß hervorragende Forscher Sachgebiete als Ganzes darzu- 
stellen bemüht waren, erhöht sich der Nutzen der Publikationen. 
Aus Band 30 seien erwähnt: G. Dicker, Trennung inaktiver Isotopen, Ther- 
 modiffusion und Diffusionsthermik, spezifische Wärme von Gasen, Adsorption 
und Desorption. — K. CLusius, Spezifische Wärme und Wärmeinhalt des Fest- 
körpers. — H. VOLKMANN, H. A. STUART, H. ERBRING, G. V. SCHULZ, Studien 
über Flüssigkeitsstrukturen, Oberflachen- und Grenzspannung, über Makro- 
moleküle, Kolloidchemie, Kettenreaktionen und Polymerisationen. 
Sehr groß ist der Mitarbeiterstab der Bände 32 und 33. Es wird über Er- 
zeugung und Raffination sowie Eigenschaften und Verarbeitung der Elemente 
ME Be Me AT Ty Zu Ih, U, Mu Ni, Cu, Zn, Cd, In SL Pb, Sbrberichter. 
Eingehend sind die Legierungen der Leichtmetalle behandelt. Über Pulvermetall- 


| urgie und Sinterwerkstoffe referieren H. BERNSTORFF und G. WASSERMANN. 
P. Niggli 


{ 


Analytische Geometrie. Von Dr. GERHARD ENGEL (Verlag Walter de Gruy- 
ter & Co., Berlin 1950). 239 S., 114 Abb.; DM 13.—. 


Das vorliegende Werk setzt sich zum Ziel, eine Verbindung herzustellen 
zwischen der mittelschulmäßigen Darstellung der analytischen Geometrie und 
ihrer Behandlung auf der Hochschule. Der Verfasser geht von der elementaren 
_ Darstellungsweise der Mittelschule aus und gibt erst am Schlusse einen Überblick 
über den Vektor- und Matrizenkalkül. In den üblichen Kapiteln über analytische 
Geometrie der Ebene und des Raumes sind zahlreiche weiterreichende Bemer- 
kungen eingeflochten, wie etwa über Determinanten, über die allgemeineren 
geradentreuen Abbildungen sowie über das Auftreten des Imaginären in der Geo- 
metrie. Um dem Leser ein Gefühl des festen Bodens zu geben, sind zahlreiche 
durchgerechnete numerische Beispiele in die einzelnen Kapitel eingefügt. 

Am Schluß bringt der Verfasser noch einige Verallgemeinerungen des Koor- 
dinatenbegriffs sowie eine Einteilung der Geometrie nach dem Gruppenprinzip. 
Das Büchlein ist sehr flüssig und übersichtlich geschrieben und löst die Auf- 
gabe einer Verbindung der elementaren und der hochschulmäßigen analytischen 
Geometrie in vorzüglicher Weise. M. Jeger 
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Einführung in die analytische Geometrie. Von Prof. Dr. L. BIEBERBACI|| 
(Verlag für Wissenschaft und Fachbuch GmbH, Bielefeld 1950). 168 S., 43 Abb. 
DM 8.90. | 

Immer mehr kommt der einfiihrenden Vorlesung tiber analytische Geometrif 
eine gewichtige Rolle bei der Einführung des Studierenden in modernes math 
matisches Denken zu. So ist es denn zu begrüßen, daß von BIEBERBACHS drei 
bändigem Werk über die Theorie der linearen und quadratischen Gebilde 1} 
Ebene und Raum vorerst einmal der erste Band, Einführung in die analytisch | 
Geometrie, neu erschienen ist. | 

Die vorliegende vierte Auflage des ersten Bandes wurde neu bearbeitet; de | 
Verfasser hat nur etwa einen Drittel des Textes unverändert aus der dritten Aujf 
lage übernommen. Für diese Neubearbeitung waren vorwiegend didaktische Bef 
lange maßgebend, so daß die Auswahl des Stoffes nur wenig von derjenige. 
früherer Auflagen abweicht. Stofflich neu ist einzig ein Anhang über die analyt! 
sche Geometrie des Kreises und der Kreisscharen. Daneben wurde noch daf 
Register durch die Aufnahme historischer Notizen erweitert. 

Der erste Band von BIEBERBACHS Theorie der linearen und quadratischelf 
Gebilde läßt bewußt das stofflich Neue hinter dem methodisch Neuen zurück 
treten. An der Spitze steht die Darstellung der Vektorrechnung und des Matrizerif 
kalküls. Ferner findet sich darin eine kurze und sehr elegante Theorie der Dete 
minanten; der Verfasser führt die #-reihige Determinante mit Hilfe einer Volumen 
funktion von n Vektoren im n-dimensionalen Raum ein. An dieser Stelle sowi 
später im Abschnitt über Matrizen verläßt das Büchlein den Rahmen des An] 
schaulichen, indem es für die Darstellung den n-dimensionalen affinen Rauril] 
zugrunde legt. Ein Abschnitt über die Einteilung der Geometrie nach dem Gru | 
penprinzip soll auf die beiden andern Bände, Pro Geometrie und Hôhen 
Geometrie, überleiten. 

Der Verfasser sieht von numerischen Beispielen ganz ab. Dagegen sind ar 
Schlusse jedes Kapitels zahlreiche, die Theorie weiterführende Beispiele einge 
flochten, die dem Leser das Aufnehmen des Stoffes sehr erleichtern. 

Die Analytische Geometrie BIEBERBACHS ist ausgezeichnet geschrieben und 
darf ohne weiteres zu den Standardwerken über diesen Gegenstand gezählif 
werden. M. Jegel 


Advanced Plane Geometry. By C. ZwixkeEr (North-Holland Publishin | 
Company, Amsterdam 1950). 299 pp., 273 figs; hfl. 20.—. | 


Für den Referenten war dieses Buch eine Überraschung, und zwar sowo [| 
seiner Art als auch seines Inhaltes nach. Von den übrigen Büchern über eben | 
Geometrie ist das vorliegende sehr verschieden. Es enthält, wie eine historisch/# 
Notiz am Schluß nochmals ins Licht stellt, eine Weiterentwicklung der grundf 
legenden Arbeiten von CASPAR WESSEL, FRIEDRICH Gauss und SIEBECK über dif 
konsequente Verwendung der komplexen Ebene zur Behandlung der Aufgabeil 
der ebenen Geometrie. Die Geraden und Kurven in dieser Le. werden in del] 
Form z= f(u) dargestellt, wobei z = x + 7 y die Koordinaten eines Punktes iif 
dieser Ebene darstellt und w ein reeller Parameter ist. Die Funktion f ist komplex 
Auf Geraden und Kurven, welche durch diese Gleichung dargestellt werden 
können nun die üblichen komplexen Transformationen w = f(z) angewandt wer 
den. Die konsequente Anwendung dieser einfachen Hilfsmittel führt zu einel 
übersichtlichen und an vielen Oren viel klareren Behandlung fast sämtliche 
Satze und Kurven der ebenen Geometrie als mit den iiblichen Mitteln. Ein Bild 
der behandelten Probleme wird durch folgende Zusammenstellung der Kapitel 


Vol. II, 1951 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 417 


 überschriften vermittelt: Die Ebene. Die geometrische Deutung analytischer 
Operationen mit komplexen Zahlen. Die Gerade. Das Dreieck. Der Kreis. Alge- 
braische Kurven. Ellipse. Hyperbel. Parabel. Involuten, Evoluten und anti- 
kaustische Kurven. Pedalen und abgeleitete Kurven. Flächen- und andere Inte- 
grale. Enveloppen. Orthogonaltrajektorien. Unstetige Kurven. Spiralen. Lem- 
niskaten. Zykloiden. Epi- und Hypozykloiden. Kardioiden und Limacon. Profile 
von Zahnrädern. Die einzelnen Kapitel sind sehr klar und flüssig geschrieben. 
: An vielen Stellen gibt der Verfasser Ausblicke auf Probleme der angewandten 

Mathematik. Hierbei ist es kaum zu vermeiden, daß die didaktische Reihenfolge 
‚an einigen Stellen durchbrochen werden muß, was jedoch dem Gesamtinhalt 
} kaum schadet. Das Buch scheint namentlich für Elektroingenieure, die sich mit 
} der Ortskurventheorie von höherem Standpunkte aus vertraut machen wollen, 
_ außerordentlich interessant. Aber auch der angewandte Mathematiker und viel- 
; leicht sogar der reine Mathematiker dürften in diesem Buch manches finden, das 
| Anregungen und Ausblicke auf weitere Probleme vermittelt. Allen diesen Kreisen 

sei das Werk wärmstens empfohlen. M. Strutt 


Integrieren mit dem Integraphen Coradi. Von Dr.H. Scuitr (H. Böniger, 

| Zürich 1950). 46 S., sFr. 4.50. 
Mathematische Instrumente können nur dann wirtschaftlich betrieben wer- 
' den, wenn ihre häufige Benützung sichergestellt ist. Dies setzt bei vielseitig ver- 
| wendbaren Instrumenten eine ausreichende Kenntnis ihrer Möglichkeiten voraus. 
| Der Verfasser hat sich die dankbare Aufgabe gestellt, für den bisher viel zu wenig 
| beachteten Integraphen eine Auswahl der wichtigsten Anwendungsbeispiele zu- 
‚ sammenzustellen. Dabei führt er neben den klassischen Aufgaben (Bestimmung 
einer Fläche und ihrer Momente von der Form i y" dx; Bestimmung des Deviations- 
momentes und höherer gemischter Momente von der Form ds x y" df; Bestimmung 
| der Querkräfte, Biegemomente und der elastischen Linie eines belasteten Stabes; Be- 
stimmung der Trägheitsmomente von Rotationskörpern) einige praktisch wichtige 
Fälle an, die weniger allgemein bekannt sein dürften. So die Lösung algebraischer 
Gleichungen beliebigen Grades, die Ermittlung von Linienintegralen und die Fehler- 
rechnung. Die Lektüre gibt nicht nur die Ableitungen und « Kochrezepte» für die 
erwähnten Aufgaben, sondern regt auch zum weiteren Ausbau der durch die Viel- 
 seitigkeit des Instrumentes gegebenen Möglichkeiten an. Obwohl das Buch nur 
von einer bestimmten Integraphenbauart ausgeht, die ausführlich beschrieben 
wird, läßt sich der umfangreiche mathematische Teil weitgehend auf Integraphen 
beliebiger Konstruktion anwenden. Th. Erismann 


Technische Schwingungslehre, Band 1: Einfache Schwinger und 
Schwingungsmeßgeräte. Von KARL KLOTTER (Springer-Verlag, Berlin 1951). 
399 S., 360 Abb.; DM 46.50. 

Das Buch ist die erweiterte zweite Auflage des 1938 vom Verfasser heraus- 
gegebenen ersten Bandes seiner Einführung in die technische Schwingungslehre. 
Aus dieser Einführung ist ein Lehrbuch des Schwingers mit einem Freiheitsgrad 
geworden, das mit seiner ausführlichen Bibliographie schon weitgehend Hand- 
buchcharakter im besten Sinne des Wortes hat und damit einem wirklichen Be- 
dürfnis entgegenkommt. 

Sehr ausführlich wird der Schwinger mit gerader Kennlinie unter den ver- 
schiedensten Stör- und Dämpfungskräften behandelt. Zwei weitere Kapitel sind 
den nichtlinearen (pseudoharmonischen) Schwingungen und eines dem rheo- 
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linearen (quasiharmonischen) Schwinger gewidmet, während die selbsterregtéll 
Schwingungen nur kurz erwähnt werden. Ein besonderes Kapitel enthält dif 
überarbeitete Fassung einer Schrift, die der Verfasser 1943 über Schwingungif| 
messung und -meßgeräte herausgegeben hat. [ll 
Das Buch zeichnet sich durch eine strenge Systematik, durch sorgfältige Bi i} 
griffsbestimmungen und nicht zuletzt dadurch aus, daß der Stoff an einer große i 

Zahl von Beispielen illustriert und dem Leser nahegebracht wird. Wenn es Wit 
sche offenläßt, dann vor allem den, daß gelegentlich auch der lange erwartetf} 
zweite Band über Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad erscheinen | i} 
H. Ziegläl\, 


Negative Ions. By H. S. W. Massey (Cambridge University Press, Canif 
bridge 1950). 136 pp., 31 figs; £ -/12/6. | 

Dieses Bändchen der Serie «Cambridge Monographs on Physics» ist eine zweits i 
auf den neuesten Stand gebrachte Auflage einer 1937 erschienenen Monographill| 
über negative Ionen. Der Autor beschränkt sich auf das Gebiet der eigentlichel] 
negativen Atom- und Molekülionen, wie sie vorzugsweise in Gasen geringe 
Druckes auftreten, unter Ausschluß von komplexen Ionen und von flüssigen odef} 
festen Medien. Mathematische Hilfsmittel werden sparsam verwendet, dafür si 
die zugrunde liegenden physikalischen Vorgänge eingehend und klar dargestell 
ebenso die auf diesem Gebiet besonders schwierige Meßtechnik. Dieser Umstan| 
mag, neben der geringen technischen Bedeutung, verantwortlich sein für di | 
großen Lücken in der Kenntnis der negativen Ionen. Ihre erst kürzlich Car 
wichtige Rolle in der Sonnen- und Sternatmosphäre sowie der Ionosphäre wir 


Gebietes sind in einer Bibliographie zusammengestellt. W. Zuni 


Differential Equations. By H. B. Pxizzrps (John Wiley & Sons, New Yorlä 
1951). 149 pp., $3.00. 


gewöhnliche Differentialgleichungen für Ingenieure: 1. Separable Gleichungeil 
erster Ordnung; 2. Andere Gleichungen erster Ordnung (insbeson dere exakte un/® 
homogene Gleichungen); 3. Spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnun|§) 
(insbesondere x-freie und andere integrable Typen); 4. Lineare Differentialgle 
chungen beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 

Zahlreiche Beispiele sind zur Erläuterung in den Text eingefügt, außerde 
enthält jedes Kapitel eine reiche Auswahl von Übungsaufgaben. H.Rutishauseh 


Synthesis of Electronic Computing and Control Circuits. By the Staif 
of the Computation Laboratory (Harvard University Press, Cambridge, USA 
1951); 278 pp, 150 figs.; $8.00. 


Die Notwendigkeit eines geeigneten Kalküls als Hilfsmittel beim Entwurf voi 
Schaltungen für elektronische digitale Rechengeräte und verwandte Anwendung 
gen wird immer dringender; die bisherigen Publikationen geben aber gréBtenteil 
nur elementare Hinweise oder beschranken sich auf theoretische Studien. 

Das vorliegende Werk (Band 27 der ‘ Annals of the Computation Laboratory 
of Harvard University”) beschreibt nun erstmals ein vollständig ausgearbeitetes 
durch zahlreiche Beispiele erläutertes Verfahren zum Entwurf von Schaltungenf 
deren Verhalten in logistischer Form vorgeschrieben ist. Es handelt sich um dal 
Problem, eine vorgegebene Funktion von mehreren Variablen elektrisch zu realil 
sieren, wobei die Veränderlichen nur zwei verschiedene Werte annehmen könneni 
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Die Verfasser (im wesentlichen H. H. AIKEN) führen nach einer Erläuterung 
der verwendeten elektrischen Grundelemente (Schaltungen mit Vakuumröhren) 
und ihrer Arbeitsweise in die Behandlung der Funktionen mit mehreren Variablen 
ein. Daraufhin wird ein mit «Minimizing» bezeichnetes, bemerkenswertes Ver- 
fahren angegeben, welches mit Hilfe vorbereiteter Tabellen die Möglichkeit gibt, 
eine gegebene Funktion mit minimalem Materialaufwand zu verwirklichen. In 
einem nächsten Abschnitt werden der sogenannte Flip-Flop (Trigger Pair) und 
verwandte Schaltungen in die Formalistik einbezogen, und es werden Môglich- 
keiten für die Einführung der Zeit als weitere Variable angedeutet. Nach einer 
Behandlung der verschiedenen Verfahren zur digitalen Darstellung von Zahlen 


| wird schließlich das Problem des Multiplikators für zwei mehrstellige Zahlen als 


komplizierteste, systematisch noch zu lösende Aufgabe aufgegriffen und ausführ- 
lich behandelt. — Der Anhang gibt eine Tabelle sämtlicher möglicher Funktio- 
nen mit vier Variablen nebst ihrer Darstellung. — Durchwegs werden nicht nur 
die Schaltungen mit gittergesteuerten Röhren, sondern auch solche mit Gleich- 
richtern in Berücksichtigung gezogen. Dagegen ist der Anschluß an Anordnungen 
mit elektromagnetischen Relais nicht durchgeführt, obwohl die Verwendung des 
Kalküls auch dort von Nutzen wäre. 

Das Werk ist offensichtlich aus praktischen Bedürfnissen entstanden und 
dementsprechend für praktische Verwendung bestens geeignet. Es kann jedem, 
der mit dem Entwurf digitaler elektronischer Schaltungen in Berührung kommt, 
als Handbuch empfohlen werden. Ale IE, SAS 


Grundriß der allgemeinen und physikalischen Chemie. Von W. FEIT- 


| KNECHT (Reinhardt-Verlag, Basel 1950). 302 S., 78 Abb.; sFr. 6.40. 


Wenn der Verfasser dieses als Einführung gedachten Werkes im Vorwort der 
Erwartung Ausdruck gibt, daß es auch geeignet sein dürfte, älteren Chemikern 


den Zugang zu den neueren Entwicklungen der grundlegenden theoretischen 
Auffassungen ihres Fachgebietes zu erleichtern, sieht er, vor allem auch was die 


| 
| 


Bedürfnisfrage betrifft, sicher richtig. Auch bei Vertretern benachbarter Fach- 
richtungen wird das Buch Freunde finden. Vor allem wird aber der Chemiestu- 


 dierende der ersten Semester den Feitknechtschen Grundriß mit Nutzen als 


ersten Zugang zur physikalischen Chemie zu Hilfe nehmen, denn bereits in den 


_einführenden Chemievorlesungen ist ein volles Verständnis ohne einige Kenntnis 


der wichtigsten physikalisch-chemischen Gesetzmäßigkeiten nicht denkbar, wäh- 


rend aber das systematische Studium der physikalischen Chemie in der Regel 


erst später einsetzt. Ein kurzes Buch, wie das vorliegende, konzentriert und 
doch leicht lesbar, noch nicht allzu beschwert mit dem mathematischen Apparat 
der größeren Darstellungen, kann hier vorzügliche Vorbereitungs- und Überbrük- 
kungsarbeit leisten. 

Der Autor ist sich der Gefahren einer Grundrißdarstellung von so beschränk- 
tem Umfange voll bewußt, die darin liegen, daß den Formulierungen, vom Leser 
aus gesehen, nicht selten eine größere Allgemeinheit zuzukommen scheint, als 
vom Verfasser beabsichtigt sein kann, weil dieser es sich oft versagen muß, im 
Buche durch ausführliche «Randwert»-Betrachtungen die Gültigkeitsbereiche 
scharf abzugrenzen. 

Es wird immer auch eine Ermessensfrage bleiben, wie weit man zugunsten 
einer kurzen und einfachen Darstellung auf «Schärfe» verzichten darf. Der Ver- 
fasser hat hier einen guten Blick für das Zweckmäßige und Tragbare. Trotzdem 
wird man nicht überall mit ihm einiggehen, wird in einzelnen Punkten doch eine 
größere Präzision fordern, so zum Beispiel auf 5. 118 bezüglich der Bemerkung 
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über Entropie zu Formel 15; auf S. 127, Formel 5, wo man durch Verwendun! 
von AF® statt AF auf die Standardisierung der Drucke hingewiesen seheif| 
möchte; auf der gleichen Seite 127, wo die Ableitung des Massenwirkungsgesetzef 
doch zu stark vereinfacht erscheint; im Abschnitt «Lösungen», wo man da 
Nernstsche Verteilungsgesetz vermißt; im Abschnitt «Chemische Kinetik», wo dif 
Begriffe Ordnung und Molekularität noch schärfer abgegrenzt werden könnten | 

Diese Aussetzungen können den Wert des Buches, das die wesentliche‘ 
Themen der klassischen physikalischen Chemie umfaßt, dazu aber überall modern 
Ergebnisse der Thermodynamik, der Atom- und Molekularphysik eingearbeite 
enthält, nicht beeinträchtigen. G. Trümple | 


Theory of the Interior Ballistics of Guns. By J. CoRNER (John Wile} 
& Sons, Inc., New York 1950). 443 pp., 71 figs; $8.00. I} 


Die bekannten Lehrbücher über innere Ballistik von CRANZ und SUGOT stam 
men aus den Jahren 1926 und 1928 und orientieren über den damalige Stand def 
innern Ballistik. Das Geschütz wurde als einfache Warmekraftmaschine betrachi 
tat, und damit ließ sich das klassische Problem, bei gegebenen Geschütz- unjf 
Geschoßdaten und gegebener Ladung die Mündungsgeschwindigkeit sowie dei} 
maximalen Gasdruck zu berechnen, lösen. Seither wurden wesentlich neue Meß 
methoden entwickelt, welche die Kompliziertheit der Vorgänge im Geschützro 
aufdeckten und die ursprünglichen Ideen auf den Stand empirischer Approxim 
tionen zurückführten. Neuerdings wird versucht, die Gasdynamik auf gewis 
Probleme der innern Ballistik anzuwenden; vorläufig sind aber die Aussichten fü 
die Anwendbarkeit der theoretischen Untersuchungen auf die Praxis noch seh 
gering. 

Es ist sehr zu begrüßen, daß Dr. CoRNER, Research Scientist, British Ministril] 
of Supply, ein neues Lehrbuch über die Theorie der innern Ballistik der Geschütz 
herausgegeben hat. Das vorliegende Buch stellt das nicht immer leicht zu tibet 
blickende Gebiet in zusammenhängender Form dar und vereinigt in glückliche 
Weise das Beste der klassischen mit den neuen, für die innere Ballistik maß 
gebenden Methoden, wobei das Wesentliche veranschaulicht und im Detail dis 
kutiert wird. 

Das erste Kapitel enthält einen Überblick über die Probleme der innereif 
Ballistik, im zweiten werden die Treibmittel, deren Verbrennung und die Formif 
funktion behandelt, im dritten Kapitel die Thermochemie der Treibmittel. Ir 
vierten Kapitel sind die einfachen innerballistischen Methoden erläutert, und a 
Beispielen wird gezeigt, was von diesen Methoden erwartet werden darf, wahren}f 
den eingehenderen Methoden, die mit den Namen CHARBONNIER und SUGOT verf 
knüpft sind, das fünfte Kapitel gewidmet ist. Die Theorie der optimalen ballisti 
schen Daten von Geschütz und Ladung ist im sechsten Kapitel zusammengestell 
Die innere Ballistik der neuen Geschütztypen, des rückstoßfreien Geschützes, d 
Hoch- und Niederdruckkanone und des konischen Laufes ist in den Kapitel 
sieben und acht enthalten. Das neunte Kapitel ist dem hydrodynamischen Pro | 
blem, das zehnte dem Wärmeübergang im Geschützrohr gewidmet. Î 

Die absolut souveräne Beherrschung des Stoffes zieht sich wie ein roter Fade1 | 
durch das ganze vorzügliche Buch. Das vorliegende Buch wird von jedem, def 
sich mit innerer Ballistik beschäftigt, mit größtem Gewinn studiert und mul] 
bestens empfohlen werden. W. Stud 
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‚ Experimentelle Untersuchung von Vereisungserscheinungen 


Von DoMENIC MELCHER, Weißfluhjoch, Davos!) 


Problemstellung 


Die Vereisungserscheinungen verursachen an Flugzeugen und Freileitungen 
erhebliche Schäden. Ihre Bekämpfung gestaltet sich sehr schwierig, weil wir 
über das Auftreten und den Mechanismus dieses Phänomens nur lückenhafte 
Kenntnisse haben. Die vorliegende Arbeit hat zum Ziele, diese zu erweitern, 
um dadurch den Weg für eine wirksame Abwehr zu finden. Es sollen unter- 
sucht werden: 

1. Die meteorologischen Grenzbedingungen, innert welchen Vereisungen vor- 
kommen. 


2. Der Mechanismus der Vereisung. 


3. Die Methoden, die zur Herstellung möglichst vielfältiger Vereisungstypen, 
vor allem solcher besonders schädlicher Art, dienen. 


Dabei wollen wir uns ausdrücklich auf Erscheinungen beschränken, die in praxi 


schädigende Wirkung haben können. Rauhreiferscheinungen, wie sie an kalten 
Wintertagen infolge örtlich und zeitlich streng begrenzter Unterkühlungen vor- 
kommen, sollen nicht berücksichtigt werden. 


Lösungsabsichten 


Prinzipiell wird der Weg über das Laboratoriumsexperiment gewählt. Dies 
hauptsächlich mit Rücksicht auf Ziffer 3 der Fragestellung. Gewisse, den Mecha- 
nismus betreffende Fragen werden an einer Freiluftreifanlage untersucht. 

ERSTER TEIL 


Laboratoriumsuntersuchungen 


In einem klimatisierten Windkanal sollen unter den verschiedenartigsten 
meteorologischen Bedingungen Vereisungserscheinungen messend beobachtet 


werden. Zur Charakterisierung dieser ersteren sind zu messen: Windgeschwin- 
_ digkeit, Temperatur, Gehalt an flüssigem Wasser (Nebeltröpfchen), Tropfen- 
_ größe. Die entstehende Vereisung soll quantitativ erfaßt werden durch Messung 


von: Gewicht des Ansatzes, wahres Volumen des Ansatzes (exklusive Luftein- 


1) Die Untersuchungen wurden im Auftrage der Schweizerischen Kommission für Vereisungs- 
fragen in den Laboratorien des Eidgenössischen Instituts für Schnee- und Lawinenforschung, 
Weißfluhjoch, Davos, durchgeführt. 
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schlüsse), scheinbares Volumen (inklusive gesamtes Porenvolumen), kristallcf 
graphische Eigenschaften, Temperatureffekte am Vereisungskörper. 


1. Experimentelles 


1.1 Der Windkanal 


Der offene Windkanal, gemäß der maßstäblich gezeichneten Figur 1, bef 
steht aus sechs leicht demontierbaren Teilen. Ein Ventilator, der durch eine! 


ER ET 


| 
| 
Fig. 1 | 
Windkanal. | | 
L Ventilator M Manometer | 
D Dampfeinspritzung Uf Watteisolation 
K Abschluß der Kühlschlange W Schlitz für Wasserzerstäuber 
H Heizwicklungsträger Vk Versuchskörper 
Lst Leitstern Sch Schiene an der Außenwand 
Lg Leitgitter iB; Beleuchtungslinse 
DI, DIT  Venturi-Düsen KA Kamerahalter 
B Bohrung 2mm ES Luftentnahme für Psychrometer 
ap Thermometer 


Zweiphasen-KurzschluBankermotor von 1,1 PS Leistung angetrieben wird, g 
stattet, die Luftfördermenge, bei einer kontinuierlichen Tourenzahländerun | 
von 0 auf 930 t./min, bis maximal 4,3 m3/s zu steigern, was im Meßteil cal 
60 m/s ne Scene entspricht. Im Klimatisierungsteil ist neben eine 
iohechianes aus 8m Kupferrohr von 6 mm Außendurchmesser eine Heizun/f 
von 1100 W Leistung eingebaut. Sie besteht aus zwei parallelen, über de | 
ganzen Kanalquerschnitt verteilten Wicklungen, die so geschaltet sind, da! 
sie beim Abschalten des Antriebmotors automatisch außer Betrieb gesetz 
werden. Die Temperaturerhöhung durch die Heizung beträgt 2,5°C bei 5 m/ 
Windgeschwindigkeit und — 10°C Laboratoriumstemperatur. Der achtteiligg 
Leitstern aus 0,6 mm dickem Zinkblech und das Leitgitter von 30 mm Maschen | 
weite sind auf getrennten Zylindern montiert und in den Kanal eingeschoben] 
Düse II hat zwei Bohrungen von 2 mm Durchmesser zur Druckentnahme fi] 
die Geschwindigkeitsmessung. Auf dem MeBteil ist eine Linse von 12 cm Brennl 
weite und 8 cm Durchmesser sowie ein Kamerahalter montiert. Darin kanıl 
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ein Leicaobjektiv mit Verlängerungstubus eingesetzt werden (Aufnahmen im 
Maßstab 1:3). Der Versuchsstab (Figur 2) von 1 cm Durchmesser wird senk- 
recht zur Windrichtung in den Kanal eingesetzt («Kreuzstrom») und kann 
nach Beendigung des Versuches mittels einer außen angebrachten Führungs- 
schiene herausgezogen werden. Die Strömung im Kanal zeigt bei visueller 
Beobachtung des beigemischten Nebels keine makroskopische Turbulenz. Dies 
scheinen auch die in Ziffer 2.7 beschriebenen Reifformen zu bestätigen. 


220mm. 


Fig. 2 
Versuchskörper. 


K Kanalwand 12, Paraffinkörper 
Vk Versuchskörper Th Thermoelement 
D  Dellitrohr Thsp Abnahme der Thermospannung 


1.2 Die Klimatisierung 


Die Klimatisierung des Kanals besteht darin, in ihm eine bestimmte Tem- 
peratur und einen bestimmten Wassergehalt zu erzeugen und während des 
Anreifversuches aufrechtzuerhalten. 

Zur Temperaturregulierung wurde die Kältemaschine des Laboratoriums 
benützt. Diese gestattet, jede beliebige Solltemperatur zwischen 0 und — 20°C 
einzustellen. Während der Versuchsdauer, die zwischen 1h und 6h liegt, 
kommt es vor, daß die Laboratoriumstemperatur infolge Erwärmung durch 
die Dampferzeugungsanlage um maximal 2°C ansteigt. Aus diesem Grunde 
wird bei Versuchsbeginn von einer um 2°C niedrigeren Temperatur ausgegangen 
und die Kanalluft entsprechend aufgeheizt. Die Heizenergie muß dann sukzes- 
sive vermindert werden. Die Konstanz der Kanaltemperatur beträgt bei diesem 
Vorgehen — 0,3°C. Es muß noch bemerkt werden, daß die Leistung der Kälte- 
maschine und ihr Verhältnis zum Laboratoriumsvolumen der Klimatisierung 
eine Grenze setzen, die nicht überschritten werden kann, ohne das Wärme- 
gleichgewicht zu stören. 

Wie Vorversuche und Naturbeobachtungen gezeigt haben, treten Vereisungs- 
erscheinungen nur bei Anwesenheit von flüssigem Wasser (Nebel, Regen) auf. 
Die künstliche Erzeugung dieser Wassertröpfchen kann entweder über die 
Dampfphase, durch Kondensation in der kalten Kanalluft, oder durch mecha- 
nische Zerstäubung von Wasser erfolgen. Zur Bearbeitung der Punkte 1 und 2 
der Problemstellung wurde der erste Weg gewählt. Er hat den Vorteil, eine 
feine und reproduzierbare Dosierung der H,O-Menge zu gestatten. Die erzeugten 
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Tröpfchen sind von einheitlicher Größe und, bei festgehaltener Windgeschwin+f 
digkeit (Lebensdauer), unabhängig von der Temperatur und der Tropfenzahl} 
Der Nachteil der Methode besteht darin, daß die Tropfen noch in ihrem Ent: 
stehungsstadium sind, einen kleinen Durchmesser haben (ca. 5 u) und somill 
nur lockere Reifbildung erzeugen. Der Dampf wurde in einem Kessel gemäkf 
Figur 3 hergestellt. Der Dampfdruck beträgt 30 at. Eine Heizplatte von | 


| 
1 10 20 cm 
ey 
Fig. 3 Fig. 4 
Dampfkessel Sicherheitsventil Dampf-Dosierventil 
K Kessel, 5mm Wandstärke Vk Ventilkörper Vk Ventilkörper | 
Bo Bodenplatte, 12mm Vs Ventilstange mit Vs Ventilstange mit Kegel | 
Fl Flansch Kugel Dm Dichtungsmutter mit Stopf 
Dr Dichtungsring, Klingerit Spf Spannfedern büchse 
D Deckel mit Gewindelöchern st Führungsstangen Ms Markierungsscheibe 
für 12-mm-Schrauben und M Spannmutter Hg Handgriff 
Ventile A  AnschluBstutzen für Dampf 
H  Heizwicklungen leitung 
Z Zeiger 


1200 W und drei seitlich angeordnete Heizspiralen von total 2340 W Leistungs 

aufnahme halten diesen Druck auch bei den größten H,O-Gehalten (1,5 g/m 

bei 5 m/s) aufrecht. Ein Asbestmantel mit Luftschicht und aufgelegte Kisse 

aus Glaswolle verhindern soweit als möglich eine Wärmeabgabe an das Labora- 
torium. Die Konstruktion des Sicherheits- und des Dampfdosierungsventils! 
sind aus den Figuren 4 und 5 ersichtlich. Der Dampf wird mittels zweier! 
Messingröhrchen von 2 mm Durchmesser bei D (Figur 1) in den Kanal einge-| 
spritzt. Die Temperaturerhöhung infolge des Dampfzuschusses beträgt maximal 
2°C. Die effektive Unterkühlung der Tröpfchen ist zwar nicht bekannt, doch) 
ist aus der Art des entstehenden Reifes am Versuchskörper zu schließen, daß 
sie augenblicklich nach ihrem Aufprall gefrieren. Bei tiefen Temperaturen. 
(—17°C) macht sich am Kanalende ein spontanes Ausschneien bemerkbar. |! 
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Die Herstellung von schweren Vereisungen geschieht durch eine H,0-Zer- 
stäubungsanlage, welche nach dem Prinzip der im Handel erhältlichen Spritz- 
pistolen arbeitet (siehe Figur 6). Die H,O-Temperatur im Vorratsgefäß beträgt 


On 
Fig. 6 
H,O-Zerstaubung. 
L Rohr für Druckluft, 11x11 mm, mit 3 eingelôteten Röhrchen D Düsen 
W Rohr für Wasser, 11X11 mm, mit 3 eingelöteten Gewindestutzen H Heizwicklung 


5°C. Das Düsensystem ist zwecks Verhinderung von Eisbildungen mit einer 
Heizwicklung (50 W) versehen. Der so erhaltene Reif ist kompakt, undurch- 
sichtig und hat körnige Struktur. Die Tropfengröße ist abhängig von der zer- 
stäubten H,O-Menge (Öffnung des Düsenschlitzes). Durch Erhöhung des Luft- 
druckes kann zwar eine feinere Verteilung erreicht werden, doch wird dadurch 
das Spektrum der Tropfengröße nicht eingeengt. 

Klareis wurde durch ein Düsensystem gemäß Figur 7 erhalten. Ein Druck- 
gefäß, ähnlich dem in Figur 3 skizzierten, dient als Wasserbehälter. Der not- 


| Fig. 7 
Wasser 6atü H,0-Berieselung. 
R Kupferrohr @ 6/4mm; B Bohrungen @ 0,15mm; H Heizwicklung, 25 W 


wendige Druck von 6 atü wird durch Preßluft erzeugt. Das Wasser verläßt die 
Düsen in Form eines feinen Strahles, der bei einer Windgeschwindigkeit von 
10 m/s in Tropfen zerfällt, deren Hauptanteil (Tropfen von ca. 1 mm Durch- 
messer) nach Im Weglänge den Kanalboden erreicht. Die wirksamen Tropfen 
haben einen Durchmesser von ca. 0,1 mm. Der Wirkungsgrad dieser Methode 
ist ungünstig. 

1.3 Messung der Windgeschwindigkeit 


Die Messung der Windgeschwindigkeit unter vereisenden Bedingungen ist 
ein Problem, das in den USA. durch Verwendung geheizter Pitot-Rohre [1]1) 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 448. 
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gelöst wurde. In unserem Windkanal wird der Druckabfall an Düse II (Figur 1) 
mittels eines mit Heptan gefiillten Manometers gemessen. Die Eichung ge! | 
schieht mit einem Handanemometer in trockener Luft. Die Meßgenauigkeiti| 
beträgt + 0,5 m/ i 


1.4 Messung der Feuchtigkeit | 


Der Gehalt an flüssigem H,O wird gemäß der Literatur vornehmlich unter 
Zuhilfenahme des sogenannten Icing-Meters, durch Wägung des an einem) 


andere Methode zu verwenden, da hier eben diese Vereisungserscheinungenf 
untersucht werden sollten. HARDY [3] hat eine Taupunktmethode angegeben 4 | 
Die Luft wird samt den Tröpfchen aufgeheizt, bis alles Wasser verdampft ist.) 
Dann wird der Taupunkt dieser aufgeheizten Luft bestimmt und der totale|k 
Wassergehalt errechnet. Wir benutzten das gleiche Prinzip für eine psychro-|f 
metrische Messung. Ein Teil der klimatisierten Luft wird abgezapft und nach! 
dem Passieren eines geheizten Rohres dem Psychrometer zugeführt. Die Heiz-/f 
wicklung im erwähnten Rohr (500 W) gue die Luft um ca. 30°C. Die} 
Meßgenauigkeit der Anordnung beträgt — 0,05 g/m?. Sie ist durch die Steil-f 
heit der Dampfdruckkurven bei niedrigen relativen Feuchtigkeiten bedingt. 
Bei höheren Wassergehalten (> 0,6 g/m?) ist diese Methode nicht mehr brauch- 
bar, weil es offenbar nicht gelingt, alle Tropfen zu verdampfen. Die gemessenen 
Wassermengen fallen dann zu gering aus. Da wir eine aus dem Dampfkessel- |f 
stand genau bestimmbare Menge in den Kanal geben, kann bei höheren Feuch- |f 
tigkeiten direkt das verbrauchte Wasser zur Berechnung herangezogen werden. 

Der Verlust am Sicherheitsventil und im Kanalvorderteil ist, wie der Null- 
versuch!) zeigt, konstant und beträgt bei 0,5 g/m? ca. 12%, bei 1,5 g/m? ca. 5% 
der Gesamtmenge. 


1.5 Messung der Tropfengröße 


Die Bestimmung der Größe von Nebeltropfen wurde von KNEUSEL [4] 
nach der Stokeschen Methode durchgeführt. Alle übrigen Verfahren, die auf 
Ausmessung von Spuren beruhen, ergeben keine absoluten Werte (ausgenom- 
men die «Ranging chamber» von SCHAEFER[1]). DIEM[5] verwendete als Auffang- 
körper Glasplatten mit dünnen Ölschichten. Wir mußten feststellen, daß auf 
diese Weise die Tropfen sehr rasch verdampfen und deshalb kaum beobachtet 
werden können. Auch berußte Glasplatten [1] wurden als Träger benutzt, doch | 
hatten wir Mühe, so feinen Ruß herzustellen, daß unsere, für atmosphärische | 
Verhältnisse kleinen Tropfen noch erkennbar waren. Befriedigend waren die | 
Resultate mit einer dünnen Gelatineschicht, die nach dem Verdampfen des 


1) Der Nullversuch besteht darin, daB der Dampfkessel bei geschlossenem Dampfdosierungs- 


ventil (siehe Figur 3) auf Temperatur gehalten wird. Dabei spricht das Sicherheitsventil wie im 
Normalbetrieb an. 


Vol. II, 1951 Experimentelle Untersuchung von Vereisungserscheinungen 


427 


Lösungsmittels (H,O) auf einem Objektträger zurückbleibt. Die Gelatine- 
lösung wird mit Methylenblau schwach gefärbt. Die Konzentration ist nicht 


kritisch, da auf jeder so behandelten Glasplatte Stellen 
gefunden werden, die gerade die richtige Lichtdurch- 
lässigkeit haben. So aufgefangene Tropfen lassen infolge 
der Abplattung beim Auftreffen etwas zu große Spuren 
zurück; doch kam es hier in erster Linie darauf an, die 
Konstanz der Tropfengröße zu beurteilen. 


1.6 Herstellung von Dünnschliffen 


Der kristallographische Aufbau des Reifes muß an 
Dünnschliffen untersucht werden. Die Technik der Her- 
stellung von Schneedünnschliffen wurde von DE QUER- 
VAIN [6] beschrieben. In unserem Falle stellte sich als 
neues Problem die Beobachtung des Anwachsens am 
Träger. Es war nötig, ein Verfahren zu finden, das ein 
Loslösen des Reifes erübrigte. Nach Vorversuchen mit 
verschiedenen Ablöseverfahren wurde schließlich im 
Paraffin ein Körper gefunden, der, mit einer Folie vom 
Material des eigentlichen Vereisungskörpers umwickelt, 
ein sauberes Durchschneiden erlaubt und gleichzeitig die 
nötige mechanische Festigkeit aufweist. Aus Figur 2 ist 
der Aufbau des gesamten Versuchsstabes ersichtlich. 
Die Probeentnahme geht so vor sich, daß nach Been- 
digung des Anreifversuches, und während der Stab noch 
im Kanal steckt, das Paraffinstück durch leichten Druck 
abgebrochen und beim Kanalende herausgenommen wird. 
Dann bestäubt man den Reif mit Kohlepulver, damit der 
Dünnschliff an einer günstigen Stelle des Gefüges (Reif- 
baum) angesetzt werden kann (die Reifkonturen werden 
dadurch im weißen Einbettungsmittel sichtbar). Das 
weitere Vorgehen folgt dem üblichen Verfahren. 


1.7 Messung des wahren Volumens 


Zur Charakterisierung des Reifes schien es angebracht, 
eine Messung des wahren Volumens (exklusive Luftein- 
schlüsse) vorzunehmen. Zu diesem Zwecke wurde ein 
Volumenometer konstruiert. Das Prinzip des gewählten 
Apparates ist von Paarzow [7] beschrieben worden 
(siehe Figur 9). Als Sperrflüssigkeit wurde CCl, ver- 
wendet. Für die numerische Auswertung der Messung 


Fig. S 


Spuren von H,O-Tropten 
(Bilddurchmesser 


07e mm). 


(e) 
10 cm 
Fig. 9 
Volumenometer. 
a,b,c Glasbehälter 
H Hahn 
Sch Schliff 
M Marke 
G Gummischlauch, 
150 cm lang 
Vk Versuchskôrper 
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wurde das Volumenometer mittels fester Körper bekannten Volumens geeicht | 
Zur Abschätzung der Meßgenauigkeit benutzte man die Formel für das Reiff} 
volumen v, welche lautet: | 
a 1 | 

= Vo 1 = abo (qe — An) | 


wobei: | | 
a — Volumen des Behälters 4, Po = Atmosphärendruck, 


vp = Volumen des Behälters b ohne Reif, Ap = Druckdifferenz ohne Reif, | 


v, — Volumen des Behälters à mit Reif, 4p,— Druckdifferenz mit Reif. 


| 
Der Einfluß der Druckschwankungen (A, — 5 mm Hg) ergibt eine Uni 
genauigkeit zu 


dv(py) | 1 ne a 
Av = Ghd AP =A ler: == a Ad, ~ 0,047 cm? 


Die absolute Ungenauigkeit infolge Unschärfe des AP und AA, (+ 0,5 mm CC1,}f 
ergibt gemäß dem Gaußschen Fehlerfortpflanzungsgesetz : 


Diese Genauigkeit konnte 7m fraxı nur durch Mittelbildung aus zehn Messunge 
erreicht werden. 


1.8 Messung des scheinbaren Volumens 


Die umhüllende Kurve des Reifes wird durch Anschneiden mit einem pas 
send geformten Metallplättchen gewonnen. Auf diesem Plättchen zeichnet man! 
die Kontur des Ansatzes auf und umfährt nachher die erhaltene Figur mit dem} 
Planimeter (Genauigkeit + 0,1 cm?). 


1.9 Temperaturmessung 


Die Kanaltemperatur wird mit einem Thermometer bei T der Figur 1 ge-| 
messen. Daneben interessiert uns die Temperaturdifferenz zwischen Luft und! 
Versuchskörper. Dazu ist in letzterem ein Kupfer-Konstantan-Thermoelement 
(Cu 0,05 mm, Konstantan 0,2 mm Durchmesser) eingebaut. Die eine Lôtstelle! 
liegt in einer Vertiefung an der Oberfläche des Körpers. Die beiden Drähte sind. 
mittels Araldit!) in eine Kerbe eingegossen (siehe Figur 2). Man führt die! 
Thermospannung einem Galvanometer mit Lichtzeigerregistrierung zu. Die 
kleinste meßbare Temperaturdifferenz beträgt + 0,05° C. 


| 
| 
1) «Araldit GieBharz B» der Firma Ciba AG., Basel. | 
| 
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2. Versuchsergebnisse 


2.1 Die Reifbildung in Abhängigkeit der Temperatur 
und des Gehaltes an flüssigem Wasser 


In einer Versuchsreihe von 16 Anreifversuchen wird bei festgehaltener 
Windgeschwindigkeit (v= 5 m/s) und Tropfengröße (5 # Durchmesser) der 
Gehalt an flüssigem H,O von 0,3 g/m bis 1,5 g/m? verändert. Die Kanal- 
temperatur variiert als Parameter in vier Schritten von —5°C bis —17°C. 
Die Vereisungsbedingungen entsprechen denjenigen in einer im Entstehen be- 
griffenen Wolke. Der Versuchskörper wird immer so lange angereift, bis der 


-8°C ih 
10 — ; 0,10 

| | I; 
er | BG 5 
= 
= = 

| sr © 
N | re =5 °C Ss 
© 5 = z ta 005 a 
Ss | SEC Ss 
SI RS 
= © 
& | 2 

| on 

un ! 

05 ; 10 15 — Reifmenge 
Gehalt an flussigem H,0 gim -- scheinbare Dichte 


Fig. 10 


Reifmenge und scheinbare Dichte als Funktion von T und H,O 
(mittlerer Barometerstand Weißfluhjoch 540 mm Hg). 


Ansatz an der dicksten Stelle auf ca. 1 cm angewachsen ist, damit für alle 
Experimente ähnliche aerodynamische Bedingungen herrschen. In Figur 10 
sind die Ergebnisse graphisch dargestellt. 

Die Kurve für — 12°C entspricht wahrscheinlich am ehesten dem Verlauf, 
wie er in der freien Atmosphäre vorkommt. Bei —5°C und —8°C hat man 
offenbar nur den konkaven Teil der — 12°-Kurve vor sich. Es gelang mit den 
vorhandenen Mitteln nicht, den H,0-Gehalt so weit zu steigern, bis sich eine 
Abnahme des Wirkungsgrades der Anreifung zeigte. Diese ist dagegen bei 
— 17°C stark ausgeprägt. Sie ist auf das Ausschneien der H,O-Tröpfchen in- 
folge der Wirkung von Gefrierkernen zurückzuführen. Nach FINDEISEN [8] 
werden nämlich ab — 12°C die sogenannten «Kerne erster Art» sprunghaft 
wirksam. Steigert man den H,0-Gehalt über 0,78 g/m? (letzter Meßpunkt der 
— 17°-Kurve), so nimmt der als Schnee ausgeschiedene Anteil stark zu, wobei 
der gemessene H,O-Gehalt nicht mehr weiter ansteigt. Die entstehenden Eis- 
kristalle wachsen offenbar beim Durchlaufen des Kanals rasch und kommen 
auf die Rohrbasis zu liegen. ARENBERG [9] erwartet bei — 12°C ein Vereisungs- 
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minimum, da bei dieser Temperatur die Dampfdruckdifferenz zwischen def 
flüssigen und festen Phase ein Maximum ist. In unseren Experimenten fehl] 
dieser Effekt gänzlich. Die Kurven bei —5°C und — 8°C lassen die Moglichkei f} 
einer weiteren Steigerung der Anreifung bei größeren H,O-Mengen offen. Dig} 
in praxi große Gefährlich keit von Vereisungserscheinungen bei relativ hohen 
Temperaturen liegt offenbar darin, daß auch in gefrierkeimhaltiger Luft (Labo 
ratoriumsluft, Luft in Bodennähe) hohe H,O-Gehalte existieren konnen. In | 
groBen und ganzen bestätigen die Versuchsergebnisse die Vermutung, daff, 
gefährliche Vereisungen nur bei Anwesenheit von beträchtlichen Mengen flüs 
sigen Wassers (in dichten Bodennebeln, dichten Stratus- oder in Kumulusf 
wolken) auftreten. Dies scheinen auch systematisch durchgeführte 
von natürlichen Vereisungslagen zu beweisen [10]. 

Die scheinbare Dichte des Reifansatzes ist sowohl von 7 als auch von 
H,0-Gehalt abhängig. Je tiefer die Temperatur ist, desto rascher gefrieren dif 
auftreffenden Tropfen und desto lockerer ist das Reifgefüge. 

Der Mittelwert der wahren Dichte, aus den sechzehn Versuchen gewonnen!) 
beträgt 0,87 + 0,08 g/cm?. Die Unterschiede im Volumen der Lufteinschlüss 
sind demnach kleiner als die Meßgenauigkeit. 


2.2 Reifbildung mittels H,0-Zerstäubung 
Der mittels der Zerstäubungsanlage (gemäß Figur 6) erzeugte Reif ist, in 
ordnung ist es nicht möglich, den H,0-Gehalt unabhängig von der Tropfen 


größe zu variieren. Die letztere weist außerdem ein Spektrum auf, in welchen 
Tropfen von 20-200 u Durchmesser auftreten. 


T-Kanal H,0-Gehalt Reifmenge 2.2 Reifart T-Reif 
= Dichte 
— SC 1,72 g/m? 72,2 g/mh | 0,6 g/cm? | opak = SC | 
— 8°C 2,68 g/m? 126 g/mh | 0,62 g/cm®? | opak —4,5°C 
—8°C 3,36 g/m? | 227 g/mh | 0,70 g/cm? | schwach == 35°C 
transparent \ 


Die H,0- Rd ea (Figur 7) erzeugt Klareis (Figur 14). Ein H,O# 
Gehalt an nicht mehr definiert werden, da die Tropfen sehr ungleichmäßig 
über den Kanalquerschnitt verteilt sind (die großen Partikel erreichen derq 
Versuchsstab überhaupt nicht). Pro Anreifung (gemäß Figur 14) wird ca. 800 | 
H,O gebraucht. Die Temperaturerhöhung des Versuchskörpers beträgt ca. T4 | 


2.3 Materialeinfluß 


Die Frage, ob die abgelagerte Reifmenge vom Material des Vereisungs-I 
körpers abhängig ist, beschäftigt die Praxis in hohem Maße. Freiluftversuche 


Vol. II, 1951 Experimentelle Untersuchung von Vereisungserscheinungen 431 


konnten bisher keine eindeutige Antwort geben, da die Anreifbedingungen, 
selbst bei nahe beieinanderliegenden Objekten, meist örtlichen Schwankungen 
unterliegen. Es schien wünschbar, die zwei im Freileitungsbau hauptsächlich 


Fig. 12 
Dichter Reif Lockerer Reif 
d 0,099 s/cm?, —12°C, H,O 0,31 g/m? d 0,038 g/cm?, —12°C, H,O 1,27 g/m°. 


Reif mittels H,O-Zerstaubung, opak. Eis mittels H,0-Berieselung, transparent. 


verwendeten Materialien, Cu und Al, zu untersuchen. Die kritischen Material- 
konstanten sind die Wärmeleitfähigkeit und die Wärmekapazität w (spezifische 


Wärme mal Dichte). 
BEA 090 cal °C" crn se te 0:8#cal TE em? (bei 18°C) 
Ale 1 = 05021 6 Tem 327 i 058 cal CTEcmr? (bet 18°C) 


Der Vereisungsversuch ergab identische Ablagerungsmengen bei festgelegten 


Versuchsbedingungen: T° ——8°C, v=5 m/s, Tropfendurchmesser -5 u. Diese 
H,0 Reifmenge Cu | Reifmenge Al 
0,54 g/m? 2,51 g/mh 2,30 g/mh 
1,04 g/m? 5,45 g/mh 5,45 g/mh 
1,49 g/m? 9,15 g/mh 9,35 g/mh 
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Unabhängigkeit gilt offenbar auch für nichtmetallische Materialien. So ist zuif 
Beispiel der Reifbelag an einem Versuchskörper, der aus Al und Paraffin (ohrf) 
Folienumhüllung des letzteren) zusammengesteckt wurde, auf beiden Teile | 
absolut gleich stark. Ein augenfälliger Unterschied besteht hingegen in d | 
Haftfahigkeit des Reifes an den beiden letztgenannten Materialien?). 


2.4 Temperatureffekte 


Die unter Ziffer 2.3 festgestellte Identität in bezug auf Vereisungswirkunf 
von Cu und Al läßt vermuten, daß beim Mechanismus der Vereisungserschef 
nungen Temperatureffekte (Erwärmung des festen Körpers infolge Kristallf 
sationswärme) keine entscheidende Rolle spielen. 

Figur 15 zeigt ein typisches Temperatur-Zeit-Diagramm. Der Leiter if 
kurz nach der Dampfzugabe um ca. 0,8°C kälter als die Kanalluft, ein Zustand) 
der sich in ca. 25 min ausgeglichen hat. Kurzfristige Schwankungen von max 
mal 0,3°C sind diesem Gang überlagert. Die obere Grenze eines erwartet 
T-Effektes ware: 

Frei werdende Kristallisationswärme: (10 g/mh Reif, Al-Zylinder 1 ci 
Durchmesser, 22 cm lang) 


a) 0, ~48,5* 10% ealar?; 
Wärmebedarf für den Al-Zylinder (39g): 
bi, 8,30 cal CH 


entstehende 7-Differenz: 


c) AT = SE 38 10 SE 


Wärmeabfluß durch den Luftstrom: 
d) OH, = (Ad 2405.25 10>? cal sete 
wobei x = Wärmeübergangszahl, nach NussELT [11] berechnet zu 
58... keal nie het AG ee 
Î = Oberfläche des Versuchskörpers und 


AI =. 31022 

(aus c). 
Or ist somit von derselben Größenordnung wie Qx, so daß das sich heraus 
bildende AT kleiner sein muß als 5 - 10-3 °C. Es wird durch die Schwankunge | 
der SHARE EN verdeckt und kann nicht beobachtet werden. | 


1 | 
) Ein Studium der Adhäsionseigenschaften bleibt einer spätern Untersuchung vorbehalte! 
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Bei der Anreifung mit H,O-Zerstäubern tritt eine Leiter kälter 
SONT ES 
starke Erwärmung von 3 bis 5,5°C auf. Sie rührt von 


| 

| 

| der relativ hohen Tröpfchentemperatur (minimal 
| +3°C) her. 


SO 
© 
~ 


2.5 Einfluß der Windgeschwindigkeit 


| Die für die Versuche zur Verfügung stehenden H,O- 
u: gestatteten nur eine geringe Steigerung der 


| | FUN ala 
Rent aM N 


| <| 
Windgeschwindigkeit. Es wurden zwei Versuche bei 3 ni 
‘SI | 
'— 8°C ausgeführt, deren Ergebnisse folgendermaßen sa eo 
| = < 
lauten: cs = E 
| H,0-Gehalt v Reifmenge F = 
nee Ne ee 
| he 
Me 2 
0,73 g/m3 5 m/s 40 g/mh EL ze 
0,73 g/m? 8 m/s 2,07 g/mh | el 
= | “eo 
Æ 
0,58 g/m3 5 m/s 2,53 g/mh = = 
0,58 g/m? 10 m/s 0,64 g/mh = o 
a 
RE RS RS CN A 3 = 
Es ist bemerkenswert, daß die Reifmengen mit wach- z oO 
fe} 
ies) 
| 


sendem v abnehmen. Dieses Ergebnis steht in krassem 
Widerspruch zu der Langmuirschen Theorie [2]. Diese 
besteht in einer Analyse der Bahnen von H,O-Tröpf- 
chen, die einen Zylinder umströmen. y, (Collector effi- 
ciency) stellt darin denjenigen Bruchteil derungestörten, 
vor dem Zylinder liegenden halben Strahlbreite dar, 
deren Tropfen den Zylinder treffen. y, ist eine Funktion 
einer charakteristischen Größe K und wird aus ihr 
durch numerische Integration gewonnen (Werte siehe 
Figur 16). K seinerseits ist proportional zu v und 7? 
(Tropfenradius). y, wächst monoton mit X, weshalb 
es auch mit v anwachsen müßte. Gemäß den obigen 
Versuchsergebnissen ist dies aber nicht der Fall. Es 
scheinen hier vielleicht verschiedene Effekte, wie zum 
Beispiel Fälschung der Messung des Tropfendurch- 
messers infolge Abplattung beim Auffangen, örtliche 
Temperaturänderungen beim Abbremsen der Luft und 
damit verbundene Änderungen der kinematischen 
Zähigkeit, zusammenzuwirken. Auch ist zu beachten, 
daß bei unsern kleinen Tropfen (r— 2,5 u) K— 0,04 
bis 0,08 beträgt und y, eigentlich nicht mehr definiert 
ist (siehe Figur 16). 
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Temperatur-Zeit-Diagramm. Anreifversuch: 
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2.6 Einfluß des Zylinderdurchmessers 


Versuche mit verschiedenen Zylinderdurchmessern wurden nicht ausgef 
führt. Hingegen sollen hier die Ergebnisse der theoretischen Betrachtungen vol 
LANGMUIR [2] etwas erläutert werden. Die «Collector efficiency» y, ist vor 
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Fig. 16 


In praxi ist das Produkt y, C von Bedeutung, weil es ein Maß für die Eig 
menge darstellt, die unter festgehaltenen meteorologischen Bedingungen ai 
Drähten verschiedener Dicke abgelagert wird (absoluter Wirkungsquerschnitt} 
In Figur 16 ist y, C für zwei charakteristische Vereisungslagen (Kurven A 
und B) ausgewertet. Aus der Kurve, welche jedem X ein y, zuordnet, kanı 
mit Hilfe der Formel in Figur 16 das Produkt y, C für alle beliebigen Dateı 
von 7, v und C berechnet werden. 

Leiterdurchmesser, die in der Nähe der Maxima liegen, sind besonders un 
günstig. Bei schweren Vereisungslagen, bei denen 7 die Größenordnung vor 
5 u hat, befindet man sich mit C = 0,5 cm gerade in der Nähe des Maximums 


2.7 Geometrische Formen der Ansätze (siehe Figur 17) | 


. . “¢ . | 
Die meisten Reifformen, die aus H,0-Tropfen von 5 u Durchmesser ent 
stehen, sind sowohl in ihrem Anfangs- als auch in ihrem Endstadium vom so 
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genannten Doppelgrat- (double-ridged) Typ. Es bilden sich also erst zwei 
schmale Reifstreifen, während der Staupunkt reiffrei bleibt. Je höher der H,0- 
Gehalt und die Temperatur, desto ausgeprägter ist diese Form. Bei — 17°C 
geht der Doppelgrattypus in den gerundeten (curved) Typus über. Reif- 
formen, die aus mechanisch zerstäubtem H,O entstehen, sind, unabhängig von 
der H,0-Konzentration und der Temperatur, vom Grat- (ridged) Typus. Die 
Tatsache, daß die Bahnen kleiner Tropfen — im Gegensatz zu denjenigen der 
großen — schon auf kleine Änderungen der kinematischen Zähigkeit der Luft 
(ca. 6% für AT = 10°C) reagieren, wurde schon in Ziffer 2.5 festgestellt. Man 
befindet sich hier offenbar in einem Gebiet, in dem die Theorie über die 
Tropfenbahnen einer Verfeinerung bedarf. 


JOD» 


— 8°C — 8°C — 17°C — 3°C 
9,0 = 1,19 g/m? H,0 = 0,40 g/m? H,O = 0,54 g/m? H,O zerstäubt 


Fig. 17. Reifformen. 


2.8 Kristallographisches 


Um einen Einblick in die Art der Anwachsung des Reifes an Vereisungs- 
körper zu erhalten, wurden Dünnschliffe gemäß der in Ziffer 1.6 beschriebenen 
Technik hergestellt. Insbesondere interessierte der Zusammenhang zwischen 
der Oberflächenstruktur des Metalls und der Größe derjenigen Reifkomplexe, 
die einheitliche Orientierung der kristallographischen Achsen haben. In Figur 18 


Fig. 18 


Aluminiumfolie, geätzt mit HCl (Bilddurchmesser 5 mm). 


ist die geätzte, aber ungeschliffene Aluminiumfolie abgebildet. Der Korndurch- 
messer liegt in der Größenordnung von 1,5 mm. Daneben ist eine Walzstruktur 
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von ca. 0,5 mm Rillenabstand sichtbar. Die Reifaufnahmen der Figur 19 zeigen. 
daß die Größen der gleich orientierten Reifhaufen von der Größenordnung de: 


ro 
=e, 


H,O = 0,94 g/m? 


RAC 
POMPES 


—5°C H,0-Zerstäubung H,0-Zerstäubung 
x Nicol © == 1,722 m x Nicol 
Fig. 19 


Reif an Aluminiumfolie (Bilddurchmesser 2,2 mm). 


Walzstruktur sind. Die obenerwähnten Rillen wirken somit als Kristallisations4 
zentren. 

Der Habitus verschiedener charakteristischer Reifformen ist aus Figur 20) 
ersichtlich. Eine Vorzugslage der optischen Achse in bezug auf die Achse deg 


_8°C —13°C 
H,O = 1,13 g/m? H,O = 0,30 g/m? 


Fig. 20 


Charakteristische Reifformen (Bilddurchmesser 7 mm). 
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Versuchskörpers wurde nicht festgestellt. Die einzelnen Reifbäume sind aus 
Elementen aufgebaut, die senkrecht zur Wachstumsrichtung eine Ausdehnung 


H,0-Zerstäubung H,0-Zerstäubung H,0-Zerstäubung 
Präparat um 45° gedreht Bilddurchmesser 7 mm 


Fig. 21 


Schnitte parallel der Achse des Versuchskörpers (Bilddurchmesser 2,2 mm, X Nicol). 


von ca. 0,2 mm haben (siehe Figur 21). Die genannten Elemente ihrerseits be- 
stehen wieder aus einzelnen Kristalliten von ca. 0,05 mm Durchmesser. 


ZN ETITDER TETT 


Freiluftversuche 


Die Freiluftversuche haben den Zweck, die Temperaturverhältnisse an der 
Leiteroberfläche unmittelbar vor und während des ersten Anreifens zu beob- 
achten. Es ist hauptsächlich die Frage abzuklären, ob die Bildung von natür- 
lichen Vereisungen von einer, wenn auch minimen, Unterkühlung des festen 
Körpers gegenüber der Luft abhängig ist. Daneben wollten wir die in der 
Literatur immer wieder auftretende Frage der Beeinflussung der Reifmenge 
durch das elektrische Feld beantworten. Es interessierte ferner der Einfluß der 
Oberflächengestalt des Leiters (verdrilltes mehradriges Seil oder glatter Einzel- 


draht). 


1. Experimentelles 
1.1 Freiluftreifanlage 


Auf dem Dache des Instituts wurde eine Versuchsleitung erstellt, die aus 
vier glatten Aldrey-Drähten von 10 mm Durchmesser und einem zehnadrigen 
10-mm-Seil besteht. Die Leitung steht senkrecht zu den Hauptwindrichtungen 
und ist 12 m lang. Die Abstände der Leiter sind aus Figur 22 ersichtlich. Zur 
quantitativen Charakterisierung muß der Reif ins Laboratorium gebracht wer- 
den, um daran dieselben Meßelemente zu bestimmen, wie dies im ersten Teil 
für künstlichen Reif beschrieben wurde. Dazu kann am Ende eines jeden 
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Leiters ein Versuchskôrper aufgesteckt werden. Das Endstiick aus Paraffin ist | 
mit einer Aluminiumfolie umwickelt und ist für die kristallographische Unter | 
suchung reserviert (siehe Figur 23). || 


° Seil + 


—— Hauptwindrichtungen -— 


0 05 1m 
Fig. 22 Fig. 23 
Freiluftreifanlage. Montage des Versuchskörpers. 
ij} Isolator Vk Versuchskôrper 
K Klemme P  Paraffinzylinder 
Lsch Leiterschlaufe mit Al-Folie 


1.2 Die Hochspannungsanlage 


Um den Einfluß des elektrischen Feldes auf den Reifansatz zu untersuchen |f 
steht je ein Leiter unter 50 kV Wechselstrom-, 70 KV positiver und 70 kV 
negativer Spannung. Als Stromquelle dient ein Hochspannungstransformator!) | 
Die Spannung wird einem Nadelgleichrichter zugeführt. Ein Dreiphasen-Kurz-f 
schluß-Ankermotor von 1/15 PS Leistung dreht eine Welle mit 1500 t./min | 
Senkrecht auf sie sind zwei um 90° zueinander stehende Stahlnadeln von 
30 cm Länge gesteckt, welche an zwei Kontaktpaaren vorbeilaufen. Die Well 
kann als Ganzes so an den Motor angekuppelt werden, daß die Nadeln jeweil 
im Maximum der Transformatorspannung an den Kontakten vorbeigehen. De 
Motor hat zwei in bezug auf die Netzphase um 180° verdrehte Anlaufstellungen 
so daß die Polarität der Gleichspannung jeweils nach dem Anlassen bestimm 
werden muß. Dies geschieht durch Entladung eines Kugelkondensators übe 
ein Galvanometer. Zwischen der positiven und der negativen Klemme (140 k 
Spannungsdifferenz) ist eine 5 mm dicke Preßstoffplatte fest auf die Welle auf- 
gezogen, um Überschläge zu verhindern. Die Spannungen werden durch Poly- 
thenkabel von 20 mm Isolationsdurchmesser der Freileitung auf dem Dache 
zugeführt. An den Durchführungen durch die Hausmauer (Holzfenster) ent- 
stehen leichte Glimmentladungen. Die Zeitkonstante (R C) eines Gleichstrom-| 


leiters beträgt ca. 1/30 s, so daß die Welligkeit der Spannung nicht allzu groß 
sein dürfte. 


1) Die Firma Haefely & Co. AG., Basel, stellte uns in freundlicher Weise einen ihrer Prüf- 
transformatoren, Typ HET10 (10 kVA), zur Verfügung. 
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1.3 Gemessene Größen 


Der entstehende Reif wird durch dieselben Größen charakterisiert, wie sie 
in Teil I beschrieben wurden. In der vereisenden Atmosphäre werden hingegen 
die in der Meteorologie üblichen Elemente (Temperatur und Feuchtigkeit) 
gemessen. Zur Messung der besonders wichtigen Temperaturdifferenz zwischen 
Leiteroberfläche und Luft ist an der erstern eine Thermosäule, bestehend aus 
drei Kupfer-Konstantan-Elementen, angebracht. Sie gestattet, Temperatur- 
differenzen von 0,05°C festzustellen. 


2. Versuchsergebnisse 
2.1 Meteorologische Bedingungen 


Im Verlaufe von zwei Jahren wurden 12 Vereisungslagen messend verfolgt. 
Sie waren alle nur leichter Art. Die meisten Reiferscheinungen erfolgten jeweils 
bei Kaltlufteinbrüchen. Sie waren an das Auftreten von dichten Nebeln ge- 
bunden. Der erste Ansatz konnte, nach Erreichung der Sättigung gegenüber 
Eis (mit dem Schleuderpsychrometer gemessen), innerhalb weniger Minuten be- 
obachtet werden. Nie wurde eine merkliche Vereisung infolge Übersättigung 
der Luft (bei klarem Himmel) festgestellt; selbst in Nächten, in denen auf der 
Schneeoberfläche dichte Reifschichten von mehreren Zentimeter Dicke auf- 
traten, blieben die Versuchsleiter reiffrei. 


2.2 Charakteristik des Reifes 


Der Reif sah ähnlich aus wie der in Ziffer 2.1 des ersten Teiles beschriebene. 
Die scheinbare Dichte lag immer unter 0,1 g/cm?. Die Tropfendurchmesser der 
Nebel waren, mit einer Ausnahme, von der Größenordnung 5 u. Bei der ge- 
nannten Ausnahme handelte es sich um einen Nebelregen bei — 2°C, der Klar- 


eis erzeugte. Diese Vereisungslage dauerte nur etwa eine halbe Stunde. Die 


RTE 


— 


Umrisse des normalerweise beobachteten lockeren Reifes zeigten im Gegensatz 
zum Windkanalreif eine nur schwach unsymmetrische Walzenform, trotzdem 
die Windgeschwindigkeit in der Regel 5-8 m/s betrug. Offenbar kommt in 
dieser Erscheinung die Turbulenz der Atmosphäre in der Nähe der Erdober- 
fläche zum Ausdruck. Die maximal beobachtete Reifmenge betrug 2,5 g/mh 
(— 12°C). Aus Figur 10 entnimmt man der —12°-Kurve den zu dieser Reif- 
menge gehörigen Gehalt an flüssigem H,O zu ca. 0,38 g/m*. Die Dünnschliffe 
zeigten vollkommene Identität der Anwachsungserscheinungen mit den in 
Ziffer 2.8 des ersten Teiles beschriebenen. 


2.3 Temperatureffekte 
Die Verfolgung der Temperaturdifferenz zwischen Luft und Leiter zeigt, 


| daß eine solche für das Auftreten des ersten Ansatzes nicht charakteristisch ist. 
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Die kurzfristigen Temperaturschwankungen sind von der Größenordnung 0,1°C 
In einem Falle war der Leiter beim Eintauchen in den Nebel um 1,5°C unter 
kühlt. Der Temperaturausgleich erfolgte innerhalb 4-5 min; der erste Absati 
bildete sich aber kaum rascher als bei Vereisungslagen ohne Unterkühlung de! 
Leiters, nämlich innerhalb ca. 10 min. 


2.4 Einfluß des elektrischen Feldes 


Bei allen beobachteten Anreifungen zeigte es sich, daß der Habitus des ent 
stehenden Reifes vom elektrischen Feld abhängig ist. Die unter Gleichspannung 


u et Re Sos € Pr ae NR AN IE 


Fig. 24 


Reif an der Freileitung (22. März 1950). a 70 kV +;5 50 kV ~, c Nulleiter. 


stehenden Leiter zeigten, unabhängig von ihrer Polarität, Reifformen, wie sie 
in Figur 24a dargestellt sind. Die charakteristischen Verästelungen nehmen im 
allgemeinen mit sinkender Temperatur und wachsender Windstärke zu. Die 
baumartigen Fortsätze bestehen aus Elementen von nahezu einheitlicher Orien- 
tierung (Figur 25). 

Nulleiter und unter Wechselspannung stehender Leiter zeigen unter sich 
keinen Unterschied. Die Durchmesser der Reifwalzen sind bei den Gleichspan- 
nung führenden Kabeln maximal 50% größer als beim geerdeten Leiter. In 
bezug auf Reifmengen hingegen ist kein Feldeinfluß festzustellen. Bei der 
Interpretation dieser Tatsache muß beachtet werden, daß unsere Ergebnisse 


[_— pu 
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nur für das Anfangsstadium des Ansatzes gelten. Es ist denkbar, daß der stark 
vergrößerte Querschnitt des unter Gleichspannung gebildeten Reifes bei schwe- 
ren Vereisungslagen in bezug auf den absoluten Wirkungsquerschnitt des Leiters 
schwerwiegende Folgen haben kann. 


X Nicol X Nicol, Präparat 45° gedreht 


Fig. 25 


Reifbaum (70 kV +) senkrecht Wachstumsrichtung (Bilddurchmesser 7 mm). 


2.5 Einfluß der Leiteroberfläche 


An dem aus zehn Einzeldrähten zusammengesetzten Seil wurde jeweils am 
Ende der Beobachtungsdauer eine gleiche Reifmenge festgestellt wie an den 
glatten Leitern. Zwar scheint der erste Ansatz etwas prägnanter zu sein, weil 
er an wenige Zentren gebunden ist; aber schon bei einem Walzendurchmesser 
von 20 mm ist jede Unebenheit verschwunden, und der Leiter wirkt aero- 
dynamisch gleich wie die glatten Drähte. Bei der Reifbildung infolge von 
Unterkühlung von nebelfreier Luft ist es vorgekommen, daß am Seil Reif- 
kristalle ansetzten, während die glatten Leiter frei blieben; doch entstand 
daraus nie eine kompakte Reifwalze. Der Einfluß der Oberfläche auf die Haftung 
scheint jedoch bedeutend zu sein. Während am glatten Leiter schon wenige 
Minuten nach der Einwirkung von Sonnenstrahlen die ganze Last abfiel, blieb 
sie am Seil haften bis der Reif geschmolzen war und als Wasser abtropfte. 


Schlußbemerkungen 


Die vorliegende experimentelle Untersuchung verfolgte den Zweck, Richt- 
linien und Ansatzpunkte für eine Bekämpfung der Vereisungserscheinungen 
zu geben. Der in der Literatur manchmal vermutete «obscure mechanism» 
scheint sich auf die Anwesenheit eines thermodynamisch instabilen Zustandes 
der Atmosphäre zu beschränken. Der feste Körper stört diese Instabilität, 
indem er als Gefrierkern wirkt. Bekämpfungsmaßnahmen der Erscheinung 
können in drei prinzipiell verschiedenen Richtungen liegen: 
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I. Man führt den Zusammenbruch der instabilen Lage durch Eingriff in die} 
Luftmasse mittels kiinstlicher Gefrierkerne herbei, bevor sie auf das zu 
schützende Objekt trifft, eine Bekampfungsart, die SCHAEFER [12] erwähnt. 
Der Eingriff ist eventuell nur bei Zuständen wirksam, bei denen die H,O-F 
Temperatur tiefer als ca. — 12°C liegt. | 

II. Man muß den zu schützenden Körper so verändern, daß er nicht als Gefrier- 
kern wirken kann, indem man seine Temperatur dauernd über 0°C hält, 

III. Man läßt eine primäre Vereisung zu, gestattet ihr aber nicht, über ein gel | 

wisses Maß zu wachsen, indem man das Eis abschmilzt oder seine Adhasion 


am festen Körper so stark herabsetzt, daß es durch sein Eigengewicht abfällt. 


Die Ergebnisse unserer Untersuchungen lauten: 

1. Schwere Vereisungen erfolgen im Bereiche kleiner Windgeschwindigkeite 
nur bei Anwesenheit von flüssigem H,O oberhalb einer für jede Temperatu 
charakteristischen Menge. Die Kenntnis der flüssigen H,0-Menge und de 
Temperatur ist als Voraussetzung zur Beurteilung der Vereisungsgefahr un-if 
entbehrlich. 

. Temperaturdifferenzen zwischen festem Körper und vereisender Luft sind! 
für schwere Vereisungen unwesentlich, falls beide Temperaturen unter 0°C 
liegen. | 

3. Die abgelagerte Eismenge ist unabhängig vom Material des Versuchskôrpers. 

. Der Materialeinfluß beschränkt sich auf das Adhäsionsvermögen des Reifes. 

5. Die Oberflächenbeschaffenheit (poliert oder rauh) scheint ebenfalls einen || 

entscheidenden Einfluß auf die Adhäsionskräfte auszuüben. Schon mikro- 
skopisch kleine Unebenheiten wirken als Kristallisationszentren. 

6. Das elektrische Wechselfeld hat weder einen Einfluß auf die Reifmenge noch 

auf die Struktur des Reifes. 

7. Der an unter Gleichspannung stehenden Leitern angesetzte Reif hat ein 

charakteristisches Gefüge. Die Walzendurchmesser sind, obwohl die Reif- 
menge gleich derjenigen der Nulleiter ist, um maximal 50% erhöht. Das | 
Endstadium dieses Effektes bei schweren Vereisungen (dicken Eiswalzen) 
ist noch zu untersuchen. 
Der Autor möchte an dieser Stelle der Kommission für Vereisungsfragen, 
insbesondere den Herren Professoren E. AMSTUTZ, G. EICHELBERG, P. NIGGLI 
und dem Eidgenössischen Institut für Schnee- und Lawinenforschung für ihre 
aktive Mitarbeit sowie Herrn Prof. EDGAR MEYER für die Korrektur der Arbeit, | 
herzlich danken. | 
Die Kommission für Vereisungsfragen ihrerseits ist folgenden Geldgebern | 
zu Dank verpflichtet: | 
Eidgenössische Stiftung zur Förderung der schweizerischen Volkswirtschaft 
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Summary 


The first part of the present paper is devoted to an examination of the mecha- 
nism of icing phenomena. Artificial rime deposits of various types were produced 
in the wind tunnel and measurements carried out to establish the quantitative 
dependence of the deposit on temperature, H,O-content, wind speed and material 
of the body to be iced. The growth of the rime on metallic surfaces was observed 
unter the polarizing microscope. 

Part II describes an arrangement for studying rime in the open air, the purpose 
of which was to discover whether natural icing is a result of temperature effects 
(minute differences in temperature between air and solid body). In addition, the 
influence of the electric field (conductor submitted to direct and alternating 
tension) on the type of deposit was examined and measured. 


(Eingegangen: 19. 5. 1951.) 
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Strenge Berechnung 
typischer elektrostatischer Elektronenlinsen 


Von WALTER GLASER und HERMANN RoBL, Wien?) 


Ike 


Um den Einfluß der Linsenspannung und der geometrischen Parameter auf 
die optischen Konstanten einer elektrostatischen Elektronenlinse in eine 
größeren Veränderungsbereich zu überblicken, ist es nötig, wenigstens für ein 
typische Feldform die Elektronenbahnen und damit auch die optischen Eigen-f 
schaften streng als Funktion der Systemparameter zu berechnen. Infolge der 
Kompliziertheit der Differentialgleichung der achsennahen Elektronenbahnen] 
ist eine derartige strenge Berechnung zumeist nicht möglich, und man muß 
zu numerischen Integrationsmethoden Zuflucht nehmen. Diese aber haben den] 
Nachteil, daß sie nur für einzelne numerische Werte der Systemparameter die 
Lösung liefern und auch da nur mit großem Rechenaufwand. Derartige Rech- 
nungen, die für die starken elektrostatischen Einzellinsen der Elektronenmikro- 
skope bisher nicht zu umgehen waren, liegen von H. Bruck und L. RomANnI[1]?), 
J. Dosse[2] und E. G. RAMBERG[3] vor. Uber die Anwendung der Ritzschen 
Methode zur Berechnung der optischen Konstanten starker elektrostatischer 
Einzellinsen, welche die numerische Integration vermeidet, soll demnächst 
berichtet werden. Wir werden in den folgenden Abschnitten wenigstens für 
Beschleunigungs- und Verzögerungslinsen mit Achsenpotentialen, die denen 
von Rohrlinsen nahekommen, eine strenge Berechnung der achsennahen Elek- 
tronenbahnen sowie des Öffnungsfehlers und Farbfehlers durchführen. 

Kennt man ein streng durchrechenbares magnetisches Abbildungsfeld 
B,(z), so besteht die Möglichkeit, ein entsprechendes elektrostatisches Ab- 
bildungsfeld anzugeben. Man setzt die Differentialgleichung der Elektronen- 
bahnen im Magnetfeld 


1) Institut für angewandte Physik der Technischen Hochschule Wien und Abteilung für | 
Elektronenoptik der Siemens & Halske AG., Berlin. 


°) Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 469, 
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wobei 


"De Oren ke), (3) 
zueinander durch die Gleichung 


e en 3 Eu | 


8m U ee 


in Beziehung, und bestimmt durch Integration das entsprechende elektrische 
Feld 
16 Su 


D(z) - eval un (5) 


Die beiden unabhängigen Lösungen der Differentialgleichung (1) sind dann 
auch Lösungen der Differentialgleichung (2). So könnte man zum Beispiel aus 
der streng berechenbaren Feldform [4] 


B.(:) > i 7\2 (6) 


unmittelbar die Elektronenbahnen in dem elektrischen Feld 


= k arctg g 
D(z) = De"? : (7) 
mit der Abkürzung 
= 
c= | or Ba (8) 
angeben. Diese Rechnung ist unter Benützung der bekannten Elektronen- 
bahnen für das magnetische Glockenfeld (6) von R. G. E. HUTTER [5] durch- 
geführt worden. Auch die Farb- und Öffnungsfehlerkonstante ist auf diese 
Weise berechnet worden. Nun zeigt man aber sogleich, daß Felder vom Typus 
(5) und daher auch ein solches der speziellen Gestalt (7) für die Abbildung 
in Elektronenlinsen unbrauchbar sind. Denn das Potential ®(z) ist so nor- 
miert, daß es dort verschwindet, wo die Elektronengeschwindigkeit Null ist, 
so daß @(z) der kinetischen Energie der Elektronen proportional ist. Es ist 
somit ®(z) die Summe aus Beschleunigungsspannung U, und Linsenpotential 
P,(z) = Dr g(z) 
D(z) — Uy + U;, ele). (0) 


Die Spannung U, muß also als frei wählbarer Parameter in den Ausdruck für 
@(z) additiv eingehen. Dies ist jedoch bei Feldern der Form (5) nicht der Fall, 
sondern die frei wählbare Konstante geht multiplikativ ein. Elektrische Ab- 
bildungsfelder von dem gleichen Typus mit multiplikativer Konstante hat auch 
R. REBSCH [6] seinen Abschätzungen des Öffnungsfehlers zugrunde gelegt. In 
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dem Buche Grundzüge der theoretischen Elektronenoptik von A. A. RUSTERHOL 
[7] ist dies gleichfalls übersehen worden. I 
R. RÜDENBERG [8] hat eine elektrostatische Elektronenlinse mit dem Poten 


tial : | 
V{r, 2) = U + plz? 2) (ıch 


durchgerechnet. Die Konstante U ist in der genannten Arbeit nicht ange | 
schrieben, da zur Berechnung der Elektronenbahnen nur die Feldstärken heranf 
gezogen werden. Für beliebige Elektronenbahnen ergeben sich die Ausdrück4 


r(t) = À cos (vi —o), | 


z(t) = Bsinh ut + C coshut | 


mit Integrationskonstanten «, A, B, C und den Beziehungen 


pie: u=/25, 12 


m m 


Wahl der Zeitzählung kann C = 0 gesetzt werden. Nach Elimination der Zei 
t ergibt sich dann 

a = cos | 75 arc sinh = = |. (13 
Betrachtet man eine Bahn, welche die Achse in der Objektebene z = z, schnei 
det, so zeigt sich sofort, daß die Konstante B von der Bahnneigung dr/dz a 
der Stelle z = z, abhängt. Daraus folgt, daß die Koordinate z=z, der ent 
sprechenden Bildebene von der objektseitigen Apertur abhängt, die Linse als 
mit sphärischer Aberration behaftet ist. Berechnen wir den Wert von Bi 
Gleichung (13) für achsennahe Bahnen. Durch die Festsetzung C = 0 in (11 


wird die Zeitzählung so gewählt, daß z = 0 für {= 0. Es folgt daraus | 


dz 
Cam SB! (14 
Setzt man für die kinetische Energie eines Elektrons näherungsweise 


m (az 


7 (a) = 90). 


wo @(z) das der Gleichung (10) entsprechende Achsenpotential 


D(z) =U+ p2? (15) 
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| bedeutet, so ergibt sich aus (14) und (12) für die Konstante B der Wert 


JU 
B-Vz. (16) 
_ In dem Ausdruck für die kinetische Energie wurde erstens das Potential V(r, z) 

am Ort des Elektrons durch das Achsenpotential @(z) ersetzt und zweitens an 
‚ Stelle der totalen Geschwindigkeit v die Komponente dz/dt angeschrieben. 
: Setzt man B nach (16) in die Bahngleichung (13) ein, so erhält man gerade die 
Lösung der Differentialgleichung der achsennahen Bahnen, bei deren Her- 
à leitung ebenfalls die vorhin benützte Näherung für die kinetische Energie Ver- 
wendung findet. Die gleichzeitige Beschränkung der Differentialgleichung der 
achsennahen Bahnen auf die erste und zweite Ableitung von @(z) ist in dem 
vorliegenden Fall mit keiner Vernachlässigung verbunden, da nach (15) alle 
höheren Ableitungen verschwinden. 

Durch geeignete Anordnung von rotationshyperbolischen metallischen Elek- 
troden kann das gewünschte Potential (10) im Innern der Linse realisiert 
werden. Da aber die Elektroden für den Durchtritt der Elektronen mit Öff- 
nungen versehen werden müssen, wird an diesen Stellen der Potentialverlauf 
gestört. Der entsprechende Einfluß auf die Elektronenbahnen kann nicht durch 
| Verkleinerung der Öffnungen beliebig herabgedriickt werden. Infolge dieses 
} Umstandes geht der Vorteil der strengen Berechnung der achsennahen Bahnen 
| im Innern der Linse wieder verloren. 

Von einem Achsenpotential ®(z), das als Repräsentant eines elektronen- 
| optischen Abbildungsfeldes angesehen werden kann, muß verlangt werden, daß 
es folgende grundlegende Eigenschaften besitzt: Das Achsenpotential ®(z) 
muß zwischen Objekt- und Bildebene definiert sein, mit wachsender Entfer- 
nung von der Feldmitte in konstante Werte übergehen und hat die, Beschleuni- 
' gungsspannung U, als additives Glied zu enthalten. Schließlich soll das Poten- 
| tial eine strenge Berechnung der achsennahen Elektronenbahnen zulassen. 

Wir werden im folgenden zwei Achsenpotentiale angeben, welche diese 
‘ Forderung erfüllen und durch den Potentialverlauf einer Rohrlinse angenähert 

verwirklicht werden. 


: 


22 
Wir verwenden die Potentiale 
De) = Us + © arc ctg (- =) (17) 
und u 5 
= 
H(z) =U, + 14 —-- |, (18) 
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. . . . . . | 
deren Verlauf in Figur 1 veranschaulicht ist. Wenn wir die Potentiale def} 


0 
Fig. 1 
Potentialverlauf in elektrostatischen Linsen. U4 Anfangspotential (Voltgeschwindigkeit der ei 
tretenden Elektronen), Uz Linsenpotential, Ug Endpotential (Voltgeschwindigkeit der austrete 
den Elektronen). 


Gleichungen (17) und (18) durch Indizes I und II unterscheiden, wird alsk 


Dey ie OSE pg) 
ip == ate ctg (— a ) (14 
und 
Drr — Ug 1 ayy 
UL = gla AE (A 
ee Caer || ll 
daraus folgt 
d DP; = U 1 | 
dz | UL Br na (2 
und 
d ( Pre A 13 
dz Ur z=0 2 2 ayy ; a 


Für z/a=-—1 bzw. zja = +1 ist in beiden Fallen ©=U,+ U,/4 bz 
D — U, + U, 3/4. Für eine Rohrlinse, bestehend aus zwei an den Potentialei 
U, und U; = U, + U, liegenden Zylindern, deren Abstand sehr klein un} 
deren Länge gegenüber ihrem gemeinsamen Durchmesser D sehr groß ist 
gilt [9] 


: © sin 2 ~ k 
Oy tl ae 0 
Ta Get ad Ree ei 
0 
Diese Funktion wird sehr gut durch 
Orr Cie 01 2) | 
an [1 + tgh 2,630 7, (2 
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approximiert [10], [11]. Daraus folgt 


d { On — Uy 


1 ’ 
dz | UL | ee. 1,315 To (25) 


| Wählt man die Längen a; und ay; derart, daß die in den Gleichungen (21), (22) 


und (25) angegebenen Ableitungen der Potentiale, also die Feldstärken, in der 
Linsenmitte übereinstimmen, so erhält man a; — 0,242 D und the =O, 10) 1D) 
Unter dieser Annahme sind die Funktionen (® — U;)/U, in Abhängigkeit von 
z/D durch entsprechend numerierte Kurven in Figur 2 dargestellt. Die Ab- 


Ler U, III 


N 


[08 


Fig? 


Die Funktion (® — U4)/U;. Die Kurven I und II entsprechen den Gleichungen (17) und (18). 
Durch die Kurve III wird gemäß Gleichung (22) der Potentialverlauf einer Rohrlinse mit dem 
Durchmesser D dargestellt. 


weichung der Funktion (@;, — U,)/U, von der entsprechenden der Rohrlinse 
ist größer als die der Funktion (®, — U,)/U,. In der Umgebung von z = 0, 
wo der stärkste Einfluß des Feldes auf die Elektronenbahnen vorhanden 
ist, liegt dies hauptsächlich daran, daß die zweite Ableitung der Funktion 
(Di; — U,)/U, in z = 0 unstetig von einem endlichen positiven Wert auf einen 
endlichen negativen Wert springt, während die zweite Ableitung der beiden 
anderen Funktionen an dieser Stelle verschwindet. 


De 


Um die Elektronenbahnen in dem Potentialfeld (17) zu berechnen, gehen 
wir von der Differentialgleichung der achsennahen Elektronenbahnen 


240) + SE) ey + Fo Ge re) =0 (26) 


ZAMP 11/29 
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aus, die mit 


(2) = DM (2) Re) (274 
in die bekannte Differentialgleichung 


I | 3 D(z) 2 Nees | 
R"@) + as For | R@ = 0 (28 


übergeht. Mit Hilfe der Transformation 


z= — a ctg y, O<y<x) (29H 


die den Bereich der unabhängigen Veränderlichen — © < z< +00 aut das} 
endliche Intervall 0 < y < x reduziert und deren geometrische Bedeutung aus}; 
Figur 3 hervorgeht, erhält man 


R"y) + 2cte p Ry) + a5 [Gee]? RW) = 0 (304 


= 
Fig. 3 


Die geometrische Beziehung zwischen z, a und y. 
Diese Differentialgleichung bringt man durch 


R(y) = (31), 


sin y 


in bekannter Weise auf die Normalform 


" DE \ | 
)+ [14 (Ge —0. ) 
o"(y) 1+ a5 Diy) ) | ov) (32) 
Diese Differentialgleichung fiir die achsennahen Elektronenbahnen, bei der y 
auf das endliche Intervall 0 < y < x beschränkt ist, erweist sich für verschie- 
dene Anwendungen als niitzlich; insbesondere eignet sie sich zur Berechnung | 
der elektronenoptischen een von Linsen mit Hilfe der Ritzschen | 


Methode als GE NOR [12]. Die Transformation (29) ergibt für das 
Potential (17) | 


Py) = Us + U, ©. (33) 
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Wir bringen diesen Ausdruck auf die Form 


a; 
Dy) = = (k+ y), (34) 
wobei 
U 
k= U, T (35) 


gesetzt worden ist. Da die Anfangsspannung U, positiv ist und für die Elek- 
tronenbahnen nur positive Werte des Achsenpotentials ®(y) in Frage kommen, 
\ besitzt nach (35) und (34) sowohl k als auch k + y gleiches Vorzeichen wie die 
Linsenspannung U,. Je nach dem Vorzeichen von U, wird die Linse als Be- 
| schleunigungs- oder Verzögerungslinse bezeichnet. Damit bei einer Verzöge- 
rungslinse mit negativer Linsenspannung U, die Bedingung ©(r) > 0 erfüllt 
| wird, muß |k| = x sein. Da U, + U, = U,, besteht der Zusammenhang 


Ur 8. TL A | 
PULL Bar SI (36) 
U 
Es ergibt sich 
ZN ee 7 
Diy) k+y (37) 
Mit Hilfe der Substitution 
[8 + y] = (38) 
erhalten wir 
3 
o"(6) + [1+ 46 42) 06) = 0 (39) 
Setzt man schließlich 
ed) = &" (6), (40) 
| so entsteht die Besselsche Differentialgleichung 
EB, 1 = 
E? n'(E) +/+ E os ral mt) = 0 (41) 
mit den Lösungen 
m(5) = ATOE (42) 


Jede achsennahe Bahn wird daher mit zwei Konstanten C, und C, durch den 


Ausdruck 
ee! (43) 


a sin * 


dargestellt. Zwei unabhängige Lösungen sind 


)1/ 
u(y) = FEN 7 e+ y), wy) = 


sin y 


re ia (À +y). (44) 


452 WALTER GLASER und HERMANN ROBL de 


Wegen (38) hat man in (43) und (44) sowie in den weiteren Rechnungen unes 
(k + y) stets die absoluten Werte |k + | zu verstehen. | 

Die Objektebene sei y = yy. Dann wird die Bildebene y = y, durch ail] 
Abbildungsgleichung | 


u(;) we Ut( Wo) 454 
wy) W (Wo) 


bestimmt. Für die in (44) angegebenen Lösungen erhält man 


Jualk+Y)  Jualk + Yo) ' 
Die Funktion J, 1/4(§)/J_14(€) ist in Figur 4 dargestellt. Die Funktion besitztf 
Nullstellen bei € = 0, 2,78, 5,91, ... und wird unendlich bei & = 2,01, 5,124 
8,25, .... Die beiden Brennebenen y = yr, und y = yr, findet man mit y, = 7 
bzw. y, = 0. In (46) ist der Zusammenhang zwischen den Hiifswinkeln de 
Objekt- und Bildebene angegeben. Die Beziehung zwischen den entsprechen4I 


Jar L Ya) ES Jratr q Wo) (46 | 


448) 
4.45) 


Fig. 4 


Die Funktien J, 4; 4( (€)/J_,/4(§) und die Konstruktion des Bildortes. 


den Koordinaten wird durch die Transformation z= —actg y hergestellt. 
Die in Figur 4 angedeutete Konstruktion bezieht sich auf eine Beschleuni- 


hein Bei V Ser u ee ist die Reihenfolge von & = |k + yy,| und 


bei Be en bei Ve mehrfache Abbildunseh auf- 
treten können. 

Nun wollen wir zeigen, daß die Beziehung (46) zwischen Objekt- und Bild- 
ebene in die Abbildungsgleichung der gewöhnlichen Optik übergeht, wenn 
k| > 1, die Linse nach Gleichung (36) also als schwach betrachtet werden! 


| 
| 


| i 


| 
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kann. Zu diesem Zweck benützen wir die bekannte Darstellung der Bessel- 
Funktionen 


59 VF &= BiG) cosa — 0,08) sina (47) 
mit 
£ rs 
ns (48) 
und 
2 4 p2— 1) (4 p2— 9 
Oe oe 
(4 6? — 1) (4p? — 9) (4 p2 — 25) (4 p? — 49) 
A nn = (49) 
4p°— 1 4p? — 1) (4 p2 — 9) (4 p? — 25 
QU) = i: = er : a. J 


Für die Ordnung p = + 1/4 wird « = £ — 32/8, für $ = — 1/4 ist dagegen 
x = € — 2/8. Kennzeichnet man der Kürze halber die Argumente von P, und 
Q,, nämlich k + y, und À + wy, durch hochgestellte Indizes (1) und (0) und 
schreibt man den gemeinsamen Ordnungsindex 1/4 nicht weiter an, so geht 
die Abbildungsgleichung (46) tiber in 


i 3.) 3 3 
P(1) cos(k + Wy 3 x) Qû) sin (4 ER Sage x) | 
; ro MTS 
Pü) cos | k Wy 3 x) Q0) sin (4 u meer x) 
(50) 
P(0) (x - erg: a Q(0) sin (2 + Yo — 2 TT 
cos | Vo — = % )(0) < De: 
= 1 oo... 
P(0) cos (À Wo a Q(0) sin (4 sci? mie =) | 
Setzen wir 
P(k+ y) = À cosy, Q(k + y) = À sin, (51) 
wonach 
Olk+ y) _ 
P(k + y) ze (52) 
so folgt 
3 3 
cos (4 + 9 — a ae 1) cos (4 CADET a 7) (53) 
: = — 53 


1 1 < 
cos C LÉ gee + n) cos (4 ug + 7) 
Beide Quotienten dieser Gleichung besitzen die Gestalt cos (8 — x/4)/cos ß. 
Nach Anwendung des Additionstheorems auf cos (ß — ı/4) erhält man 


7 


watt -5)-tlmtktwm-g) (54) 
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oder 
Kat Wer Yo 55] 


Für die Ordnung + 1/4 ist | 


RÉ = — SPO ee (56 


= 
C2 £ 
> 


S 


mit den Konstanten c, = 105/2048, c, = — 3/32, cz = 35-99/2-85. Für große &f 
ist daher Q/P <1. Die ersten Glieder dieses Quotienten lauten 


De Stun (57. 


Beschränkt man sich auf das erste Glied und ersetzt man in Gleichung (52] | 
tgy durch y, so erhält man 


Au 32 k+y 


und es folgt aus Gleichung (55) 


3 i i 3 1 
Yı CPAS Er ee Vo 32 REY 


Lx. (59] 


Für |?|> 1 kann neben k näherungsweise y, = 2 und y, = 0 gesetzt werden 
Dann ergibt sich 


IT 


3 D 
Wi = Wor 76 RATES" (60 


analog der bekannten Abbildungsgleichung y, — y, = x/« für das magnetisch 
Glockenfeld (6). Mit y, = x bzw. y, = 0 folgt für den Hilfswinkel des objekt 
seitigen bzw. bildseitigen Brennpunktes 


T 3 TT 


3 
YF. 32 k(kR+ a)’ PR ae Eee a (61) 


Da für große k die Winkel x — y, und y, sehr klein sind, dürfen wir x — y 
durch tg (x — y,) = — tg y, und y, durch tg y, ersetzen. Die Transformations- 
gleichung (29) zeigt, daß tg y= — a/z. Man erhält daher 


| 


a 3 a 


a | 
2 m 32 RU 0 (62)} 


Daraus ergibt sich fiir die Brennpunktkoordinaten 


32k (k + 2) | 
à (63) 


TT | 


2F 
a 
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Nach Gleichung (35) ist also 


E 
ar 
a 3 


2)" + (z)]- (64) 


| Zur Berechnung der Vergrößerung verwenden wir die allgemeingültige 
b Beziehung 


v2 a (65) 


| ale, 


ı wobei «(z) eine beliebige Lösung der achsennahen Bahnen ist. Aus (44) folgt 
| 7 SIN Py / 
sin yy | 


R+ yı\l“ Talk + y) 
= — , 66 
\R + Jrıra(® + Yo) ( ” 


Um die Vergrößerung für den Fall zu bestimmen, daß sich die Objektebene 
nahe der objektseitigen Brennebene befindet, setzen wir 


| DV) 5 yy PANE 
ran VE 0 
Für z,/a > 1 wird näherungsweise 1/sin y, = 2,/a und 


Tei EEE Pd 

k+ Sn Jar aii VR) à ee) 
Wir wollen jetzt feststellen, welche Naherung sich fiir die in Gleichung (66) 

berechnete Vergrößerung bei schwachen Linsen, also für |R| > 1, ergibt. Zu- 

) nächst kann der Quotient sin y,/sin y, umgeformt werden, indem man den 

| Gleichungen (60) und (61) entsprechend 


nc af 
y= à sin yr, ( 


| Yi = Yo FT — Yr, (69) 
} schreibt. Damit wird 
Sin Wo 1 1 ; 
sin yy sin pr,  Ctg wr, — CtE po * (70) 
| Infolge der Transformationsgleichung (29) ist aber ctg wr, — — 2p,/a und 


ctg Yo = — 2,/a. Man erhält daher 


| > 1 a k + wy\V4 Jaral(k + Yi) 
pees. & | Saal 4) 71 
SIN WFo 4Fo — 40 _ TT Yo Jar + Yo) ) 


Es wäre nun naheliegend, den Quotienten J, 4)4(k + Y1)/J+1/4(R + Yo) gemäß 
der in den Gleichungen (47) bis (49) angegebenen Darstellung der Bessel- 
Funktionen zu entwickeln und y, mit Hilfe der Gleichung (60) durch einen 
Näherungswert zu ersetzen. Dieses Verfahren ist jedoch nicht zulässig, da hie- 
bei der Quotient J,4/4(k + 1)/J+1/4/(k + Yo) für bestimmte Werte des Para- 
meters k unendlich wird, während bei Berücksichtigung der exakten Abbil- 


| 
| 
| 
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dungsbeziehung zwischen y, und y, die Funktion J;14(® + yı) für die gleiche‘ 
Werte von k Nullstellen besitzt wie die Funktion J,17(% + yo). Dies erkennl 
man bei Betrachtung der Gleichung (43). Wählt man nämlich 7(y,) = 0 uni 
wird für bestimmte Werte von k J:14(r + Yo) = 0, so muß für diese “ 

| 
| 


von k die Konstante C, verschwinden. Damit aber in der zugehörigen Bild 
ebene 7(y,) = 0 wird, muß auch J, 4/4( + yı) = 0 sein. Außerdem ist es klar 
daß sich die Vergrößerung bei genügend klein gewähltem Wert von y, nw 
stetig ändern kann, wenn man den Parameter k stetig ändert. Um zu einen 
vernünftigen Ergebnis zu gelangen, muß man || als so groß voraussetzen 
daß in Gleichung (47) P= 1 und Q = 0 gesetzt werden kann. Mit der Näherung 
Wo = 0, y, = x erhält man dann 


Irak + vı) _ ( k lé 
Jrrralk + Yo) EN 


Bei Verwendung der Näherung P = 1 und Q = 0 ist die weitere Berücksic 
tigung von z neben k aber sinnlos. Mit dem entsprechenden Wert von wr, a 
Gleichung (61) folgt daher 


HF 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit der bekannten Beziehung 


AR ee (7 


ZF, — 20 


der gewöhnlichen Optik, wobei durch das negative Vorzeichen die Bildurnkehif 
berücksichtigt wird, so erhält man 


Derselbe Wert ergibt sich für /,/a, wenn man, von den Gleichungen (60) und 
(61) ausgehend, y, = y, — yr, schreibt und die Beziehung V = — (z, — zr.)/f 
verwendet. Häufig werden auch für starke elektrostatische Linsen «Brenn: 
weiten» angegeben. Man benützt hiezu entweder die Beziehung 


| 
ee nc à 
2Fo — 20 hh 


oder bedient sich einer bekannten Konstruktion, derzufolge 


Vine dr = fi 
Taxco _ ie bzw. SSeS = (4) 
az ; 2=2% A 


0 
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i} Mit unseren exakten Formeln für die Ver größerung und die Koordinaten 2. 
wh) bzw. z,, 2p, sowie durch Berechnung der Quotienten 


iJ oe 
—— LY. Se en 


dy à dr 
Cagle ee 


il wären wir in der Lage gewesen, festzustellen, in welchem Bereich des Linsen- 
} parameters # die nach beiden Methoden berechneten «Brennweiten» mit einer 
à gewissen Genauigkeit übereinstimmen. Leider sind die uns zur Verfügung 
À stehenden Tabellen der Bessel-Funktionen [13] in zu großen Intervallen tabel- 
‚ liert, um diese Frage beantworten zu können. 

Wir wenden uns jetzt der Berechnung des Öffnungsfehlers zu. Für die im 
Öffnungsfehler 


= (,a? (75) 


1 3/2 DT Da DA ar 
Er ee ae a ch )’ dz, (76) 
wobei die Bahn 7(z) die Bedingungen 

r(20o) = (21) = 0, 720) = 1 (77) 


| erfüllen muß. Die in Gleichung (43) angegebene Elektronenbahn schneidet die 
| Achse in der Objektebene y = wy), wenn 


Ci Jsıa(® + Yo) + Ce J 1u(R + Yo) = 0. (78) 


Es ist also 


_ 0. Juli + Yo) 79 
| Cs pu = Jaral® + Yo) ; ( ) 


so daß nach Einführung einer neuen Konstanten 


Rk + yy)1/a 
| (y) =ac | = Bie 1ja (8 + Wo) Ja UN Ja a Wo) NG SE y}. 
(80) 
Wir berechnen die Ableitung (dr/dz),, aus 
ur EA dy 81 
ab il (ay Ne r dz Pe el) 


Für die Ableitungen der Zylinderfunktionen Z,(£) gelten die Formeln 


zu = - # 2,9 +2,10 = 2,9 — Zul). (82) 


il 
| 
| 
| 
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Für die Ordnung p = + 1/4 und p = — 1/4 folgt daraus 


Jan) = = gy FT | 


Fand) = — ge Jan) — Jon. 


Für y = y, verschwindet der Ausdruck in der geschweiften Klammer von (80) 
Daher wird 


dy (k + po)t/4 7, 
ae ee Sy 
wobei 
ib 
IK = J_ipatr Yo) | AR + y) in a (À + Yo) + Jan 15 vo) | 


1 
i +17a(R Wo) | 4 (k + yo) Jin + Dg) — Je aj4( a vo) 5 | 


Man erhält also 


BEN 
ea CU | 
ay Im SIN Yo 


+ (86 
x We ya (À + Wo) Jante + Yo) + Jia + Wo) Jar er Wo) }- | 
Aus der Transformation z = — a ctg y folgt 
(4). = = sin? Wo. (87 


Die Gleichungen (81), (86) und (87) ergeben 
(22) = Gain pe + va | 


x ek + Yo) J_37(R =F Wo) ah, 1/4(R + Yo) Jan a Yo) }- | 


Berechnet man aus diesem Ausdruck C fiir (dr/dz), = 1, um die in der Glei- 
chung (77) enthaltene Bedingung r’(z,) = 1 zu erfüllen, so ergibt sich nach 
Gleichung (80) 


(88) 


a { R + vw \1/4 

i= de ein (89) 
wobei | 
O(y) J-ural® + Yo) Iruralk + y) — Jaaral® + Yo) Jak + y) , (90) | 
J-ual® + Yo) J-sral® + Yo) + Syral® + Vo) Jrsralk + Yo) | 
Führt man nun im Integranden der Gleichung (76) die neue Veränderliche y 
ein und beachtet man bei der Umrechnung der Ableitungen nach z auf Ab- 

leitungen nach y die nach Gleichung (34) geltenden Beziehungen 


dd Pb dio 
PORN RENE (91) 


Ht 


| 
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wobei der Kürze halber die Konstante U,/x durch U ersetzt wird, so ergibt 
sich mit dem oben berechneten Wert von r(y) 


Yi 
SER. | 
— ER / L(y) M(y) dy, (92) 


wobei 
K = 32 sin‘ y, (4 + y)” 
x ae + Po) Jaja(2 + Yo) + Sujal + Yo) Je ajs(2 + Wo)]*, 
L(p) = (4 cos? y + 1) (k+ yp)? — 10sinp cosy (Rk + y) | (93) 


— 5/2 
’ 


My) = FE (RF + Yo) AAC se Jar + Wo) Ip + pl. 


+ 5 sin? p(k + y) 


Man erkennt sofort, daß die Öffnungsfehlerkonstante wegen des Gliedes sin4 Wo 
in K sehr stark von der Lage der Objektebene abhängt. Da die Objektebene 
jedenfalls vor der objektseitigen Brennebene liegen muB und die Entfernung 
der Brennebene von der Linsenmitte mit zunehmendem Wert des Parameters k 
anwächst, wird die Offnungsfehlerkonstante für schwache Linsen sehr groBe 
Werte annehmen. Dies liegt daran, daB bei solchen Linsen die vom Achsen- 
punkt der Objektebene mit gegebenem Neigungswinkel ausgehenden Elek- 
tronen wegen der groBen Entfernung dieser Ebene von der Linsenmitte mit 
groBem Achsenabstand in das Abbildungsfeld gelangen. Berechnet man also 
mit Hilfe der Gleichungen (92) und (93) die Offnungsfehlerkonstante fiir 
Wo = Yr,, das heißt fiir sehr große Entfernung der Bildebene von der Linsen- 
mitte, so wird der Wert der Offnungsfehlerkonstante wesentlich von yr, und 
damit von À abhängen. Nicht so leicht ist die Abhängigkeit der Offnungsfehler- 
konstante von dem Parameter k zu übersehen, wenn man die Objektebene 
festhält. Für den Winkel wy, = 0,05, der etwa 3° entspricht, ist C,/a für drei 
Werte von À berechnet worden. Die folgende Tabelle!) enthält neben den Er- 


k U, C,la 
0,15 22 2,8 -103 
0,35 9,9 2,6 - 103 
0,75 5,2 0,66 - 103 


gebnissen noch die den Parametern k entsprechenden Werte des Spannungs- 


1) Die numerischen Rechnungen in dieser Arbeit wurden von den Herren K. BAUMANN und 
A. Krieciscu durchgeführt. 
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verhältnisses U;/U,. In diesem Fall wird also die Öffnungsfehlerkonstante mit! 
abnehmendem Spannungsverhältnis U;/U, kleiner. 
Nehmen wir jetzt die Berechnung des Farbfehlers in Angriff. Es sei 7(z)) 


eine Bahn, welche die Achse bei gegebenem Anfangspotential U4 in der Objekt-f 


ebene y = ya und in der Bildebene y = y, schneidet. Eine Bahn mit dem An-) 


fangspotential U, + AU,, die vom gleichen Objektpunkt ausgeht, wird dann) 


in der Bildebene einen Achsenabstand 


/ Or | 
Ar => Ge i, AU, (94) | 
besitzen. Setzen wir 
Meet ee (05) | 
VD RU 


wobei V die Vergrößerung und « die objektseitige Apertur bedeutet, so ergibt |] 


sich für die Farbfehlerkonstante 


Gi y à | 

re (96) | 

Da | 
or )y OR | 

Ian = a ie ELA (97) If 


und nach Gleichung (35) À = a U,/U;, also ORJOU, = n/U, oder 


Ok k 
= (98) 


erhält man 
k Or’ 
Cr = = ae O (99) 


Ersetzt man nun in Gleichung (88) die Ableitung (dr/dz), durch «, so ergibt die 
Einführung der Konstanten C in Gleichung (80) 


= (Go) OW) (100) 


Sin Yo Siny \k + wo 


mit dem in Gleichung (90) angegebenen Wert von O(y). Da zufolge der Ab- 
bildungsgleichung (46) der Quotient Q(y) an der Stelle y = y, verschwindet, 
liefert die partielle Ableitung nach k 


\ 


(SE) ASE a Le ; Jane Wy ies K 
Ok Yi sin Vo sin Wy Ir Sr Obey | Te (101) 


wobei 
K= Jante + Yo) Ja nee 3/a(R + Yo) Jar + 9ı) | 
fe Jar + Wo) Jon oi Jante + Yo) Tnt + 9), 


(102) 
L = Jar + Yo) JR + Yo) + Irak + Yo) Jane + Yo)- | 


= me = ee 
i ES 
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Nach Gleichung (99) wird 


Cr 1 R ( R= Wy i K (103) 


a V siny,siny, \R+ yo, JE 


Führt man in diesen Ausdruck den in Gleichung (66) angegebenen Wert der 
Vergrößerung ein, so erhält man schließlich 


Cr =. k nt Ja a(R + Yo) h K 


a sin? Do Jrıralk y) Le 


(104) 


wobei K und Z den Gleichungen (102) zu entnehmen sind. Die folgende Tabelle 
| enthält Werte der Farbfehlerkonstante für w, = 0,05. Neben den Linsenpara- 


k 107 Cla 
0,15 22 — 20,9 
0,35 9,9 — 29,0 
0,75 5,2 — 28,2 


metern k sind wieder die zugehörigen Spannungsverhältnisse U;/U, einge- 
tragen. Das negative Vorzeichen der Farbfehlerkonstante rührt davon her, daß 
die in Gleichung (95) enthaltene Vergrößerung infolge der Bildumkehr negativ 
ist. Ersetzt man in Gleichung (95) V durch |V |, so wird Cy positiv. Zwischen 
den Linsenparametern k = 0,15 und k = 0,75 nimmt der Betrag der Farb- 
fehlerkonstante einen maximalen Wert an. 


4, 


Eine weitere Möglichkeit zur strengen Lösung der Differentialgleichung der 
achsennahen Bahnen bietet die Transformation 


EEE ei) | 


(105) 
Ws = (— oo < 3 < +00) | 


in Verbindung mit dem in Gleichung (18) angegebenen Potential. Mit 


x 


1+ x 


iA 
# 


on Er D'un 


| 
| 
| 
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für 0 < x < +1 geht die Differentialgleichung (28) über in 


D'(x) 
P(x) 


RD + ay RO + Ge | 


F R(x) = 0, (106) 

| 
wobei von nun an die oberen Vorzeichen im Intervall —1 < x < 0 und die 
unteren Vorzeichen im Intervall 0 < x < + 1 gelten. Mit | 


o(x) 
R(x) = RU (107) 
erhält man die Normalform 
; 3 [ @'(x)]2 at 
OA) ae Eee (x) = 0. (108) 
Die Transformation (105) ergibt für das Potential (18) 
U} 
DU + Er Er (109)| 
Wir bringen diesen Ausdruck auf die Form 
U, 
D(x) = E(k+ 2), (110) 
wobei 
eg 
= + 1. (111) 


Ug Cal 
Op” 2 Raa Ura 
ee (112) 
VE 
Es ergibt sich | 
AE 113) 
x) kx (it) | 
Mit Hilfe der Substitution | 
et (114) || 


erhalten wir die Eulersche Differentialgleichung 
Sr I 
Sole ee (115) | 


Der Ansatz 9 = & führt auf A, = 3/4 und À, = 1/4. Jede achsennahe Bahn wird 
daher mit Konstanten A und B durch 


of 1 2 

A = {Ag(h + J+ By}, (-1<2<0) | | 
116) | 

ne 1 2 | 

se 3 = Aie ea HB, (DES) | 
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dargestellt, wobei von nun an die Elektronenbahnen im Intervall —1 < x < 0 
und im Intervall 0 < x < +1 durch die Indizes 0 und 1 unterschieden werden. 
Da in die Differentialgleichung (115) nur das Quadrat von k + x eingeht, ist 
in der Lösung der Ausdruck À + x durch |k + x| ersetzt zu denken. Nach Glei- 
chung (116) kann sowohl 7,(x) als auch 7,(x) höchstens eine Nullstelle besitzen. 
Daraus folgt, daß mehrfache Abbildungen ausgeschlossen sind. Da jede Bahn 
r(x) durch zwei analytische Ausdrücke gegeben ist, muß noch der Zusammen- 
hang zwischen den Konstanten A,, B, und A,, B, gesucht werden. In der 
Ebene x = 0 muß gelten 

7,(0) = r,(0) (117) 
sowie 


Ra En us) 


Aus Gleichung (117) in Verbindung mit Gleichung (116) folgt zunächst 


Br AT Bo = EPA EB. (119) 
Allgemein gilt 
dr dr dx 
dz ds dz° 


Da aber 
EN 

at = (1, 

& ie, 
sowohl für 

FA & x 

i = Se 
als auch für 

8 x 

io Wee? 


wird Gleichung (117) erfiillt durch die Bedingung 


a (120) 


\ 


Man erhält aus Gleichung (116) 


ee Ar co 
BIN eg 0 T 0 I Ag 2 , 
à IR | ; : (121) 
al deg Are 


so daB durch die Gleichung (120) die Beziehung 


(+ Be _ i) 1er eo Re + He AR: (122) 


2 
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entsteht. Aus den Gleichungen (119) und (122) folgt | 
A, = —(4R=1) A; 4k’ Bye B= 48 Aye aa Be (123) 1 
oder 
Ay= (4R4+1'4,4+42" B,, By =—4h? A, — (44-1) By. (124) 


Zur Herleitung einer Beziehung zwischen den Koordinaten x = x, und. 
x = x, einer Objektebene und der zugehörigen Bildebene setzen wir in Glei-' 
chung (123) 7,(%,) = 0 und erhalten 


Be ut): (125) 
Daraus ergibt sich 
v1(#) zn = Py, Oe 2 
ee | 


AREA EE Ce one | 
Es wird 7,(x,) = 0, wenn 


(4h + 1) (R+ x)? — 4 RSR 
ARBRE A) 2 — (4k 1) : 


(& + x) = (127) 


Das Quadrieren dieses Ausdruckes führt nach einigen elementaren Zwischen- 
rechnungen zu dem Resultat 


2 


= 


(128) 


> 
remet 
m 
= 
m 
| à 
le 
> m 
À = 
= — 
Se 
= 
o 
a] 
=) 
“| 


Geht man umgekehrt vor und setzt in Gleichung (116) 7,(x,) = 0, so erhält man 


B= Akt: (129) 
Daraus ergibt sich 


Vol(#) Ag 9 9 9 
Ce re té) HP AN | 


(130) | 


— 4h? 4 (4R—1)(k- a | 


Es wird 7,(&%,) = 0, wenn 


4 ker — (4R— 1) (R+ x,)12 


1/25 
CE) 4k+1—4h2(R+ a) * cee 


R 
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Das Quadrieren dieses Ausdruckes führt auf 


/ 


x, \1/2 x 
2k | 1+ 4) 1| OC 
m Ku. ee ee ee (132) 


Um zu einer Abbildungsgleichung fiir groBe k zu gelangen, entwickeln wir 
in Gleichung (128) die Quadratwurzel. Wenn wir im Ergebnis nur Glieder bis 
1/k? berücksichtigen, ist die Entwicklung bis 1/k4 zu führen. Man erhält dann 


x er] x 1 x3 5 y 
Yo À 4 #G 01 “ope #0 
pes a (ee) 
De esr ASE area st (7 gar) + Re * 
Da x, = 1/(1 + a/z,), folgt 
1 1 1 F 5 
1+ 3%) + (2 x | x) 744 > À 
2 8 R2 
— = Sa an Sn filles 
21 P- ee 1 or ee 
ee eS a et 


Wir entwickeln nun die in dieser Gleichung auftretenden Potenzen von 


de (1 AE 7) 
a ae te R en 2. 5 (135) 
2 CAEN eae Ay ace 
eg ee ia z 


Setzen wir voraus, daß |a/z,| < 1/8 k? und |a/z,| < 1/8 k?, und vernachlässigen 
wir alle Glieder, deren Betrag klein ist gegen 1/8 k?, so folgt schließlich 


a Eier 1. | (136) 
21 AN Suk 
wodurch die Voraussetzung gerechtfertigt wird. Für z, = + co oder 2, = — co 


ergibt sich fiir die Brennpunktkoordinaten 


a. (137) 
| a | 
Nach Gleichung (111) ist also 
za Ua? ur + 138 
ale FE 


ZAMP 11/30 
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Die Vergrößerung wird bestimmt durch 


Verwenden wir jene Bahn 7,(x), für welche By = 0, so ergibt sich aus den Glei | 
chungen (116) und (123) 


A ZA BP MAUR RES En (140)| 
Daraus folgt | 


Dr xy ARBEITEN? 
wer (R + x,)112 i 


Ve (141), | 


| 


Um die Vergrößerung für den Fall zu bestimmen, daß sich die Objektebene || 
nahe der objektseitigen Brennebene befindet, setzen wir 
1 BE BR. | (142) 


ee vy a 


so daß mit x, = xp, und x, = 1 näherungsweise 


ee ay 1+ *p, [4 B32 _ (4 [Bees 1) (R ab 14), (143) | 


& RTE Apr 


Die Berechnung des Offnungsfehlers erfolgt wieder nach den Gleichungen 
(75) bis (77). Die Bahn 


Vox) 1 


= {Aq (R + x)? + Bo} (144) 


a 1+x 


schneidet die Achse in der Objektebene x = x,, wenn 


Bez ae (145) 


(=) a 
EE un IE az, 


und der hier geltenden Beziehung 


Aus 


| 


dx 1 5 
(=). = = (1+ x)? (146) | 
folgt, da der Klammerausdruck in Gleichung (144) für x = x, verschwindet, | 
än\ _ Ag 1+ x | 
CRE um 


Setzt man (dr/dz), = 1, so ergibt sich aus (143) und (144) | 


Bat 1 


CS Tr, a ya (148) 
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Die Berechnung von A, und B, aus A, und B, nach Gleichung (123) ergibt 


(A + #9) 
PET 


(x) = 24 


= {ees YS Gea (e+ a) | 
(149) 


+4? — (4h + 1) (8 + x7}. | 


Führt man im Integranden der Gleichung (76) mit Hilfe der in Gleichung (105) 
angegebenen Transformation an Stelle der Integrationsvariablen z die neue 


| Veränderliche x ein und berücksichtigt man die auch in diesem Fall geltende 
_ Gleichung (91), so ergibt sich bei Zerlegung des Integrationsbereiches von Xo 
| bis x, in zwei Intervalle von x, bis 0 und von 0 bis x, zunächst 


[ 0 
eo, Cor 5, (à + %0) | | Lo(x) Mo(x) dx + fre x) My(x ax, (150) 
a a 2 (1 cn %o) Le | 
LA 0 
wobei 


> 


LE) PF = 2 (LE HR SAP Un 


M,(x) = [(R + x)? — (R+ x)" 4, 


ee 


M,(x) = {0 AP (k+ 2? — (4 — 1)] (R+ x)? 


aaa ee en) 
(4k+1)(k+ x)? + 4 RPM. | 


Nun ist zu beachten, daß die zweite Ableitung des Potentials (18) an der Stelle 
z= 0 unstetig ist. Diese Unstetigkeit liefert in Gleichung (76) einen Beitrag 
zum Öffnungsfehler, den wir mit C,; bezeichnen wollen. Ersetzen wir nämlich 
den analytischen Ausdruck (18) in einem sehr schmalen Intervall z= — e bis 
z= + edurch einen Potentialverlauf, dessen sämtliche Ableitungen stetig sind, 
so tritt bei dem Grenzübergang ¢ > 0 in Gleichung (76) das zusätzliche Glied 


are 
1 . 1 / -3/2(0 4(0 m | 152 
menu ee PAU i ee 
auf. Die Integration liefert 
Cy = 3: = G'(0) -#?(0) r4(0) [G1 (0) — 87(0)], (153) 


ö2 16 @12(z,) 4 


wobei die Striche Ableitungen nach z bedeuten und die Indizes von ®” sich 
auf die beiden Seiten des Feldes beziehen. Nach Berechnung der Funktionen 
r(z), D(z), D’(z) sowie Di(z) und (2) an der Stelle z = 0 erhält man 


Co = EA? poor que — (4 I (154) 
‘0 
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Die aus Cyo, Cs, und C;» resultierende Öffnungsfehlerkonstante C, ist dahe 
durch I 


en ne = RR [RB (+ Ko) + Jo + jh} (1531 


bestimmt, wobei 
0 


na frame A=fueé se 


mit den in Gleichung (151) angegebenen Funktionen L(x) und M(x). 

Zur Berechnung des Farbfehlers verwenden wir die Gleichungen (94) bi 
(97), wobei y sinngemäß durch x zu ersetzen ist. Da nach (111) k=1+2U,/Unk 
wird 0k/0U4 = 2/U, oder | 


Ok k—1 
ie ea ue 
und 
k—1 /0r, 4 ed 
ar ne (15 


Ersetzt man nun in (147) die Ableitung (dr,/dz), durch « und berechnet mazf 
wieder A, und B, aus A, und B,, so findet man für 7,(~) einen Ausdruck, def 
sich von dem in (149) angegebenen nur durch den Faktor « unterscheidet. Dz 
wegen 7.,(x,) = 0 in (149) der Ausdruck in der geschweiften Klammer an dell 
Stelle x= x, verschwinden muß, wird 


Ors 2 (R + %)1? 
an Be or (159 


wobei 
K =(2k-™? (e+ a op a Ale PALE | 


4 BP (boa)? Zar men 


a 2 1 2 
Kor Aa are | 


Nach Gleichung (158) ergibt sich 


Ce Net 2 (k + #9)1/ 
a V (1 + %1) (1 — x) 


(161) 


4 


| 
Mit dem in (140) angegebenen Wert der Vergrößerung erhält man schließlich 


Cr Zr nen K 
a MR): 4 R82 (48 — 1) (8 + ze? (162) 


wobei K der Gleichung (160) zu entnehmen ist. Die folgende Tabelle enthält 


| 
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| Werte der Farbfehlerkonstante für x, = — 0,95. Neben den Linsenparametern k 
sind wieder die zugehörigen Spannungsverhältnisse U;/U, eingetragen. Wie 


k UplU y Cpla 
1,5 | 5 164 
1,2 11 15,6 
1,1 21 241-6 


bereits im vorhergehenden Abschnitt bemerkt wurde, kommt das negative Vor- 
‘zeichen der Farbfehlerkonstante durch das negative Vorzeichen der Vergröße- 
rung infolge der Bildumkehr zustande. Die Vorzeichen sind daher zu ändern, 
wenn die Farbfehlerkonstante durch Ar/|V | = Cp « AU,/U; definiert wird. 


Resume 


Des solutions exactes de l’&quation différentielle des trajectoires électroniques 
proches de l’axe sont données pour des potentiels le long de l’axe déterminés de 
champs électrostatiques présentant une symetrie de rotation, lesquels potentiels 

| ont une configuration analogue à celle des lentilles cylindriques. Des expressions 
pour les caractéristiques optiques les plus importantes de ces lentilles en sont 
dérivées. 
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Der Wärmeaustausch durch Strahlung an fliegenden Körper! 


Von WERNER SPILLMANN, Luzern!) 


1. Einleitung 


Der Wärmeaustausch fliegender Körper jeder Art mit ihrer Umwelt erfol 
teilweise durch Strahlung. Als strahlende oder strahlungsempfangende Gegen 
«fläche» sind nicht nur Sonne und Erde, sondern auch der unendliche Raury 
und die Atmosphäre am Energieaustausch beteiligt. 

Wenn auch in erster Näherung die Atmosphäre als diatherman betrachteal 
werden kann, so ist doch für einige praktische Fälle nur mit der Annahme voi 
strahlenden Gasschichten eine genaue Berechnung möglich. Dies kann etw 
der Fall sein für die Wärmeabstrahlung einer kleinen Jagdflugzeugkabine durc 
das große transparente Kabinendach oder für Flugkörper, die die Ionosphä 
erreichen, wo die neuere Forschung das Vorhandensein von Schichten m 
besonders ausgeprägter Strahlungswirkung festgestellt hat [1]?). 

In der wesentlich veränderten Umwelt extremer Höhen kann die Strahlunjf 
allein ausschlaggebend sein, wenn der Wärmeübergang zwischen Flugkérpelf 
und Atmosphäre schwach wird, etwa am schwebenden Körper (Ballone) odelf 
infolge sehr geringer Dichte. Durch hohe Fluggeschwindigkeiten wird der Strahl] 
lungsaustausch durch erhöhte Temperatur an Staupunkten und in der Grenzif 
schicht infolge adiabatischer Verdichtung beeinflußt. Die damit erhöhte Ober 
flächentemperatur läßt die Abstrahlung beträchtliche Werte annehmen. 


2. Bezeichnungen 


J Strahlungsintensität, Solarkonstante kcal/m?h 
Q Übertragene Wärmemenge kcal/h 
q Auf die Flächeneinheit entfallende 
Wärmemenge kcal/m?h 
H Definierte Höhe über Meer km 
h Variable Höhe über Meer km 
T Absolute Temperaturen wie 
Fluggeschwindigkeit m/s 


v 
c, Strahlungszahl des schwarzen Körpers = 4,96 kcal/m2h 
€ Absorptionszahl und Emissionsverhältnis 


1) Bidg. Fl 


2) 


Eidg. Flugzeugwerk Emmen. 
Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 484, 
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k Absorptionskoeffizienten oder logarithmisches 
Dekrement der Gasstrahlung 

K° Angenäherte Absorptionskoeffizienten 

hf Fläche ne 

Cy Spezifische Wärme kcal/kg°C 


Y 
§ ; 
b Polarkoordinaten des Raumes 


Y 
| Indizes 

Bezogen auf den Flugkörper 

Bezogen auf die strahlende Schicht 

Für die Gasstrahlung 

Für die Abstrahlung des Flugzeuges 

Für die Erdstrahlung 

Für die reflektierte Erdstrahlung 

Für den Wärmeübergang 

| W Für die Wolkenschicht 

' R Für den Strahlungsverlust (Wärmeverlust) 


DORA NN TRIO 


3. Gasstrahlung der Atmosphäre 


Hat ein homogener Gasraum für die Wellenlänge A einen unveränderlichen 
_ Absorptionskoeffizienten k, so ist die Intensitätsänderung eines monochromati- 
schen Strahlers J,,, auf dem Wegelement ds 


a, = — JU) Bl) ds. (1) 
Die Integration ergibt fiir die Strahlungsintensitat in der Hohe h 
Tih) = Soy €. (2) 


Der Absorptionskoeffizient k(h) oder direkt das Absorptionsverhältnis e(k) 
lassen sich aus den Intensitätsmessungen der Sonnenstrahlung bestimmen. Die 
Strahlungsintensitäten der Sonne sind in Figur 1 nach Angaben des Licht- 
klimatischen Observatoriums von Prof. GÔTZ in Arosa aufgezeichnet worden, 
wobei die Asymptoten der Kurven die extraterrestrische Strahlung oder Solar- 
konstante J, darstellen. Diese Messungen erfassen die Gesamtstrahlung und 
gelten für das Sonnenspektrum. Da die Absorption für verschiedene Wellen- 
längen verschieden ist, müßten sowohl die Messungen nach GÔTZ wie auch die 
folgenden Berechnungen für jede Wellenlänge ausgeführt werden. Damit aber 
eine praktisch verwendbare Rechnungsmethode aufgestellt werden kann, wurde 
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hier die Annahme getroffen, daB sich alle beteiligten Korper, Flächen unc 
Schichten wie «graue» Körper verhalten, also keine spektrale Abhängigkeit zu 


+0,01 +01 
Gott nant 


et miel 


01365 
be Absorphonskoeffizient kth) = Airs 
i) 
ii ri 
Je 
2 Messungen im 
| Hugvoml3.3# 
| 2. graphisch beskinmf N H ea 
10 ==) yy = OIE Sif ot (8 | 
an) | ur 
= gi || Ke 
iS 4 1 Ss 
wt is Sie oar as 
S | \& | eS 
> i 57 | 118 è 
x el S 
sp 18 jo IR à 
I i | eS 
à | [> 1 
1 = . ı |S È 
# \ inter à Ss 
à 
1188 à 
& SS 
er S KR 
er DS 
0 7 


12 19 14 45 46 17 18 19 20 21 22 
Shahlungsintensifsl gealfmin cm? 
Fig. 1 
Strahlungsintensität nach Messungen von Prof. Görtz, Lichtklimatisches Observatorium Arosa 
und daraus bestimmter Absorptionskoeffizient. Die Einzelmessungen (©) wurden vom Flugzeu 
aus mit ungeschütztem Gesamtstrahlungspyrometer aufgenommen. 


berücksichtigen sei. Das Absorptionsverhältnis in der Höhe H folgt aus dem 
Verlauf der Intensitätskurven und ist 


oder für eine infinitesimale Schicht dh aus (1) 
LEUR 
e(h) = Tu —k(h) ds. 


Das Ergebnis dieser Berechnung ist ebenfalls in Figur 1 eingetragen. 


Mit der geometrischen Beziehung ds = —dh/cos p (Figur 2) lautet die Dit 
ferentialgleichung (1) 


(3) 


4] = JU) ki) EE. (a) 
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, Wiederum für die Sonne als Strahlungsquelle wird daraus: 


h =S cosy 
7 =S sing 


| 

| a }, IP De s dp 

u? j COS P 
# LY 4 a= r dr dw 


Fig. 2 


Gestalt des Gasraumes. 
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Zur analytischen Behandlung des Problems kann zum Beispiel die Sommer- 


kurve mit Gleichung (5) recht genau durch die Interpolationsformel 


oe 
k(h) dh ~0,78h 


/ 0,175 
J = constei ='2, 


dargestellt werden. 


(6) 


Zwischen h = 1000 und H = 15000 m Flughöhe ist der Fehler der Formel 
unter 1%. Der für die Rechnung verwendbare Absorptionskoeffizient k(h) 


wird nun: 
lee} 


Rh) = 5, | AO) dh = 0,1365 n°, 
i 


4. Die Strahlung atmosphärischer Schichten 


4.1. Strahlung einer Einzelschicht 


(7) 


Wird an Stelle des punktförmigen Strahlers (Sonne) eine emittierende 
Schicht in der Höhe H, betrachtet, so wird die Einstrahlung des Flächen- 
elementes d/, dieser Schicht in der Richtung q auf das empfangende Flächen- 


element df, nach Figur 2 


AQ a1 = E1 &2 Cy 5)" Hs, 9 af) afr. 


(8) 
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Die Funktion f, der Formfaktor, berücksichtigt die geometrischen Verhältnisst | 
und lautet allgemein: 


1 COS P COS Po | 
Is, (2) x pe s2 | 
und für die Verhältnisse der Figur 2 
1 cos? 
iz ec st * 


Berücksichtigt man noch die geometrische Gestalt des Flächenelementes ar 
= y dr dy, so lautet der Formfaktor: 
rı/2 


27 | 

4 Be | 

f(s, 9) == | dp | sin p cosp dp = x O)! 
0 


0 


und wird damit identisch mit der Strahlung in den kugeligen Halbraum. 
Eine einzelne Schicht, die in ein diathermanes Medium eingebettet ist | 
strahlt also auf f}: 


FEN A, | 
Qui = & €2 elon) dfy, (LOM 


wobei noch angenommen wurde, daB sich die Emissionsverhältnisse richtungs 
unabhängig, also nach dem Lambertschen Gesetz, verhalten. 


4.2. Strahlung von mehreren Schichten 


Befindet sich das empfangende Flächenelement wiederum in der Flughöhe 
H, und soll die Strahlung aller über der Flughöhe liegenden Schichten erfaßt 
werden, so sind das Emissionsverhältnis e, und die Temperatur der Schichten! 
T, höhenabhängig einzusetzen, und (10) lautet dann: 


O1 = ë1 cs df | ein) (ie) du. (11) 


A, 


Wird jedoch von jeder Schicht eine Eigenstrahlung vorausgesetzt, so ist auch 
sofort -- nach dem Kirchhoffschen Satz — eine entsprechende Absorption zu 
beriicksichtigen. 


5. Strahlung und Absorption in der geschichteten Atmosphäre 


Aus der Beziehung (5) wird klar, daB die Strahlung jeder Schicht mit dem 
Faktor 
7 [a dh 
cos Pp 


€ 


behaftet sein muß, um der Absorption Rechnung zu tragen. 
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Me Die Strahlung der Summe aller Schichten der Atmosphäre ist dann 


H=0co 1 = 
A Fr I R'h) dh , TR (h) 4 
Quoi = €1 06 dhs | e(ht) °°? H, a) ah. (12) 
H, 


| Zur Erfassung des Integrals muß auf die Strahlung einer einzelnen Schicht 
zurückgegriffen werden. Mit Verwendung des Absorptionsverhältnisses der in- 
| finitesimalen Luftschicht wird mit (9) und (12): 


A) 1 œ 

DB ey eee RN, : 777 k(h) dh 
| D a ath | HUE eh sin@cospe dp [ ay | dh. (13) 
| Ÿ 0 A, 


Die Integrale über den Winkeln y und y berücksichtigen die Gestalt des Raumes 
| und ergeben den Formfaktor ® des absorbierenden Gasraumes. 
Der Versuch, den Absorptionskoeffizienten nach der Beerschen Beziehung 


ws 
Pu À Po 


za bestimmen, fiihrt nicht zum Ziele, auch dann nicht, wenn an Stelle des 
Druckes die Dichte oder der Partialdruck des gesättigten Wasserdampfes ver- 
wendet wird. 


5.1. Formfaktor D des absorbierenden Gasraumes 


Betrachtet man die Strahlung einer Schicht in der Höhe H, auf das Objekt 
in H,, so wird aus der Näherung (6) 


K = 0,78 Ve = Tie (14) 


und das Doppelintegral ® bekommt die an sich lösbare Form 
7/2 Te K_ 27 
D = | sinpcospe °°? dp | dy. (15) 
0 


0 


Mit Rücksicht auf die spätere Integration zwischen H, und H, wird jedoch ® 
mit Vorteil wieder durch eine Näherung bestimmt. Eine solche ist: 

® = + (0,189) 1 dy. (16) 
Endgiiltig konnte daraus für den Formfaktor ® im Bereich 1 < H, < 30 km 


die Beziehung FE 
15 
= Beta No! 
Dz Ge ) (17) 
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als hinreichend einfache Interpolation bestimmt werden’). Dieser Formfaktol 
ist in Figur 3 mit Gleichung (16) aufgezeichnet, woraus die Qualität der Nähe 


rung ersichtlich ist. 


A" 
x 7 
S __— Gleichung (16) 
à — Näherung (17) 
S 
S 
x 


G6| eS ees eae 
Qo 2 # 6 € ME SE TE Sh i gl Ge eh CCE TETE 


Hs 


Fig. 3 


Der Formfaktor des absorbierenden Gasraumes zwischen der Höhe H, und Hy. 


5. 2. Gasstrahlung der Atmosphäre 


Die graue Gesamteinstrahlung läßt sich damit etwa auf graphischem Wege 
berechnen. Durch Einsetzen von (7) und (17) wird aus (13) die auf das Flächen- 
element d/, = 1 m? entfallende Strahlung aus der Höhe A, =h 


h 
is Fe) nr ( T2) )' dh. (18) 


H, 


Die absolute Temperatur 7,(h) der strahlenden Schichten kann entsprechend 
der Normalatmosphäre (CINA) eingeführt werden: 


1) Die Berechnung der Näherungsgleichungen verdanke ich Herrn Dipl.-Phys. E. MoosER 
Luzern. 
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{ Oh Le T,(h) = 288 — 6,5h 
LAC 30m Th) = Z165°K 


30 < 4 < oo Tip OK 


!: Die Annahme, daß die Temperatur über der Höhe von 30 km den absoluten 
Nullpunkt erreicht, trifft nach den neuesten Feststellungen keineswegs zu. Im 
Gegenteil muß man aus Messungen mit Raumraketen und aus Gleichgewichts- 
bedingungen in gewissen Höhen sehr hohe kinetische Gastemperaturen voraus- 
setzen [1]. 

Ferner wird auch das Vorhandensein von Ozonschichten in der Ionosphäre 
festgestellt, womit sich für die Strahlung Verhältnisse ergeben, die nicht mehr 
unter Voraussetzungen von grauen Strahlern berechnet werden können. 

Daß nun trotzdem für die praktischen Berechnungen der vorliegenden Art 
die Temperatur 7130, = 0 gesetzt werden darf, führt nur darum zu einem ge- 
ringen Fehler, weil in dieser Höhe die Emission infolge der geringen Gasdichte 
sehr klein wird. Mit gleichem Ergebnis könnte auch die wirkliche Temperatur, 
dann aber der Absorptionskoeffizient — 0, gesetzt werden. 

Mit dem Temperaturverlauf in der Normalatmosphäre entsteht die Berech- 
nungsformel für die Gasstrahlung 


11 


Pie me se f Ei 71175 rn 6,5 ar Ei 


he 100 
30 


(ET ONE eee eles Ve 
A a (Aa) al. 


11 


A, 


6. Berechnung der Strahlungsanteile 
6.1. Strahlung von Wolkenschichten 


Wird eine ununterbrochene Wolkenschicht als unendlich ausgedehnte Ebene 
betrachtet und ihr das Emissionsverhältnis ey und die ihrer Höhe Hy ent- 
sprechende Temperatur Ty zugeschrieben, so wird ihre Einstrahlung auf df, 
ohne Berücksichtigung der Absorption in der klaren Schicht 


Tea EN 288 + 6,5 Hy‘ a H \0,15 


Für das Emissionsverhältnis der Wolken wurde in Ermangelung zutreffender 
Werte für die numerischen Berechnungen ey = 0,565 eingesetzt, also ein Wert 
bedeutend kleiner als zum Beispiel derjenige für Eis und Wasser: 0,96 [2]. 


| 
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6. 2. Erdstrahlung 


Wird die Erdoberfläche wiederum als eine unendliche Ebene betrachtet1)] 
und ihr ein Emissionsverhältnis von &; und die Temperatur 74 zugeschrieben jf 


so ist ihre Abstrahlung auf die Fläche df, des Flugzeuges | 


Une Epes u)" (21)] 


Diese Strahlung trifft nur die der Erde zugewendete Seite des fliegenden Kor-} 
pers und fällt für die Einstrahlung in nach oben verglaste Kabinen auße 
Betracht. Für das Emissionsverhältnis wurde eg = 0,85 gesetzt. 


6.3. Reflektierte Erdstrahlung 


Für den häufigen Fall, daß sich das Flugzeug zwischen der Erdoberfläche 
und einer Wolkenschicht befindet, wird ein bestimmter Betrag der Erdstrah-if 
lung, die die Wolkenschicht trifft, reflektiert und erreicht ebenfalls das Flug-f 
zeug (Flächenelement d/, = 1). Wird für die Wolken ein Reflexionsvermöge 
y angenommen, so ist der Betrag der reflektierten Erdstrahlung 


Tr \4 
QE = E1 Ep Mw Cs (200) . (22) 


Sind Reflexionszahlen von ry = 0,3 für Wolken zutreffend, so ergeben sich} 
Wärmebeträge, die oft selbst bei hoch liegenden Wolken und schwacher Erd- 
strahlung ins Gewicht fallen. 


6.4. Strahlung des Flugkörpers 


Die von jedem Flächenelement df, = 1 abgestrahlte Wärme beträgt 
IN! 
Ir = E10 ( 100 | : (23) 


Darin sind das Emissionsverhältnis e, und die Temperatur T, für die Ober- 
fläche des Flugzeugkörpers einzusetzen. In den meisten Fällen ist die Tempera- 
tur nicht bekannt und muß aus der Berechnung für den gesamten Wärmeaus-. 
tausch einschließlich Wärmeleitung, Flugzeugheizung usw. bestimmt werden. 
Für den speziellen Fall der über eine große Fläche verglasten, transparenten 
Flugzeugkabinen ist für die Abstrahlung die Kabinentemperatur einzusetzen. 
Man berechnet auf diese Weise die Abstrahlung der Kabine, wobei auch die 
Absorption und Reflexion am Glasdach der Kabine in der Rechnung leicht 
a werden können. 


1) en zur Berücksichtigung der Erdkriimmung siehe [ 3]. 
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7. Wärmebilanz der Strahlung 


Im allgemeinen und stationären Fall eines Fluges in konstanter Höhe muß 
die Summe aller aus- und eingestrahlten Wärmemengen verschwinden, was 
bedeutet, daß das Flugzeug die einmal angenommene Temperatur nicht mehr 
ändert. 

Bestimmt man noch auf bekanntem Wege den Wärmeübergang g, und die 
dem Flugzeug im Innern zugeführte Wärme g, (Wärmeabgabe der Besatzung, 
| elektrische Verlustleistung und Heizung), so lautet die vollständige Wärme- 


> bilanz 


HE gt + de + ut Gy Fe, (24) 


wobei g, die durch die Sonnenstrahlung einfallenden Wärmebeträge und q, die 
Einstrahlungen der Atmosphäre bedeuten. 

Die Größe des Strahlungsaustausches allein kann überprüft werden, wenn 
vorerst von der Wärmeleitung und innern Wärmemengen abgesehen wird und 
nur der Strahlungsverlust 


GE — Us Jo TE Gy de (25) 


betrachtet wird, wobei für die Temperatur des Flugkörpers meist gut zutref- 
fende Annahmen leicht gemacht werden können. 


7.1. Wärmeverlust eines Flugzeuges in klarer Atmosphäre 


Es sei angenommen, ein Flugzeug mit allseitig einheitlicher Oberfläche, 
etwa ein Verkehrsflugzeug mit kleinen Fenstern, deren Absorptionsverhältnis 
€, = 0,4 betrage, fliege in der Höhe H, bei wolkenlosem Himmel mit der Ge- 
schwindigkeit V = 360 km/h. Es kann dann etwa angenommen werden, daß 
das Flugzeug eine Oberflächentemperatur T, habe, welche mit der Temperatur 
der längs angeströmten Platte im zweiatomigen Gas [4] identisch ist, also 


v2 
2400 ~ 


the = Ty + = 0,85 V2 — Ty 
D) 
Es wird also in der Grenzschicht eine Temperaturerhöhung angenommen, die 
85%, der adiabatischen Stautemperatur beträgt. Der Strahlungsaustausch wird 
damit: 
Ix = Gr (Go + Ge), 
und mit (19): 


11 30 
Lau i ; ; Tr \4 
216 (aan) — 0,1569,27%, / fh) + ra) se ls ( Tea | - (26) 
H 


11 
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Die Kurven der Figur 4 stellen diese Gleichung für drei Grenzbedingungen] 
dar. Aus dem Unterschied der Kurven 7 und 2 sind die von der Erde einge-+} 
strahlten Wärmemengen erkennbar. Ihre Vernachlässigung [5], [6] kann tat} 
sächlich zu merkbaren Fehlern in der Berechnung des Wärmebedarfs von Flug- 


zeugheizungen führen. 


| 
16 i =, = 0,4 
| e085 
| Cg =4,56 V 2 
A Ba 
2 ! 
À 
“| : 
x . 
N 8 N 
4 
x [IS N 
Ÿ 6 ye . 
N \ : 
Fe \ \ 
4 À D 
\ N : 
rÉrdstrahlung \ 
= we 2 
g / kcal/m?h 
CNET) 0 +7 40 60 a 0 
Einstrahlung Strahlungsrerlust 
Fig. 4 


Strahlungsaustausch eines Flugzeuges. Fluggeschwindigkeit 360 km/h. Temperatur der Flugzeug- 
außenhaut 7), Emissionsverhältnis der Flugzeugoberfläche &, = 0,4. 
Kurve 1 —:—.—.—. Flug nahe über Wolken, klarer Himmel, ohne Erdstrahlung. 
Kurve 2 Flug in klarer Atmosphäre, mit Einstrahlung der Erdoberfläche, deren Tem- 
peratur 15°C beträgt. = ie 
———— Flug in klarer Atmosphäre bei hoher Bodentemperatur von 30°C (Flug über 
Wüstengebiet). 


3 


Kurve 


2 


if 


Ein Jagdflugzeug, Einsitzer, besitze eine gut isolierte Kabine von etwa 
1 m? Rauminhalt, welche von einer Glaskuppel überdacht ist, deren Projektion 
einen Flächeninhalt von 1,0 m? habe. Die Klimatisierung der Druckkabine er- 
laubt im Innern eine Temperatur von Tx = 16°C aufrechtzuerhalten. Der 
Strahlungsaustausch der Kabine wird für ein doppelwandiges Glasdach, von 
dem man annehmen kann, es sei vollkommen isoliert, von der Fluggeschwindig- 
keit unabhängig. 

Damit ist der Strahlungsverlust (bzw. Gewinn am Tage) 


Ir =r (+ 9). 
Im Nachtflug ist g, = 0 zu setzen. 


Strahlungsverlust einer Jagdflugzeugkabine 


| 


| 


| 
| 
| 
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Aus den Intensitätskurven der Sonnenstrahlung folgt die einfallende Wärme- 
menge g, (Kurve 7 in Figur 5). 


Mermererluste Hermeaufnalhme 
| | N 


| Verliste an 


75+ | 
| Kabnendach | 


Abstahlang in chf, 
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Eingestrahlte | 


Sarkonslante lg <=. —-— 


| Werme 
10 
| ar 
| dem kab-Raum 
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Leer] 
2 US Saas) ae 
me 0 N | 
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Fer en [en en 
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Fig. 5 
Wärmeaustausch durch Strahlung für eine Flugzeugkabine mit nach dem Zenith gerichtetem 
transparentem Glasdach von 1 m? Flache. 


Die Untersuchung des doppeltverglasten und stark gekriimmten Kabinen- 
daches aus Plexiglas ergab an Verlusten 


INOS Cigna, ua Oe So uo COOL 
Horaire On AR pen nie eee ane Wan eee eee OR 10.0) 
Reflexionsvermögen . . . 320040 
Spiegelungen durch nicht enkrechien Bel. 0 6,00 

0,455 


’ 


Von g, werden also nur ca. 55% dem Kabineninnern zugeführt (Kurve 2). Für 
das Kabineninnere beträgt dann der Wärmeverlust (Kurve 4 und Differenz 
zwischen 2 und 3) 


re (Ce) = S68 ee: PEU (27) 


Um diesen Betrag vermindert sich die eingestrahlte Sonnenwärme, womit dann 
die Kurve 3 für die der Kabine im Tagflug zugeführte Wärme erreicht ist. 

Das Beispiel zeigt sehr anschaulich, daß in großer Flughöhe einer solchen 
Kabine im Nachtflug ca. 120 kcal/m?h durch Beheizung zugeführt werden 
müssen, während in derselben Höhe am Tage etwa 400-500 kcal/m?h abzu- 
führen sind. Die Wirkung der Strahlung wird hier besonders deutlich, einmal 
weil die Kabine vom Einfluß der Wärmeleitung frei gehalten werden kann 
(Isolation g, — 0) und dann weil der Betrag der Sonnenstrahlung allein den 
Übergang von der Heizung nachts zur Kühlung bei Tag erzwingt. 


ZAMP 11/31 
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Die Wärmeverluste dieser Kabine sind im Flug unter Wolken aus 


pm y dy de (28) | 


| 
| 
| 
| 


zu berechnen, worin an Einstrahlungen auf die Kabine berücksichtigt sind: || 


9, = die von der zwischen Flugzeug und Wolken gelegenen Luftschicht ge- 
strahlte Energie, 


gw = die Strahlung der Wolkenschicht, 
g = die von der Wolke an die Kabine reflektierte Erdstrahlung. 


Eine direkte Erdstrahlung tritt nicht in die nach oben transparente Kabine, 
und ein wesentlicher Wärmeübergang ist durch Isolation unterbunden. 

Mit den vorstehend angegebenen Annahmen für die einzelnen Werte erhält 
man Wärmeverluste, wie sie die Kurve 5 in Figur 5 wiedergibt. Für die drei || 
gewählten Wolkenhöhen 4, 6 und 8 km erhält man nicht stark verschiedene jf 
Strahlungsverluste, die im Mittel etwa 55%, der Abstrahlung im Nachtflug bei | 
klarer Atmosphäre betragen. 


7.3. Anwendungen auf die Heizungstechnik 


Häufig wird bei der Berechnung des Wärmebedarfes beispielsweise von 
Treibhäusern, Glasdächern, Schwimmbädern und künstlichen Eisfeldern für 
die Strahlung die «Gegentemperatur» bei klarer Atmosphäre JT, = 0°K gesetzt, 
entsprechend der einfachen Formel: 


a= 6 (100) — (oo) |: 29) 


Welcher Fehler durch Weglassen der Gasstrahlung der Atmosphäre ent- 
steht, zeigt folgender Fall: 

Ein Eisfeld auf Meereshöhe befinde sich auf der Temperatur 0°C. Diese 
Temperatur habe auch eine kalte Bodenschicht der Atmosphäre bisin die Höhe 
von ca. 500 m, darüber verlaufe die Temperatur nach der Normalatmosphäre, 
ein Fall, wie er etwa im Vorfrühling auftreten mag. Mit dem Emissionsvermögen 
von Eis [2] €, = 0,98 und einem solchen des diathermanen Raumes von ¢, = 1 
erhält man nach Gleichung (29) eine Abstrahlung von 270 kcal/m?h. Rechnet 
man dagegen nach Gleichung (27) den Wert der Gasstrahlung zwischen H 
= 500 m und 30 km aus und erhält dafür den Wert von 410 kcal/m?h, so wird 
der Eisfläche die Wärmemenge von 140 kcal/m2h zugeführt. 

In diesem und ähnlichen Fällen dürfte also nicht mit einer diathermanen 
Atmosphäre gerechnet werden. Dagegen scheint die Verwendung der Glei- : 
chung (29) für das Hochgebirge eher zulässig zu sein, wie der sehr interessante 
Verlauf der Schnee- und Lufttemperatur über der Tageszeit erkennen läßt. 
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Figur 6 zeigt den typischen Verlauf für die Luft- und Schneetemperatur in 
2540 m ü.M. Die starke Abstrahlung bei Nacht läßt die Oberflächentemperatur 
der Schneedecke weit unter die Lufttemperatur sinken. Für den Fall im dar- 
gestellten Diagramm stellt sich zwischen 24 Uhr bis vor Sonnenaufgang ein 
Temperaturunterschied von 12°C ein. Die geringen Schwankungen lassen auf 


al ] = ir = 
2 =: =. ik SQ 
Fa FE ==. : = Lente [5 = 
Een —— M UT EN 
SS ==] nn ZN 
+ =: == — : E = Scnevoberflichée |= & À 
= 
SS = = = 
| + 
a by a \ 
à N N = SI ER + SE N 
= 4 ~ <—— Vageszeit in Stunden > 
Fig. 6 


Temperaturen der Schneeoberfläche und der Luft in 2540 m ü.M., Messungen von DE QUERVAIN 
auf WeiBfluhjoch vom 2. Februar 1950 [7]. 


kleine Unterschiede in der Windgeschwindigkeit oder auf Windstille schließen. 
Weil nun oberhalb der Meereshöhe des Versuchsfeldes besonders für die kalte 
trockene Winteratmosphäre nur mit geringer Absorption zurechnen ist, darf man 
erwarten, mit 7,=0°K aus Gleichung (29) ein brauchbares Resultat zu erhalten. 

Man hat noch die Wärmeübertragung g, von der wärmeren Luftschicht an 
die Schneefläche und die der Schneeschicht zufließende Erdwärme zu berück- 
sichtigen. DE QUERVAIN berechnet den Wärmestrom g# vom Boden in die 
Schneedecke zu ca. 1 kcal/m?h für den Monat Februar eines früheren Jahres [7]. 
Rechnet man für den Wärmeübergangmiteiner Windgeschwindigkeit w=2,5m/s 
die Übergangszahl an der ebenen Wand (Hütte I): 


«=5r3410=135 KealmneC, 
so kann aus der Wärmebilanz 


Gr = QE + 4 
oder 


Ber lee ik | aah = G8 + & (1 — Thun) 
die Temperatur des Strahlungsempfängers berechnet werden. Setzt man für 
die Schneefläche e, = 0,96 und T, = — 25°C (Figur 6) und für die Atmosphäre 
& = 1, so folgt aus der Gleichung die Temperatur 7, = 1,4°K. 

Man erhält also nahezu die Temperatur des extraterrestrischen Raumes, 
womit die Zuständigkeit der Gleichung (29) nachgewiesen wäre. Willkürlich 
ist dabei nur die Annahme der Luftgeschwindigkeit, mit deren Größe etwa eine 
schwache Thermik entlang der Schneefläche berücksichtigt sein mag. 
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Summary 


To determine the amount of radiation in the heat transfer of flying bodies 
the absorption of the atmospheric layers is calculated by making use of the 
known solar radiation. The resulting approximation is applied to practical | 
problems especially for pressurized cabins of fighter aircraft. 


(Eingegangen: 6. 4. 1951.) 
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Hohenkarte des Fehlerintegrals 


Von THEODOR LAIBLE, Ziirich 


Bei nichtstationärer Wärmeleitung in geschichteten Medien erhält man Lö- | 
sungen, die das Fehlerintegral mit komplexem Argument enthalten. Dasselbe ist 
der Fall bei der Gros von NO CRU für Synchronmaschinen 
mit massiven Polen. Um einen Überblick über den Verlauf solcher Lösungen zu 
ermöglichen, sah ich mich veranlaßt, eine Höhenkarte des Fehlerintegrals zu ent- 
werfen, die vielleicht auch bei anderen Problemen von Nutzen sein kann. 

Figur 1 zeigt den generellen Charakter der Funktion im ersten Quadranten. 
Die übrigen Quadranten ergeben sich durch Spiegelung an den Achsen. Figur 2 
zeigt etwas genauer das Gebiet, das für die obenerwähnten Anwendungen) am 
wichtigsten ist. Die untenstehende Tabelle gibt die ersten sechs Nullstellen. Bei 
n = 1 und 2 kann die letzte Dezimale als sicher gelten. Bei n = 3 ist sie um eine | 
Einheit, bei n= 4,5 um zwei Einheiten unsicher. Für die Nullstellen höherer | 
Nummer gilt die asymptotische Formel: 


x il NIET 1 , mer 
2 


| 
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Fig. 


erf(x + iy) = Ee??. erf(x + 74y) = E eiy. 


Nullstellen erf(z()) = 0 

n + x(n”) + yi”) 

0 0 0 

1 1,451 1,881 

2 2,244 2,618 

3 2,841 3,174 

4 2,3709) 3,640 

5 3,805 4,045 | 


Nachstehend soll kurz der zur Konstruktion der Höhenkarte eingeschlagene 
Weg beschrieben werden, da er vielleicht auch einmal zur Tabellierung nützlich 
sein kann. Aus der Definition des Fehlerintegrals 


CA 


erf(z) el 


Vz 


0 


—— 
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läßt sich leicht die Differentialgleichung einer Fallinie p = arg [erf(z)] = const 
gewinnen : 

D = teary +4), (3) 

dx 

Ausgehend von einem bekannten Punkt erhält man durch graphische oder nume-If 

ie Integration von (3) die ganze Fallinie. Als bekannte Ausgangspunkte } 

können diejenigen auf der Winkelhalbierenden x = y dienen; denn dort ist erf(z 2)) 

durch die Fresnelschen Integrale ausdrückbar: 


erf(r Vi) = (1 + 4) fac V2)-:s(V2)). Al 


Langs der so gefundenen Fallinien läßt sich nun durch eine weitere Integration | | 
eine Skala de Betrages E = | erf(z) | anbringen. Es ist 


Ben are (5)| 


Das Pluszeichen gilt für die Integration vom Punkt z, aus in derjenigen Richtung, | 
die mit der x-Achse den Winkel 2 x, y, + p einschließt. Die Auswertung obigen 
Integrals längs der Linien = 0 gerader Ordnungszahl führt auf die Nullstellen. 
Diese bilden dann den Ausgangspunkt für weitere Fallinien. Langs der x- und 
y-Achsen ist der Betrag durch bereits tabellierte Funktionen bekannt, längs der 
x-Achse durch das gewöhnliche reelle Fehlerintegral, längs der y-Achse durch 
das von Dawson!) tabellierte Integral 


y 
+ 


= 
es I mferf(t y)] = / eau. (6) 
0 


Es ist ebenso wie das gewöhnliche Fehlerintegral und die Fresnelschen Integrale 
in den bekannten Tabellen von JAHNKE und EMDE enthalten. 

Man könnte zur Ergänzung auch Höhenlinien E = const durch direkte Inte- 
gration finden. Doch führt das weniger rasch zum Ziel als das beschriebene Ver- 
fahren, da die Differentialgleichung der Höhenlinien 


y" 2 eee 
Plage en = ene 1+ y” 7 
ir Ale Vi+y (7) 
bedeutend weniger bequem ist. 
Summary 


Two sketches of the altitude chart of the error-function show the general 
behaviour and approximate values for general complex arguments. A So table 
of the first zeros is added. The method used for the computation is indicated. 


| 
| 
| 
| 


(Eingegangen: 30. 6. 1951) 


1) H. G. Dawson, Proc. Math. Soc. London 29, 519 (1897/98). 
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Zur Berechnung der Flusbahnscharen ferngesteuerter Raketen 


Von ERNST ROTH-DESMEULES, Luzern 


Raketen können in der Weise ferngesteuert werden, indem sie durch ein 
Steuergerät gezwungen werden, sich längs eines elektromagnetischen Leitstrahles 
zu bewegen. Folgt dieser Leitstrahl gleichzeitig einem Flugzeug, so wird dadurch 
erreicht, daß die Rakete mit dem Flugzeug zusammentrifft. Um die Steuerung 
der Rakete zu ermöglichen, ist eine rise normal zur Flugbahntangente wir- 
kende Kraft erforderlich. Sie kann entweder durch Steuerflächen, die um den 
Winkel fr gegenüber der Raketenachse verdreht sind, oder durch Auslenkung 
des Antriebsstrahles um den Winkel Br erzeugt w erden. Der Winkel Br bzw. Be 
wird durch das Steuergerät bestimmt. 


x 


Die Raketenflugbahn im Koordinatensystem. 


Unter der Voraussetzung, daß sich das Flugzeug auf einer horizontalen Ge- 
raden bewege, die mit der Raketenabschußstelle in einer Vertikalebene liegt, ist 
die Flugbahn der Rakete eine ebene, durch den Lagewinkel A(t) und die Entfer- 
nung r(f) definierte Kurve. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit darf ange- 
nommen werden, das Flugzeug bewege sich in der Höhe 4 = 1 mit der Geschwin- 
digkeit w und habe zur Zeit = 0 die horizontal gemessene Entfernung «. Der 
Winkel A(¢) ist alsdann durch « und o (das wir im folgenden als konstant voraus- 
setzen) als Funktion der Zeit gegeben, während y(t) durch die Bewegungsdiffe- 
rentialgleichungen bestimmt ist. 

Um die Bewegungsdifferentialgleichungen zu formulieren, berücksichtigen 
wir nur die wichtigsten Kräfte, nämlich den Schub 7, den Luftwiderstand W, 
die Steuerkraft R(ßr) (Auftrieb der Steuerflächen) und das Gewicht G. Für eine 
gut stabilisierte Rakete mit idealer Steuerung können wir den Anstellwinkel y 
der Raketenachse zur Flugbahntangente vernachlässigen, so daß sich das fol- 
gende System von Differentialgleichungen ergibt 


m(t) (¥ — r À?) = T cos(y + Br) — Rsiny— Wcosy-— GsinA, | (1) 
m(t) (r À + 25 À) = T sin (y + Br) + R cosy — W sin y — G cos. | 


| 
| 


. . x | 
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Diese Gleichungen sind noch für die beiden obenerwähnten Arten der Lenkung 
zu spezialisieren. Sie bestimmen die Entfernung r(f) der Rakete und den Winkel) 
Br(t) bzw. Br(t) zu gegebenen Anfangsbedingungen. Mit Hilfe von (1) können wir! 


den nachstehenden Ausdruck für die Krümmung K der Raketenbahn ableiten, 
| 


Be 1 | ah [T sin Br + R(Br)] — g cos (À + „|. [v2= #2 + (rA)2] (2) | 
m/(t) | 


wo es ohne weiteres möglich ist, auch die Glieder einzuführen, die vom Anstell-| 
winkel y abhängen. Aus (2) lassen sich eine Reihe von Folgerungen über die 
Lenkbarkeit ziehen. | 

Im allgemeinen interessiert aber nicht nur eine einzelne Flugbahn, sondern 
die zweiparametrige Schar, die von © und « abhängig ist. Nach einem bekannten 
Satze von H. Poincaré über die Parameterabhängigkeit der Lösungen von Diffe-| 
rentialgleichungen — die Voraussetzungen des Satzes sind mit den in der Raketen- 
ballistik üblichen Annahmen für die Kräfte erfüllt — lassen sich die Integrale von 
(1) als Potenzreihen dieser Parameter darstellen. Betrachten wir vorläufig nur 
« als Parameter, so führen die Ansätze 


Mm, + Riros Vor Ao) F4 + Rolo: For Ao) Ye 
ee so ne lead À (4) 
So(ro Vo 20) Pi = B; (Fo Fi Vo CAE #2 Bo QE Bin): | 
Anfangsbedingungen für t= 0: 7; = 7, = 0. 


Für 2 = 0 entstehen die Differentialgleichungen fiir die geradlinige Bewegung 
der Rakete. Damit lassen sich sukzessive — für einen gegebenen Abschußwinkel 
À(0) — die von der Zeit abhängigen Funktionen >,(f) und ß,(f) berechnen. 

Da die Funktionen A, und B, sehr kompliziert gebaut sind, wird man für die 
numerische Berechnung der Flugbahnschar den folgenden Weg einschlagen. Aus 
den Gleichungen (1) berechnen wir eine Anzahl » von Grundbahnen, die zu den 


Parameterwerten @, (v= 1, 2,..., 2) gehören, und die übrigen Bahnen werden 
vermöge der Ansätze 


i | 


(5) 


interpoliert. Die Koeffizienten 7; und ß, sind jetzt durch lineare Gleichungssysteme | 
gegeben. Im allgemeinen genügt es, # = 2 oder n = 3 zu wählen, je nach dem 
Konvergenzverhalten der Reihen (3). Der Interpolationsfehler ist, wenn À, das | 
Restglied in (3) bedeutet, 
N 
oy = —R, I (© — w,). (6) 
v=] 
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Eine entsprechende Formel gilt für den Fehler 98. Durch zweckmäßige Wahl der 
Parameterwerte w, der Grundbahnen können wir erreichen, daß der Fehler mög- 
lichst günstig ausfällt. Fordern wir etwa, daß die Extremwerte von (6) in einem 
abgeschlossenen Intervall von « dem absoluten Betrage nach gleich sein sollen, 
so sind die », eindeutig bestimmt, und sie lassen sich sogar durch eine einfache 
geometrische Konstruktion finden. Wir können aber auch verlangen, daß der 
quadratische Mittelwert von ör minimal sein soll, was zu einer etwas anderen 
Verteilung der Nullstellen w, führt. 

Um ebenso « als Parameter einzuführen, ist es zweckmäßig, die Potenzreihen 
in 1/4, = 6 aufzustellen. Damit erhalten wir Systeme von Differentialgleichungen, 
die (4) analog sind, und wir können wie vorhin verfahren bei der Bestimmung der 
zum Parameter 6 gehörenden Flugbahnschar. 

Auf diese Weise sind die Lösungen von (1) in der folgenden, für numerische 
Anwendungen geeigneten Form dargestellt 


n-lm-1l 
HS Or: Oo 0" | 

i=0 k=0 

nm—1l m—1 ; (7) 
DONNE (Con | 

i=0 k= 


Ein Problem, das nun sofort gelöst werden kann, ist das folgende: Da die zur 
Bahntangente normale Kraft in ihrer Größe begrenzt ist, vermag die Rakete 
unter Umständen dem Leitstrahl nicht mehr zu folgen und springt ab. Es ent- 
stehen so tote Räume, in denen eine Lenkung der Rakete ausgeschlossen ist. 
Diese Gebiete lassen sich aus (7) bestimmen und sind durch die Bedingung 
|B | = Bei charakterisiert, wo ß.y durch die Konstruktionsdaten der Rakete und 
das Maximum des Anstellwinkels y festgelegt ist. 

Für weitere Einzelheiten sei auf die demnächst erscheinende ausführliche 
Publikation verwiesen. 


Summary 


The equations of motion of a beam rider rocket are expressed in terms of the 
most significant forces. The family of trajectories depending on the velocity of 
the airplane and the angle of launching can be expended in power series of these 
two parameters with coefficients which are only functions of the time. For numer- 
ical applications an appropriate method of interpolation is indicated. 


(Eingegangen: 3. 9. 1951.) 


A Graphical Solution for the Star-Connected Three-Phase Circuit 
By GEORGE N. VLAHAVAS, London 
(1) Let OA, OB, OC the three branches of the “Star”. 
Denver eve! 


their respective admittances. 
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= eier). 7, = Weiten 
the applied voltages between the points AB, BC, CA respectively. 


Vi Ve, Via Ve Ve ee 


the voltages between the points AO, BO, CO respectively, which we have to find. | 
The application of KiRCHHOFF’s laws gives 


‘Von =e, 


rear 


=. 
i] 
| 


Let Y, Sy, = Yre-i9., 
The en of i can be written 


3 j (0 — Pa > 7 [6—@3-— (42/3 
Vp fy, ei Pa) _ y gil0-9- (Anl Mt 


OT 
g {| ve cos (0 — m3) — Y, cos (6 — P3 — | 
+ j be sin (9 — 9) — Ya sin (0 — gs — =} 
Hence | 
pa = | ¥3 + Wa ANG Me cos ( — Pa + =) 


Calling the bracket D? we have V, = VD,/Y-. Similarly we find V, = VD,/YT, etc. 
(2) A graphical OUR is therefore suggested as follows. Draw first three 
vectors representing YY oe Y, and find their resultant PQ. Construct an equi- 
oe triangle PQS where PO, SP, QS represent respectively the voltages 
Ves SU aa multiplied by Yr/V. 
Then from an arbitrarily chosen point K, draw the lines KL,, KL,, KL, of 
lengths Y,, Y,, Y, respectively, with 


24 I 
ROME AO ML MT =, i a= OP, 
KL, == y= Wa AOS 
Notice 
(Lo L;) = D;, (La Li ) = D,, (Li L 2) == D;. 


Now with centres Q, P, S and respective radii of lengths D,, D,, D, draw 
circles which cut each other at one point M. 

On PQ, from P towards Q, take a length (PT) = V and from T draw a 
parallel to PM, until it cuts QM at Q,. 

Finally, from Q, draw parallels to OP, QS which cut MP and MS at Tee 
and Sy respectively. 

er, Qo, So PROS represent the applied voltages Ve user, A and MQ,, 
MP,, MS, the branch voltages V,, Ve Vs respectively. 
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Therefore 
(MQo) = Vi, (MP) = Vs, (MS) =" 


LA PSS / os TARN 

PO MO = 8,120, MP =, POMS =": 
We shall choose of course two suitable scales: One for Mhos and one for Volts. 
(Received: April 23, 1951.) 
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IX. Generalversammlung 
der Internationalen Union für Geodäsie und Geophysik 


In Brüssel hat vom 20. August bis 1. September 1951 unter dem Präsidium 
von Prof. F. A. VENING MEINEsz, Niederlande, die IX. Generalversammlung der 
Internationalen Union für Geodäsie und Geophysik stattgefunden. Nach der 
feierlichen Eröffnung des Kongresses in der Académie des Beaux-Arts im Beisein 
der Königin Elisabeth hat die Union ihre Sitzungen in den Räumen der Freien 
Universität Brüssel und der Cité universitaire abgehalten. Die Arbeitsgebiete der 
Union umfassen die Geometrie und Physik des Erdballes und seiner einzelnen 
Teile. Es ist klar, daß für diese Arbeitsgebiete die internationale Zusammen- 
arbeit nicht nur erwünscht, sondern unerläßlich ist. Die Hauptarbeit der General- 
versammlungen der Union gilt daher den Fragen der internationalen Organisation 
der wissenschaftlichen Forschung in Geodäsie und Geophysik. Die Union ist in 
folgende sieben internationale Assoziationen unterteilt: Geodäsie, Seismologie, 
Meteorologie, Erdmagnetismus und Erdelektrizität, Ozeanographie, Vulkanologie 
und Hydrologie. Diese Assoziationen haben ihre Arbeitssitzungen in Brüssel zum 
größten Teil gleichzeitig abgehalten, so daß erst die im Druck erscheinenden 
Kongreßakten einen vollständigen Überblick über die Arbeit der Union und der 
Assoziationen geben können. 

Die Assoziation für Geodäsie behandelt auch die Probleme der internationalen 
Schwerevermessung. Wie die von G. P. WOOLLARD 1948 ausgeführte Weltreise 
mit einem Worden-Gravimeter gezeigt hat, ist es heute möglich, mit Hilfe von 
statischen Gravimetern in relativ kurzer Zeit ein weltweites Netz von Schwere- 
stationen zusammenhängend zu vermessen. Die Assoziation für Geodäsie hat des- 
halb in Brüssel eine internationale Organisation geschaffen, die die Vervollstän- 
digung dieses Netzes fördern und insbesondere auch die zahlreichen von privaten 
Gesellschaften für Erdölprospektion ausgeführten und nicht publizierten Schwere- 
vermessungen für das Netz nutzbar machen soll. In der Assoziation für Seismo- 
logie sind neben organisatorischen Fragen, wie Telegrammkode für Erdbeben, ein- 
heitliche Bezeichnung der Phasen in den Seismogrammen, Zusammenarbeit mit 
der Europäischen Gesellschaft für Seismologie, in rund fünfzig Referaten wissen- 
schaftliche Fragen über Fortpflanzung von Wellen, Erdbebenapparate, Erdbeben- 
intensität, Sprengseismik, Erdbebengeographie und -statistik behandelt worden. 
Neben den Sitzungen der einzelnen Assoziationen haben auch Verhandlungen von 
gemischten Kommissionen stattgefunden über Gegenstände, die die Zusammen- 
arbeit verschiedener Assoziationen oder die Zusammenarbeit mit andern Unionen, 
wie der Astronomischen Union und der Union Radio-Scientifique Internationale, 
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erfordern. Als solche Gegenstände seien erwähnt: physikalische Zusammenhänge | 
zwischen Sonne und Erde, Physik der hohen Atmosphäre und der Ionosphare, | 
mikroseismische Bodenunruhe, Erforschung des Meeresgrundes. Besonderem In- | 
teresse begegneten die Verhandlungen der gemischten Kommission für die Physik | 
des Erdinnern über den Wärmehaushalt des Erdballes, Kontinente und Ozeane, 
Erdkern, Mechanik der Erdkruste. Die Seismologische Assoziation hat die Physik | 
des Erdinnern in ihr Arbeitsprogramm aufgenommen. Sie führt demgemäß von 
nun an die Bezeichnung «Internationale Assoziation für Seismologie und Physik } 
des Erdinnern». Mit der Generalversammlung war eine Ausstellung geophysika- | 
lischer Instrumente verbunden. | 
Exkursionen führten zum Meteorologisch-Seismologischen Observatorium | 
Uccle, zum neuen geophysikalischen Zentrum Dourbes, in belgische Kohlenge- | 
biete, ins Hydraulische Observatorium Liege, zum Hafen Antwerpen mit Besuch 
hydrographischer Schiffe der USA. und Großbritanniens, und nach Gent und | 
Brügge. Die über 600 Teilnehmer des Kongresses fanden dabei überall gastliche |} 
Aufnahme. Die Schweiz war mit 17 Delegierten, die mit einer Reihe Referaten 
und in Komitees aktiven Anteil an den Kongreßarbeiten nahmen, gut vertreten. 
Besonders freut es uns, unseren Delegationschef, Prof. C. F. BAESCHLIN, zu seiner 
Wahl zum Präsidenten der Internationalen Assoziation für Geodäsie beglück- 
wünschen zu können. Als Präsident der Union für die nächste Amtsdauer von 
drei Jahren wurde Prof. S. CHAPMAN, Großbritannien, gewählt und als Tagungs- 
ort für die nächste Generalversammlung 1954 Rom in Aussicht genommen. 
F. GASSMANN 


Errata 


Über Dämpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen und über ge- 
dampfte Schwingungen von Stäben. Von Fritz GassMANN (ZAMP 2, Fasc. 5, 
336 [1951)). 


Die nachstehenden Stellen sind wie folgt zu lesen: 


) 4, Zeile: Schwerpunkt von F, (statt Schwerpunkt F,). 
(40) 3. Zeile: e-ilelw)r (statt s-flo/w)r), 
) 


(45) 8. Zeile: Le (statt > a 
i Ov 7 Or 

(46), 73. Zeile: HT (statt A7). 
(50) 5. Zeile: 9 (statt g; zweimal). 
(60) 6. Zeile: endlicher (statt unendlicher). 
(68) 1. Zeile: Randbedingung (statt Randbedingungen). 
(85) 9. Zeile: 2 (statt Er). 

6 
(86) 10. Zeile: eg = 6, — 6; + (03 — 5p) v2 (statt eg = 6, — tr). 
(82). 11. Zeile. E (statt F). 
(91) 6. Zeilen v,-tstatt »,). 
(92) 11. Zeile: à, — 6, (statt à, — 6,). 


Ferner Figur 1, 4 und 6: Träger (statt Einspannungsmedium). 
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Grundzüge der Elektroakustik. Von F. A. FISCHER (Fachverlag Schiele 
& Schön, Berlin 1950). 164 S., 102 Abb.; DM 14.—. 


Der Verfasser des vorliegenden Buches beabsichtigt, mit seinem Werk allen 
jenen Physikern, Ingenieuren und Technikern, die sich mit Elektroakustik be- 
fassen wollen, die für dieses Gebiet notwendigen Grundkenntnisse zu vermitteln. 
Der Text ist daher so abgefaßt, daß keine weitere Literatur zu seinem Verständnis 
notwendig ist. Auch auf dem Gebiet der Akustik sind keine besonderen Kenntnisse 
vorausgesetzt. 

Das erste Kapitel macht den Leser mit den elektrischen und mechanischen 
Energieträgern und -verbrauchern und mit den zugehörigen mathematischen 
Gleichungen bekannt. Dabei wird dem Begriff der Widerstandsreziprozität 
große Aufmerksamkeit gewidmet. Aus dieser Darstellung folgen fast zwangsläufig 
die beiden elektromechanischen Analogien, und an Hand von Beispielen einfacher 
Schwingungssysteme wird der große Vorteil dieser Betrachtungsweise demon- 
striert. Anschließend folgt eine sehr systematische Behandlung der gekoppelten 
Schwingsysteme. 

Das zweite Kapitel befaßt sich mit der Kraftwirkung elektrischer und magne- 
tischer Felder. Außer den klassischen Faraday- und Maxwell-Kräften werden 
auch der piezoelektrische und der Magnetostriktionseffekt besprochen. In den 
nächsten vier Kapiteln beschreibt der Autor zuerst die Grundgesetze der elektro- 
mechanischen Umwandlungsprinzipien und ihre Anwendung auf die verschie- 
denen Wandler; dann folgt eine Systematik dieser Apparate, und schließlich 
werden noch die Differentialgleichungen sowie die elektroakustischen Impedanzen 
der Wandler besprochen. Das siebente Kapitel beschäftigt sich mit der Abstrah- 
lung des Schalles. Die restlichen Kapitel behandeln noch einige spezielle Pro- 
bleme, wie den Wirkungsgrad und die Empfindlichkeit der Wandler‘ usw. 

Das vorliegende Werk zeichnet sich durch große Klarheit und Einfachheit 
der Gedankengänge aus. Es handelt sich hier um eine Einführung in die theore- 
tischen Grundlagen der Elektroakustik, die die verschiedenen Probleme auf 
interessante Art und Weise darstellt. Das Buch kann besonders für Studenten 
bestens empfohlen werden. A. Lauber. 


Ferromagnetism. By R.M. BozortH. The Bell Telephone Laboratories 
Series (D. Van Nostrand Company, Inc., New York 1951). 968 pp., 825 figs.; 
517.50. 

Bis heute fehlte in der wissenschaftlichen Literatur ein umfassendes Buch des 
Gesamtgebietes des Ferromagnetismus. Es entspricht daher einem direkten Be- 
dürfnis und kann nicht hoch genug eingeschätzt werden, daß der Verfasser sich 
dieser großen Aufgabe unterzogen und in einem fast tausendseitigen Werk die 
Erscheinungswelt des Ferromagnetismus zur Darstellung gebracht hat. Dabei 
kommen folgerichtig nicht nur die physikalischen Überlegungen und Verfahren 
zur Sprache, sondern auch, ihrer Bedeutung entsprechend, jene der Metallurgie, 
Chemie und Elektrotechnik. 

Das Werk zerfällt in vier Hauptabschnitte: 

In einem ersten, einführenden Teil werden in zwei Kapiteln die ferromagneti- 
schen Begriffe und allgemeinen Erscheinungen erläutert und die Herstellung und 
Fabrikation magnetischer Werkstoffe beschrieben. 


| 
| 
| 
| 
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Sodann folgt der 375 Seiten starke, in sieben Kapitel aufgeteilte zweite Haupt, 
abschnitt, in Welchen die ferromagnetischen Stoffe aufgezählt, ihre Struktur und} 
physikalischen Eigenschaften erörtert und eingehend ihr magnetisches Verhalten 
geschildert werden. Daß darin alle bis heute bekannten modernen Legierunge 
mit hoher magnetischer Permeabilität, aber auch die bis jetzt | 
hochwertigen Dauermagnetstähle mit eingeschlossen sind, ist hier fast selbstvery 
ständlich. 

Der nächste, 400 Seiten umfassende dritte Hauptabschnitt behandelt die ver 
schiedenen theoretischen Deutungen und Erklärungsversuche der ferromagneti- 
schen Erscheinungen. Zur Charakterisierung dieses theoretischen Teiles des Werkes 
ist es am einfachsten, die Titel der neun Kapitel, welche diesen Hauptabschnitt! 
bilden, aufzuführen; sie heißen: Magnetische Theorie; Magnetisierungskurve und 
die Theorie der ferromagnetischen Dezicieen Magnetische Eigenschaften der Kri- 
stalle; Elastische Spannungen und Magnetostriktion; een und der Curie- 
Punkt; Energie, spezifische Wärme und magnetokalorischer Effekt; Magnetismus 
und elektrische Eigenschaften; Änderung der Magnetisierung mit der Zeit; Spe- 
zielle Probleme der Bezirkstheorie. In den Erörterungen dieses Abschnittes bids 
die Schilderung der ferromagnetischen Bezirke den Kernpunkt der theoretischen] 
Deutungsversuche. Sie ist mit besonderer Sorgfalt geschrieben, wie dies vom 
Verfasser, der selber auf diesem Gebiet der Forschung maßgebend beigetragen 
hat, nicht anders zu erwarten war. 

Der letzte, vierte Hauptabschnitt berichtet noch in einem einzigen Kapitel] 
über die magnetischen Meßverfahren, worauf im Anhang noch einige wertvolle#f 
Tabellen über die Eigenschaften magnetischer Elemente und Werkstoffe folgen.if 
Den Schluß des ganzen Werkes bildet ein fast 100 Seiten starkes Verzeichnis der 
gesamten einschlägigen Literatur. 

Das Buch ist klar und deutlich geschrieben, verzichtet auch in den theoreti-|f 
schen Abschnitten auf formelmäßige Ableitungen und beschränkt sich ganz aufif 
eine rein beschreibende Darstellungsweise mit reichlichen Illustrationen. So ge- 
winnt das Buch erheblich an praktischem Wert. Nur ein erfahrener Experimental- 
forscher, der auch mit den theoretischen Überlegungen und Rechenverfahren 
wohl vertraut ist, kann der hohen Zielsetzung eines solchen Werkes gerecht}] 
werden. Es ist denn auch dem Verfasser wirklich gelungen, ein vorziigliches}} 
Standardwerk zu schaffen, das sowohl dem Forschungsingenieur, dem es an der 
Erschließung neuer Kenntnisse und an der Entwicklung neuer, ferromagnetischer 
Werkstoffe gelegen ist, als auch dem Praktiker, der die magnetischen Eigenschaf- | 
ten der Werkstoffe für die Konstruktion seiner Maschinen und Geräte kennen || 
muß, große Dienste leisten wird. Das Werk wird daher in Zukunft zum unum- 
gänglichen Rüstzeug aller Forschungslaboratorien und Konstruktionswerkstätten, 
welche mit dem Gebiete des Ferromagnetismus in Beziehung stehen, gehören. 


R. Sänger 


| 


Statistische Methoden für Naturwissenschafter, Mediziner und Inge- 
nieure. Von A. LINDER (Verlag Birkhauser, Basel 1951). Zweite, erweiterte Auf-. 
lage 2580S 143. Abba Er 31620. 


Die mathematische Statistik, wie wir sie noch vor wenigen Jahrzehnten kann- | 
ten, beschränkte sich im wesentlichen auf die Lehre von der Beschreibung stati- 
stischer Gesamtheiten durch geeignete Maßzahlen. Unter der Führung nament-' 
lich englischer und ech Gelehrter hat dann eine nennt und noch 
keineswegs abgeschlossene Entwicklung eingesetzt, welche die mathematische 
Statistik zu einem wichtigen Eiilsmitte) der modernen Naturwissenschaft und. 
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Technik vorrücken ließ. Bis zum Erscheinen der ersten Auflage des Buches von 
LINDER im Jahre 1945 war man zur Einarbeitung in die neuen Lehren der mathe- 
matischen Statistik fast ausschließlich auf englisch geschriebene Literatur ange- 
wiesen, so daß sich zum Kampf mit dem Stoff noch jener mit der Sprache gesellte. 
Daß das Werk von LINDER hier eine empfindliche Lücke ausfüllte, erhellt aus 
dem Umstand, daß schon vor Ablauf von sechs Jahren eine zweite Auflage nötig 
wurde. Dem Aufbau nach ist sich das Buch gleich geblieben, doch sind wichtige 
Ergänzungen eingefügt, so daß der Umfang gegenüber der ersten Auflage um 
nahezu hundert Seiten angewachsen ist. 

Die Disposition des Buches ist äußerst glücklich. Wie LINDER im Vorwort 
selbst erklärt, will er einerseits den Praktiker in die Lage versetzen, die gebräuch- 
lichsten Methoden der mathematischen Statistik anwenden zu können, ander- 
seits aber sollen auch die mathematischen Grundlagen dargestellt werden. Gerade 
aus letzterem Grunde gewinnt das Lindersche Buch im Vergleich mit zahlreichen 
englischen und amerikanischen Büchern, welche nur die Anwendungen der Ver- 
fahren, gewissermaßen rezeptartig, mitteilen, deren Begründung aber im dunkeln 
lassen. 

Didaktisch geschickt ist das Werk in drei Hauptteile gegliedert. In einem 
ersten Hauptabschnitt wird die zweckmäßige Berechnung statistischer Maß- 
zahlen (Durchschnitt, Streuung, Regression, Korrelation) dargestellt, wobei über 
den Inhalt der ersten Auflage hinausgehend außer der einfachen Regression auch 
mehrfache lineare Regression, Teilregression und nichtlineare Regression behan- 
delt werden. Über das Trennverfahren von FISHER und den verallgemeinerten 
Abstand von MAHALANOBIS sind besondere Abschnitte eingefügt. Im zweiten 
Hauptteil wird die Prüfung der vorgängig erläuterten Maßzahlen auf Grund von 
Standardverteilungen beschrieben. Ein eigenes Kapitel ist der wichtigen Streu- 
ungszerlegung gewidmet. Sehr instruktiv ist die Durchrechnung der zahlreichen 
glücklich gewählten Beispiele. Der dritte Hauptteil schließlich bringt die mathe- 
matischen Grundlagen der statistischen Prüfverfahren und ihrer Anwendungen. 
Nur dieser Teil des Buches setzt Beherrschung höherer Mathematik voraus, wäh- 
rend zum Verständnis der vorangehenden Ausführungen Kenntnisse in elemen- 
tarer Algebra ausreichen. Es kann kein Zweifel darüber bestehen, daß das vor- 
zügliche Buch von LINDER auch weiterhin in Lehre und Praxis weite Verbreitung 
finden und beste Dienste leisten wird. H. Jecklin 


Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Von R. von Mises (Sprin- 
ger-Verlag, Wien 1951). 278 S.; sFr. 18.50. 


Das Studium dieses in dritter Auflage erscheinenden, wesentlich umgearbei- 
teten Buches hat auf den Unterzeichneten einen tiefen Eindruck gemacht, und 
zwar aus folgenden Gründen: 

1. Es dürfte wenige Bücher geben, in denen in so musterhafter und klarer 
Weise die Hauptresultate einer schwierigen mathematischen Theorie beinahe 
allgemeinverständlich, das heißt ohne Formeln und insbesondere ohne Analysis, 
dargestellt werden. 

2. Im Jahre 1919 hat der Verfasser seine berühmten Vorschläge betreffend 
die Begründung der Wahrscheinlichkeitsrechnung mittels den Begriffen eines 
Kollektivs, des Grenzwertes der relativen Häufigkeit und der Regellosigkeit einer 
stochastischen Folge publiziert. Seither sind zahlreiche Bücher und Abhandlungen 
erschienen, die sich mit dieser Begründung auseinandersetzten, zum Teil in zu- 
stimmendem und zum Teil in ablehnendem Sinne. Der Verfasser setzt sich sehr 
scharfsinnig und umfassend mit seinen Kritikern auseinander. Nach meinem 
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Dafürhalten ist es ihm zumindest gelungen, zu beweisen, daß bis heute keind 
bessere Theorie an die Stelle der seinigen gesetzt werden konnte. Er gibt jedoch 
zu, daß auch seine Theorie in verschiedener Hinsicht vertieft und ausgebautf 
werden sollte, zum Beispiel im Sinne der Untersuchungen von TORNIER und 
DOoB. 

3. Die Beschreibung der Grenzwertsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung if 
insbesondere der Gesetze der großen Zahlen und ihrer Bedeutung, ist hervor- 
ragend. Bei dieser Gelegenheit werden gewisse Mißverständnisse von Statistikern, 
die sich zum Beispiel durch Einführung der Begriffe «likelihood» und «small 
sample theory» vor allem in englisch-amerikanischen Publikationen ergaben, fest- 
gestellt und aufgeklärt. 

4. Die Schilderung der Bedeutung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der 
modernen Statistik und insbesondere in der modernen theoretischen Physik, zum! 
Beispiel bei der Brownschen Bewegung, in der Gastheorie und der Quanten- 
statistik muß jeden Mathematiker, Physiker und in der Forschung tätigen In 
genieur interessieren. 

Schon die früheren Auflagen dieses Buches wurden in andere Sprachen über 
setzt. Es besteht für mich kein Zweifel darüber, daß die neue Auflage bei allen 
denjenigen, die sich für die wissenschaftliche Entwicklung der modernen Natur- 
wissenschaften im weitesten Sinne des Wortes interessieren, ihre gebührende Be-H 
achtung finden wird. Es handelt sich um ein Meisterwerk im wahrsten Sinne. 

W. Saxer 


Technische Thermodynamik, Einführung in Grundlagen und Anwen- 
dung. Von A. PiscHINGER (Springer-Verlag, Wien 1951). VIII und 231 S., 
iS) AN oe, SEs, 2020: 


Das vorliegende Buch stellt eine erweiterte Wiedergabe der Vorlesung des 
Verfassers über technische Thermodynamik an der Technischen Hochschule Graz! 
dar. Es soll dem angehenden Ingenieur die notwendigsten Grundbegriffe und deren |] 
Anwendung beibringen. Der Zusammenhang’ zwischen den mikro- und makro-|f 
skopischen Vorgängen wird dementsprechend nur kurz besprochen. | 

Im ersten Teil sind die Grundlagen an Hand der bekannten Formeln und der 
zugehörigen graphischen Darstellungen behandelt. Das Hauptgewicht wird auf|f 
die formellen Ableitungen gelegt. Die physikalischen Hintergründe der Tempera- | 
turabhängigkeit der spezifischen Wärmen werden kurz gestreift. Unter den gra-|f 
phischen Darstellungen findet man neben den üblichen (p, v)-, (T, s)-, (i, s)- noch 
die (, 2)-, (1, p)-, (p, t)- und (v, t)-Diagramme, das (i, x)-Diagramm wird nur 
nebenbei erwähnt. 

Der zweite Teil ist der Anwendung der Grundlagen auf technische Prozesse 
und Maschinen gewidmet. Es folgen aufeinander: 

Die Verbrennung - bei der unter anderm der Einfluß der Dissoziation genannt, 
dagegen das für einen Ingenieur nicht uninteressante Ostwald-Dreieck weggelassen 
wird; | 

Strömung von Gasen in Kanälen — wobei die stationären und die nicht- 
stationären Vorgänge dargestellt werden; 

Wärmemaschinen — mit Kompressoren, Verbrennungskraftmaschinen, Ver- 
brennungsturbinen, Dampfkraftanlagen, Kältemaschinen und Wärmepumpen. 
Hier werden die Schemata der Maschinen angegeben, die Prozesse an Hand der‘ 


(T, s)- bzw. (i, s)-Diagramme besprochen und die Karnotisierungsmaßnahmen 
angeführt. 


1) 


4 
4 


| 
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Es ist schade, daß die Probleme der W ärmeübertragung vom Verfasser nur 
in Form eines kurzen Überblickes im Anhang gestreift werden. Eine willkommene 
Beilage bilden die recht umfangreichen Tabellen und Tafeln. Das Buch zeichnet 
sich dutch eine klare, übersichtliche Anordnung aus, die das Nachschlagen er- 
leichtert. Es kann für die Einführung sehr empfohlen werden; nach seinem 
Studium dürfte das Vordringen in de schwierigeren Kapitel der technischen 
Thermodynamik wesentlich erleichtert sein. Z. Plaskowski 


The Oxide-Coated Cathode, Vol. I, Manufacture. By G. HERMANN and 
S. WAGENER (Chapman & Hall, London 1951). 148 pp., 78 figs.; £-/21/-. 

Im Jahre 1944 haben HERMANN und WAGENER ihr Standardwerk über die 
Oxydkathode veröffentlicht. Es zerfällt in zwei Teile: Theorie und physikalische 
Grundlagen der Oxydkathode; Herstellungsfragen. S. WAGENER hat nun dieses 
Werk auch in die englische Sprache übersetzt und im ersten Band Herstellungs- 
fragen und -probleme behandelt (Teil II der deutschen Ausgabe). 

Im ersten Kapitel wird eine Übersicht über die Entwicklung der Technik der 
Oxydkathode und über die Anschauung ihrer Wirkungsweise gegeben. Es folgt 
eine Festlegung der charakteristischen Größen und ein Überblick über die An- 
wendungsgebiete. Im nächsten Kapitel wird die Herstellung der Kathode bis zu 
ihrem Einbau in die Röhre behandelt. Als erstes wird dabei das Kernmetall 
diskutiert und die daran gestellten Anforderungen beleuchtet. Es folgt die Be- 
handlung der Herstellung der Kathodenpaste und deren Auftragungstechnik auf 
den Träger. Im dritten Kapitel folgt eine Analyse des Abbrenn- und Formie- 
rungsprozesses in der Röhre während des Pumpprozesses. 

Das vierte Kapitel bringt die Diskussion der technischen Eigenschaften der 
Oxydkathode, das heißt der charakteristischen Daten sowie deren Messung: Emis- 
sionswerte und ihre Messung, Vergleich verschiedener Kathodentypen. Es folgt 
die Behandlung unerwünschter Eigenschaften der Kathoden, wie Verdampfung 
der Oxydschicht, geringe Haftfestigkeit der Schicht auf dem Träger, Vergiftungs- 
anfälligkeit, Beeinflussungen der Lebensdauer. Im letzten Kapitel werden schließ- 
lich spezielle Kathoden einer Betrachtung unterzogen: Oxydkathoden nach dem 
Aufdampfverfahren, kernaktivierte Kathoden, Vorratskathoden. 

Es handelt sich beim vorliegenden Band im wesentlichen um eine Ubersetzung 
des vorziiglichen deutschen Werkes. Gegenüber der deutschen Ausgabe hat die 
neue englische eine Erweiterung um die Kathodentypen der Magnetronröhren 
erfahren. Hervorzuheben ist die sorgfaltige Ausstattung des Buches sowie die 
reichhaltige Literaturzusammenstellung, welche die Originalarbeiten bis zum 
Jahre 1950 erfaBt. N. Schaett 


Das Trockengleichrichter-Vielfachmeßgerät. Von TH. WALCHER (Sprin- 
ger-Verlag, Wien 1950). 144 S., 97 Abb.; sFr. 13.80. 

In der gesamten Wechselstrommeßtechnik findet heute das Trockengleich- 
richter-Vielfachmeßgerät eine weitverbreitete Verwendung. Dank der vorzüg- 
lichen Eigenschaften des Drehspulmeßwerkes hinsichtlich Empfindlichkeit, Ge- 
nauigkeit al Eigenverbrauch können in Verbindung mit Trockengleichrichtern 
Meßgeräte für Wechselstzom bis zu sehr hohen Frequenzen erhalten werden, 
Eiche mit eigentlichen Wechselstrommeßwerken nicht zu verwirklichen wären. 
Andererseits ist zu bemerken, daß ein Gleichrichtergerät grundsätzlich keine 
Effektivwerte messen kann und daß diese aus dem vom Instrument angezeigten 
Strom- oder Spannungsmittelwerte und dem Formfaktor der Wechselstromkurve 
zu errechnen wären. Ferner ist zu erwähnen, daß ein Trockengleichrichter weder 
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eine ideale Kennlinie besitzt noch in bezug auf Konstanz des Widerstandes und | 
Abhängigkeit von Frequenz und Temperatur befriedigende Eigenschaften auf-| 
weist. Es ist daher sehr zu begrüßen, wenn in dem vorliegenden Werke von 
berufener Seite die Trockengleichrichter-Meßgeräte eine ausführliche Behandlungf 
erfahren und gezeigt wird, in welchem Maße die moderne Technik die vorerwähn- 
ten Schwierigkeiten zu überwinden in der Lage ist. 
Nachdem Aufbau und Wirkungsweise des Gleichrichters erläutert worden! 
sind, behandelt der Verfasser im ersten Teile die verschiedenen Theorien zur Er- 
klärung der Gleichrichterwirkung. Hierauf werden die Erkenntnisse über die} 
charakteristischen Figenschaften zusammengestellt und ihre Abhängigkeit von! 
den Einflußgrößen beschrieben. In einem besonderen Abschnitt wird in Zu- 
sammenhang mit der Meßschaltung und der Belastung die Oberwellenabhängig-f 
keit und ihr Einfluß auf die Meßgenauigkeit eingehend untersucht. Über dent 
ersten Teil des Buches darf ausgesagt werden, daß er auf alle auftauchenden I 
Fragen meßtechnischer Art beim Arbeiten mit Gleichrichtermeßgeräten erschöp-f 
fend Auskunft gibt. | 
Im zweiten ie wird die Anwendung der im ersten gewonnenen Erkenntnisse ||] 
an zahlreichen praktischen Beispielen gezeigt. Dabei springt die ungemein viel- 
seitige Anwendungsmöglichkeit der Vielfachmeßgeräte sofort in die Ne Wenn 
der Verfasser diese Anwendungsbeispiele nur unter Verwendung 4 von der 
Firma NORMA herausgebrachten Normameters beschreibt, so dürfte dieser Um-! 
stand den Wert des Buches kaum beeinträchtigen, da jeder einigermaßen geübte 
Meßtechniker in der Lage sein dürfte, die jeweiligen Meßschaltungen bei Ver- 
wendung von Geräten anderer Herkunft sinngemäß auf diese zu übertragen. 
Zusammenfassend kann bestätigt werden, daß mit der Herausgabe des vor- 
liegenden Buches der von seinem Verfasser angestrebte Zweck erreicht wird: 
dem in der Praxis stehenden Ingenieur und Techniker ein Hand- und Nachschlage- 
buch zu bieten, das ihm bei der Lösung der oft recht schwierigen Aufgaben der 
elektrischen Meßtechnik bei Anwendung von Gleichrichter-Vielfachmeßgeräten 
Hilfe und Anregung gibt. E. Offermann 


New Atoms, Progress and Memories. By O. Hann (Elsevier Publishing 
Company Inc., Amsterdam 1950). 183 pp.; $1.75. 


In vier Kapiteln vereinigt dieses Buch verschiedene Veröffentlichungen, Vor- 
träge und Vorlesungen von OTTO HAHN aus dem Gebiete der Radioaktivität. 

Das erste Kapitel enthält den Vortrag des Autors, den er anläßlich der Ent- 
gegennahme des Nobelpreises für Chemie im Jahre 1944 gehalten hat. Es ist die 
Beschreibung der analytisch-chemischen Experimente, die zur Entdeckung der 
fundamentalen Uranspaltung führten. Diese zeigen unter anderem die ungeheuren 
Schwierigkeiten der Identifikation der neuen radioaktiven Zerfallsprodukte. 

Die beiden nächsten Kapitel behandein die Zerfallsreihe des Urans und die 
neuen künstlichen Transurane. 

Das letzte Kapitel schließlich bringt Erinnerungen von Haun aus seiner 
Pionierzeit, während welcher er au ed eh wichtige Beiträge zur Klärung 
der Erscheinungen der Radioaktivität brachte, wie die Den des Radio: 
thoriums und des Mesothoriums. 

Der kleine Band in seiner sehr sorgfältigen Ausführung bildet eine interessante 
und lesenswerte Darstellung eines te aktuellsten Gebiete der modernen Physik. 


N. Schaetti 
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